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优势关系下不协调目标信息系统的上近似约简 
徐伟华 1，张晓燕 1，张文修 2 

(1. 重庆理工大学数理学院，重庆 400054；                      
2. 西安交通大学信息与系统科学研究所，西安 710049) 

摘  要：针对基于优势关系下不协调目标信息系统中属性约简的复杂问题，提出基于优势关系下不协调目标信息系统上近似约简的概念，
得到上近似约简的判定定理以及辨识矩阵，建立不协调目标信息系统的上近似约简的具体方法，同时通过实例验证该方法的有效性，从而
为优势关系下信息系统的知识发现提供理论基础。 
关键词：粗糙集；信息系统；上近似约简；辨识矩阵 

Upper Approximation Reduction in Inconsistent           
Target Information System Based on Dominance Relations 

XU Wei-hua1, ZHANG Xiao-yan1, ZHANG Wen-xiu2 
(1. School of Mathematics and Physics, Chongqing University of Technology, Chongqing 400054;                       

2. Institute of Information and System Sciences, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049) 

【Abstract】This paper introduces the concept of upper approximation reduction in inconsistent target information systems based on dominance 
relations. Moreover the judgment theorem and discernable matrix are obtained, from which it can effectively provide the approach to this reduction 
in inconsistent systems based on dominance relations. An example strates the validity of this method. The proposed framework constructs efficient 
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1  概述 
粗糙集理论[1]是近年来发展起来的一种处理不精确性、

不确定性和模糊知识的软计算工具，它已被成功地应用于人
工智能、数据挖掘、模式识别与智能信息处理等领域[2-5]，并
越来越引起了国际学术界的关注。经典粗糙集是以完备信息
系统为研究对象，以等价关系(满足自反性、对称性、传递性)
为基础，通过等价关系把论域分成互不相交的等价类，划分
越细，知识越丰富，信息越充分。 

知识约简是粗糙集理论的核心问题之一。在实际的知识
库中描述知识的属性并不是同等重要的，甚至其中有些属性
是冗余的。所谓知识约简，就是在保持知识库分类能力不变
的条件下，删除其中不相关或不重要的属性。通过知识约简
去掉不必要的属性，可以使知识表示简化，又不丢失基本   
信息。 

目前，许多学者通过不同的方法从不同的角度对知识约
简做了深入的研究，并取得了很多成果[6-11]。然而，这些研
究主要是在等价关系下的信息系统进行的，在实际问题中有
许多信息系统由于各种原因(如噪声、信息缺损等)是基于优
势关系的，而且是不协调的。要想从这种复杂的基于优势关
系的不协调信息系统中获取简洁的不确定性命题，就必须对
系统进行知识约简。因此，对于优势关系下的不协调目标信
息系统，知识约简的研究是非常有意义的[12-14]。 

2  基于优势关系的信息系统 
目标信息系统是既有条件属性又有目标属性(决策属性)

的一种特殊信息系统。目标信息系统主要是研究条件属性和

目标属性之间的关系问题。为了方便理解，下面先给出一些
基本概念。 

定义 1[7] 称一个五元组 I＝(U,A,F,D,G)为一个目标信息
系统，其中，(U, A, F)是信息系统；A称为条件属性集；D称
为目标属性集，即： 

U是有限对象集， 1 2{ , , , }nU x x x= ； 

A是有限条件属性集， 1 2{ , , , }pA a a a= ； 

D是有限目标属性集， 1 2{ , , , }qD d d d= ； 

F是 U与 A的关系集， { : , }k kF f U V k p= → ≤ ， kV 是 ka

的有限值域； 
G是 U与 D的关系集， { : ', ' }k kG g U V k q= → ≤ ， 'kV 是 'kd

的有限值域。 
在 Pawlak 近似空间意义下的信息系统对每个属性集和

目标属性集决定了一个二元不可区分关系，即等价关系。然
而，在实际生活中有许多系统并不是基于等价关系的，有不
少是基于优势关系的，即对每个属性值域和目标属性值域有
一个偏序关系，如一个班级的各科成绩情况等问题。这时就
需要建立基于优势关系下的信息系统。 
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定义 2[7] 设 I＝ (U,A,F,D,G)为目标信息系统，对于
B A⊆ ，令 

{( , ) : ( ) ( ), }B i j l i l j lR x x U U f x f x a B= ∈ × ∀ ∈≤
≤  

{( , ) : ( ) ( ), }D i j m i m j mR x x U U g x g x d D= ∈ × ∀ ∈≤
≤  

其中， ,  B DR R≤ ≤称为目标信息系统的优势关系，此时该目标信
息系统称为基于优势关系下的目标信息系统。 

记： 
[ ] { : ( , ) }i B j i j Bx x U x x R= ∈ ∈≤ ≤ { : ( ) ( ), }j l i l j lx U f x f x a B= ∈ ∀ ∈≤  

[ ] { : ( , ) }i D j i j Dx x U x x R= ∈ ∈≤ ≤ { : ( ) ( ), }j m i m j mx U g x g x d D= ∈ ∀ ∈≤  

易见，优势关系有下面的性质： 
命题 1[7] 

(1) BR≤是自反的和传递的，未必是对称的，因而一般不
再是等价关系。 

(2)当 1 2B B A⊆ ⊆ 时有：
2 1A B BR R R⊆ ⊆≤ ≤ ≤。 

(3)当 1 2B B A⊆ ⊆ 时有：
2 1

[ ] [ ] [ ]i A i B i Bx x x⊆ ⊆≤ ≤ ≤。 

(4)当 [ ]j i Bx x∈ ≤时有： [ ] [ ]j B i Bx x⊆≤ ≤。 

对于任意 X U⊆ ，定义 X 关于优势关系下 BR≤的下近似
和上近似分别为 

( ) { :[ ] }B i i BR X x U x X= ∈ ⊆≤ ≤  

( ) { :[ ] }B i i BR X x U x X= ∈ ∩ ≠ ∅≤ ≤  
优势关系下的上、下近似也满足类似于 Pawlak近似空间

中的许多性质，详细请参考文献[7]。 
为了叙述方便，下文在没有特别说明时的信息系统都是

指基于优势关系下的信息系统。 
定义 3[7] 设 I＝(U,A,F,D,G)为基于优势关系的目标信息

系统，若 A DR R⊆≤ ≤，则称该基于优势关系的目标信息系统是

协调的；否则，若 A DR R≤ ≤，称该系统是不协调的。 
例 1[7] 表 1给出了一个基于优势关系的目标信息系统。 

表 1  基于优势关系的目标信息系统 
U a1 a2 a3 d 

x1 1 2 1 3 
x2 3 2 2 2 
x3 1 1 2 1 
x4 2 1 3 2 
x5 3 3 2 3 
x6 3 2 3 1 

于是，按照优势关系的定义有： 

1 1 2 5 6[ ] { , , , }Ax x x x x=≤  

2 2 5 6[ ] { , , }Ax x x x=≤  

3 2 3 4 5 6[ ] { , , , , }Ax x x x x x=≤  

4 4 6[ ] { , }Ax x x=≤  

5 5[ ] { }Ax x=≤  

6 6[ ] { }Ax x=≤  

1 5 1 5[ ] [ ] { , }d dx x x x= =≤ ≤  

2 4 1 2 4 5[ ] [ ] { , , , }d dx x x x x x= =≤ ≤  

3 6 1 2 3 4 5 6[ ] [ ] { , , , , , }d dx x x x x x x x= =≤ ≤  
显然， A dR R≤ ≤。因此该目标信息系统在优势关系下是

不协调的。 

3  不协调目标信息系统的上近似约简 
由于优势关系不再是等价关系，不能形成对象集上的划

分，而是一个覆盖。因此，对于优势关系下的信息系统不能
采取类似于 Pawlak 近似空间的信息系统方法定义上近似函
数和最大上近似函数。下面给出优势关系下的信息系统的上
近似函数和最大上近似函数的定义方式。 

设(U, A, F, D, G)为目标信息系统， ,  B DR R≤ ≤分别为属性集
A 和目标属性集 D 生成的 U 上的优势关系，对于 B A⊆ ，
x U∈ ，记 

/ {[ ] : }B i B iU R x x U= ∈≤ ≤  

1 2/ { , , , }D rU R D D D=≤  

1 2( ( ), ( ), , ( ))B B B B rR D R D R Dη = ≤ ≤ ≤  

其中，[ ] { : ( , ) }B Bx y U x y R= ∈ ∈≤ ≤ ，称 Bη 为论域U 上的关于属
性子集 B 的上近似函数。 

定义 4 设 I=(U,A,F,D,G)为目标信息系统。若对 B A⊆ 有

B Aη η= ，则称 B 是该信息系统的上近似协调集，且 B 的任
何真子集不是上近似协调集，则称 B为该系统的上近似协调
约简。 

显然，由上定义可直接得到下面命题。 
命题 2设 I=(U,A,F,D,G)为目标信息系统， B A⊆ ，则 B

是上近似协调集当且仅当对任意的 /i DD U R∈ ≤ 都有

( ) ( )B i A iR D R D=≤ ≤ 。 
例 2 考虑例 1给出的不协调目标信息系统。 
若在该信息系统中记： 

1 1 5[ ] [ ]d dD x x= =≤ ≤ , 2 2 4[ ] [ ]d dD x x= =≤ ≤ , 3 3 6[ ] [ ]d dD x x= =≤ ≤  
则有： 

1 1 2 3 5( ) { , , , }AR D x x x x=≤  

2 1 2 3 4 5( ) { , , , , }AR D x x x x x=≤  

3 1 2 3 4 5 6( ) { , , , , , }AR D x x x x x x=≤  

若取 2 3{ , }B a a= 时，容易验证对于 x U∀ ∈ 有：[ ] [ ]A Bx x=≤ ≤，

因此有 B Aη η= 。故 2 3{ , }B a a= 是个上近似协调集，而且可以
计算 2 3{ } { }和a a 均不是上近似协调集，因此， 2 3{ , }B a a= 是个
上近似约简。 

若取 1 3' { , }B a a= 时，有： 

1 ' 1 2 3 4 5 6[ ] { , , , , , }Bx x x x x x x=≤  

2 ' 2 5 6[ ] { , , }Bx x x x=≤  

3 ' 2 3 4 5 6[ ] { , , , , }Bx x x x x x=≤  

4 ' 4 6[ ] { , }Bx x x=≤  

5 ' 2 5 6[ ] { , , }Bx x x x=≤  

6 ' 6[ ] { }Bx x=≤  
于是得 

' 1 1 2 3 5( ) { , , , }BR D x x x x=≤  

' 2 1 2 3 4 5( ) { , , , , }BR D x x x x x=≤  

' 3 1 2 3 4 5 6( ) { , , , , , }BR D x x x x x x=≤  

即有 B Aη η= 。故 1 3' { , }B a a= 也是个上近似协调集，而且可以
计算 1{ }a 不是上近似协调集。因此， 1 3{ , }a a 是另一个上近似
约简。 

进一步可以验证 1 2{ , }a a 不是上近似协调集。因此该目标
信息系统只有 2个上近似约简 1 3{ , }a a 和 2 3{ , }a a 。 

下面具体给出不协调目标信息系统的上近似约简的判定
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定理。 
定理 1 设(U,A,F,D,G)为目标信息系统，B A⊆ ，则 B是

上 近 似 协 调 集 当 且 仅 当 对 任 意 的 /i DD U R∈ ≤ ， 当

( ), ( )A i A ix R D y R D∉ ∈≤ ≤ 时，存在 b B∈ 使得 ( ) ( )b bf x f y> 。 
证明： 
“⇒”反证。 

假设存在某个 /i DD U R∈ ≤，当 ( ), ( )A i A ix R D y R D∉ ∈≤ ≤ 时，

对任意的 b B∈ 使得 ( ) ( )b bf x f y≤ 。故此时有 [ ]By x∈ ≤，而 B 又

是上近似协调集，对任意的 /i DD U R∈ ≤都有 ( ) ( )B i A iR D R D=≤ ≤ 。 

因为 ( )A iy R D∈ ≤ ，所以 ( )B iy R D∈ ≤ ，即 [ ]B iy D∩ ≠ ∅≤ ，

又 [ ]By x∈ ≤，则 [ ] [ ]B By x⊆≤ ≤，故有 [ ]B ix D∩ ≠ ∅≤ 。 

于是， ( )B ix R D∈ ≤ ，因此可知 ( )A ix R D∈ ≤ 。矛盾。 
“ ⇐ ”若 B 不是上近似协调集，则一定存在某个

/i DD U R∈ ≤，使得 ( ) ( )A i B iR D R D≠≤ ≤ ，即存在 0 ( )A ix R D∉ ≤ ，但

0 ( )B ix R D∈ ≤ 。故有 0[ ]A ix D∩ = ∅≤ ，但 0[ ]B ix D∩ ≠ ∅≤ 。 

又 0 0[ ] [ ]A Bx x⊆≤ ≤ ，故存在某个 0 0[ ]By x∈ ≤，且 0 iy D∈ ，

而 0[ ]By ≤至少包含 0y 自己一个元素，所以可知 0[ ]A iy D∩ ≠ ∅≤ ，

于是 0 ( )A iy R D∈ ≤ ，即有 0 ( )A ix R D∉ ≤ , 0 ( )A iy R D∈ ≤ ，于是存在

b B∈ 使得 0 0( ) ( )b bf x f y> ，显然这与 0 0[ ]By x∈ ≤ 矛盾。 
因此 B 是上近似协调集。定理得证明。 

4  上近似约简的辨识矩阵与约简方法 
第 3 节中的定理给出了不协调目标信息系统的上近似协

调集的等价刻画，这是判断属性子集是否协调的理论所在，
由此可进一步得出上近似约简的方法。下面先给出辨识属性
矩阵的概念。 

定义 5 设(U,A,F,D,G)为不协调目标信息系统，记 
* {( , ) : ( ), ( )}i j i A i j A iD x x x R D x R Dη = ∉ ∈≤ ≤ , /i DD U R∈ ≤  

用 ( )
kaf x 表示属性 ka 关于对象 x的取值。定义 

( , )i jD x xη =
*

*

{ ,   ( ) ( )}   ( , )

                                            ( , )   
k kk a i a j i j

i j

a A f x f x x x D

x x D
η

η

⎧ ∈ > ∈⎪
⎨

∅ ∉⎪⎩
 

称 ( , )i jD x xη 为 ix 与 jx 的上近似可辨识属性集。矩阵

( ( , ),   , )i j i jD x x x x Uη η= ∈M 称为该目标信息系统的上近似辨

识矩阵。 
定理 2 设(U,A,F,D,G)为不协调目标信息系统， B A⊆ ，

则： B 是上近似协调集当且仅当对 *( , )x y Dη∀ ∈ ，都有

( , )B D x yη∩ ≠ ∅。 

证明： 
“⇒”对 *( , )x y Dη∀ ∈ ，则存在某个 /i DD U R∈ ≤，使得有

( ), ( )A i A ix R D y R D∉ ∈≤ ≤ 。所以由定理 1 知一定存在 b B∈ ，使
得 ( ) ( )b bf x f y> 。于是 ( , )i jb D x xη∈ 。 

因此，若 B 是上近似协调集，则对 *( , )x y Dη∀ ∈ 有

( , )B D x yη∩ ≠ ∅。 

“⇐”若对 *( , )x y Dη∀ ∈ 有 ( , )B D x yη∩ ≠ ∅，则存在一个

ka B∈ 使 得 ( , )ka D x yη∈ ， 故 有 ( ) ( )
k ka af x f y> ， 而 此 时

( ), ( )A i A ix R D y R D∉ ∈≤ ≤ ，所以由定理 1知 B是上近似协调集。 
定理得证。 

定义 6 设(U,A,F,D,G)为不协调目标信息系统， δM 为其
上近似辨识矩阵，若记 

*

{ { : ( , )},    , }

{ { : ( , )},    , }

k k i j i j

k k i j i j

F a a D x x x x U

a a D x x x x D
η η

η η

= ∧ ∨ ∈ ∈ =

        ∧ ∨ ∈ ∈
 

称 Fη 为该信息系统的上近似辨识公式。 

定理 3 设(U,A,F,D,G)为不协调目标信息系统。上近似辨

识 公 式 Fη 的 极 小 析 取 范 式 为 1 1
( )

kqp

sk s
F aη = =

= ∨ ∧ ， 若 记

{ , 1,2, , }k
s kB a s qη = = ，则 { , 1,2, , }kB k pη = 是所有上近似约简

形式的集合。 
证明：对任意的 *( , )i jx x Dη∈ ，由极小析取范式的定义知

( , )k
i jB D x xη η∩ ≠ ∅，再由定理 2知 kBη 是上近似协调集。同时，

1
( )

p
k

k
F Bη η=

= ∨ 在 kBη 中去掉一个元素形成 'kBη ，则必然存在某个
*( , )i jx x Dη∈ 使得 ' ( , )k

i jB D x xη η∩ = ∅，故 'kBη 不是上近似协调

集，从而 kBη 是上近似约简。而上近似辨识公式中包含了所有

的 ( , )i jD x xη ，因此不存在其他上近似约简。 

例 3 对于例 1给出的不协调目标信息系统的上近似辨识
矩阵如表 2所示。 

表 2  例 1中不协调目标信息系统的上近似辨识矩阵 ηM  

U x1 x2 x3 x4 x5 x6 

x1 ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  

x2 ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  

x3 ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  

x4 a1,a3 a3 a1,a3 ∅  a3 ∅  

x5 ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  ∅  

x6 a1,a3 a3 A a1,a2 a3 ∅  

故可得： 

1 2 3 1 2 1 3 3 1 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )F a a a a a a a a a a a aη = ∨ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ = ∧ ∨ ∧  

因此， 1 3{ , }a a 与 2 3{ , }a a 是该不协调目标信息系统的所有
上近似约简。这与例 2的结果是一致的。 

5  结束语 
要想从复杂的基于优势关系的不协调信息系统中获取简

洁的不确定性命题，就必须对系统进行知识约简。因此，对
于优势关系下的不协调目标信息系统的知识约简的研究是非
常有意义的。本文通过引入基于优势关系下不协调目标信息
系统的上近似约简概念，对这一类复杂的系统中的上近似属
性约简做了深入的分析，得到了上近似的判定定理以及辨识
矩阵，从而建立了不协调目标信息系统的上近似的具体方法。 
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