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线性时变广义系统的能控性与

能观性问题

张雪峰 1 张庆灵 1

摘 要 讨论了线性时变系统和线性时变广义系统的两个基本问题, 得

到了两种判定时变系统能控性与能观性的必要条件, 该判定条件只依赖

于系统矩阵 A(t) 和输入矩阵 B(t), 不必计算系统的系统状态转移矩阵,

使得判别时变系统能控性与能观性易于实现. 说明了本文结论是线性定

常系统相应结论的自然扩展. 对进一步深入研究时变系统和时变广义系

统具有实际启发作用.
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Linear Time-varying Singular Systems
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Abstract Two basic issues of time-varying systems and time-

varying singular systems are discussed. Two necessary con-

ditions to judge the controllability and observability of time-

varying systems and time-varying singular systems are obtained.

The conditions only depend on the system matrix and input ma-

trix, without introducing and calculating system state transition

matrix. It is easy to judge the controllability and observability

of time-varying systems and time-varying singular systems. The

result extends the corresponding conclusion of linear time invari-

ant systems. The paper may practically enlighten the research

on time-varying systems.
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在很多情况下, 当控制目标为在一段有限时间内将系统

由一个状态转移到另一个状态时, 其控制律的存在性, 即问

题的可解性是系统设计者首先关心的问题. 自从维纳提出控

制论和卡尔曼提出系统的能控性和能观性的概念以后, 系统

的能控性和能稳定性就成为线性系统理论中最基本的概念,

线性定常系统经过 60 多年的发展, 系统能控性、能观性等

基本问题已经有相当成熟的结论[1−7]. 能控性问题在系统

控制理论中占有重要的地位, 近几年仍然吸引了许多学者的

关注[8−17]. 文献 [2−3, 6−7] 研究了时变周期系统的能控性,

文献 [8−9] 研究了时变区间系统的能控性, 文献 [10−12] 研

究了非线性系统的能控性, 文献 [13] 研究了多变量控制系

统的能控性, 文献 [14] 研究了网络控制系统的能控性, 文献

[5−6, 15] 研究了广义系统的能控性, 文献 [16−17] 研究了时

变切换系统的能控性. 但尚欠缺适用一般时变系统和广义时

变系统的能控性的通用性结论. 时变系统是一类重要而又研

究较少的系统. 对时变系统来说, 由于系统矩阵的特征值与

系统的能控性, 能观性判别没有可直接使用的结论, 因此在
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研究时变系统时, 纯代数方法较少. 到目前为止, 没有利用特

征多项式或矩阵代数方程判别系统能控和能观性的判据. 时

变系统的能控性和能观性在理论上有一些基本结论, 但这些

结果往往依赖于系统的状态转移矩阵, 由于状态转移矩阵计

算十分困难和繁杂, 因而并不适用于实际应用. 本文对时变

系统进行了讨论, 利用文献 [1] 的思想, 扩展了文献 [1] 中利

用矩阵方程判别定常系统能控和能观性等价条件的方法, 扩

展了与定常系统的结论, 得到了时变系统能控性的两个必要

条件. 并对广义系统进行了讨论, 得到了时变广义系统能控

性的两个必要条件.

1 时变系统的能控性

在线性定常系统的分析与设计中, 许多结果是针对能控

和能观性进行讨论的[1−7]. 系统能控和能观性的几种代数判

别条件主要有引理 1 和引理 2. 线性时变系统是一类重要而

特殊的时变系统, 引起许多学者的关注[1−3, 7]. 现有的判断时

变系统的能控性和能观性的判据都必须首先计算出系统的状

态转移矩阵, 而这是一件艰难的任务, 实用性较差. 下面给出

线性时变系统的三个能控和能观性判据.

给定时变系统:

ẋxx(t) = A(t)xxx(t) + B(t)uuu(t) (1)

这里, A(t), B(t) 分别为连续的 n×n, n×m 维函数矩阵. 令

Φ(t, t0) 为系统 (1) 的状态转移矩阵.

在许多控制理论教材中都介绍过如下的 PBH 能控性判

据.

引理 1[4] (PBH判据). 定常系统 ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t)

能控的充要条件是 rank(λI −A, B) = n, λ ∈ C.

引理 2[1]. 定常系统 ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) 能控的充要

条件是矩阵方程 AX −XA = 0, XB = 0 只有零解.

定义 1[4]. 设 fff1(t), fff2(t), · · · , fffn(t) 是一组 p 维复值行

向量函数, 如果存在一组不完全为零的常数 α1, α2, · · · , αn ∈
C, 使得

n∑
i=1

αifff i(t) = αααF (t) = 0, ∀t ∈ [t1, t2]

其中

ααα = [α1, α2, · · · , αn] ∈ Cl×n

F (t) = [fffT
1 (t), fffT

2 (t), · · · , fffT
n (t)]T ∈ Cn×p

则称这组复值函数在区间 [t1, t2] 上是线性相关的, 否则它们

在区间 [t1, t2] 上是线性无关的.

这里的线性相关或线性无关的时间区间非常重要.

引理 3[4]. 时变系统 (1) 在 t0 时刻能控的充要条件是存

在 t1 > t0 使得矩阵 Φ(t0, t)B(t) 的 n 行在 [t0, t1] 内线性无

关.

引理 4. 对于时变系统 (1), 其状态转移矩阵为 Φ(t, t0),

则

Φ(t0, t) =I −
∫ t

t0

A(τ)dτ +

∫ t

t0

∫ τ

t0

A(τ1)dτ1A(τ)dτ−
∫ t

t0

∫ τ

t0

∫ τ1

t0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτ + · · ·

证明. 由

Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0), Φ(t0, t)Φ(t, t0) = I
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易得

Φ̇(t0, t) = −Φ(t0, t)A(t) (2)

对方程 (2) 的两端同时在 t0 到 t 上求积分, 可得

Φ(t0, t) = I −
∫ t

t0

Φ(t0, τ)A(τ)dτ (3)

应用逐次逼近法, 即将式 (3) 代入自身的 Φ(t0, τ) 中去, 第一

次迭代后有

Φ(t0, t) = I−
∫ t

t0

A(τ)dτ +

∫ t

t0

∫ τ

t0

Φ(t0, τ1)A(τ1)dτ1A(τ)dτ

反复迭代下去, 可得

Φ(t0, t) =I −
∫ t

t0

A(τ)dτ +

∫ t

t0

∫ τ

t0

A(τ1)dτ1A(τ)dτ−
∫ t

t0

∫ τ

t0

∫ τ1

t0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτ + · · ·

¤
定理 1. 系统 (1) 在 t0 时刻能控的必要条件是存在

t1 > t0, 使得对于 ∀λ ∈ C, 矩阵
[

λI −A(t) B(t)
]
的 n

行在区间 [t0, t1] 上是线性无关的.

证明. 为表示简单起见, 不妨令 t0 = 0, Φ(t, t0)|t0=0 =

Φ(t, 0) = Φ(t).

系统 (1) 在 t0 时刻是能控的, 由引理 3 知, 存在 t1 >

t0, Φ(t0, t)B(t)的n行在 [t0, t1]内线性无关.对于 t1 > t0,证

明 ∀λ ∈ C, 矩阵
[

λI −A(t) B(t)
]
的 n行在区间 [t0, t1]

上是线性无关的. 采用反证法, 假设存在常数 λ, 使得矩阵[
λI −A(t) B(t)

]
的 n 行在区间 [t0, t1] 内线性相关, 由

定义 1,即存在行向量ααα 6= 0,使得ααα
[

λI −A(t) B(t)
]

=

0, 即 λααα = αααA(t),αααB(t) = 0, ∀λ ∈ C, t ∈ [0, t1] 成立. 有

ααα

∫ t

0

A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

λdταααB(t) = 0

ααα

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

λαααdτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

λ2dτ1dταααB(t) = 0

ααα

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

λαααdτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

λ2αααA(τ)dτ2dτ1dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

λ3dτ2dτ1dταααB(t) = 0

进而

αααΦ(0, t)B(t) =

ααα(I −
∫ t

0

A(τ)dτ +

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)dτ1A(τ)dτ−
∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτ + · · · )B(t) =

(1−
∫ t

0

λdτ +

∫ t

0

∫ τ

0

λ2dτ1dτ−
∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

λ3dτ2dτ1dτ + · · · )αααB(t) = 0

由 引 理 3, 这 与 系 统 能 控 相 矛 盾, 即 矩 阵[
λI −A(t) B(t)

]
的 n 行在 [t0, t1] 内是线性无关的. ¤

以上针对时变系统提出的定理 1 是定常系统 PBH 判据

的推广.

定理 2. 时变系统 (1) 在 t0 时刻能控的必要条件是存在

t1 > t0, 使得下列矩阵方程:

A(t)X = XA(t), XB(t) = 0, ∀t ∈ [t0, t1] (4)

只有零解, 其中 X 是定常方阵.

证明. 假设存在一个矩阵X 6= 0 使得矩阵方程 (4) 成立.

对矩阵方程 (4) 前一个等式积分, 有

∫ t

0

A(τ)dτX = X

∫ t

0

A(τ)dτ

X

∫ t

0

A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

A(τ)dτXB(t) = 0

X

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)Xdτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)dτ1A(τ)dτXB(t) = 0

X

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)Xdτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)Xdτ1A(τ)dτB(t) =

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτXB(t) = 0

进而

XΦ(0, t)B(t) =

XB(t)−
∫ t

0

A(τ)dτXB(t)+

∫ t

0

∫ τ

0

A(τ1)dτ1A(τ)dτXB(t)−
∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

A(τ2)dτ2A(τ1)dτ1A(τ)dτXB(t) + · · · = 0

与系统 (1) 能控相矛盾, 故矩阵方程 (4) 只有零解. ¤
以上针对时变系统提出的定理 2 是定常系统引理 2 (矩

阵方程判据) 的推广.
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注 1. 与线性定常系统中引理 1 的结论不同, 矩阵[
λI −A(t) B(t)

]
的 n 行在 [t0, t1] 内线性无关是时变

周期系统 (1) 能控的必要条件而非充分条件. 这容易通过下

面的一个反例说明.

例 1. 计论以下时变系统

ẋxx(t) =

[
cos(t) 1

−1 cos(t)

]
xxx(t) +

[
cos(t)

− sin(t)

]
uuu(t)

容易得到

Φ(0, t) = e− sin(t)

[
cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

]

Φ(0, t)B(t) =

[
e− sin(t)

0

]

Φ(0, t)B(t) 的行秩为 1, 系统不能控.

而

rank
[

λI −A(t) B(t)
]

=

rank

[
λ− cos(t) −1 cos(t)

1 λ− cos(t) − sin(t)

]
= 2

其中, rank(·) 为一个时变矩阵的行秩.

注 2. 与线性定常系统中引理 2 的结论不同, 时变系统

(1) 的矩阵方程 (2) 只有零解只是系统 (1) 能控的必要条件

而非充分条件. 下面举一反例说明.

例 2. 同样取例 1 的时变系统, 由上面的讨论知系统不

能控.

设

X =

[
x11 x12

x21 x22

]

满足矩阵方程 (4).

由
[

x11 x12

x21 x22

] [
cos(t) 1

−1 cos(t)

]
=

[
cos(t) 1

−1 cos(t)

] [
x11 x12

x21 x22

]

可得: [
−x12 x11

−x22 x21

]
=

[
x21 x22

−x11 −x12

]

X =

[
x11 x12

−x12 x11

]

由

XB(t) =

[
x11 x12

−x12 x11

] [
cos(t)

− sin(t)

]
=

[
0

0

]

即 [
cos(t) − sin(t)

− sin(t) − cos(t)

] [
x11

x12

]
=

[
0

0

]

得 X =

[
x11 x12

−x12 x11

]
= 0, 矩阵方程 (4) 只有零解.

2 时变广义系统的能控性

定常系统的能控性有如下结论:

引理 5[6]. 广义系统 Eẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) 能控的充

要条件是 rank(λE −A, B) = n, λ ∈ C, rank(E, B) = n.

引理 6[6]. 广义系统 Eẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) 能控的充

要条件是矩阵方程 EY A−AY E = 0, Y B = 0 只有零解.

下面给出的时变广义系统的能控性结果是定常系统相应

结论的自然扩展.

考虑如下广义系统

E(t)ẋxx(t) = A(t)xxx(t) + B(t)uuu(t) (5)

其中, Φ(t) 为系统 (5) 的状态转移矩阵, 即

E(t)Φ̇(t) = A(t)Φ(t), Φ(0) = I

如果存在 k, 使得

det(kE(t) + A(t)) 6= 0

取

P (t) = (kE(t) + A(t))−1, Q(t) = I

则系统 (5) 受限等价于下列系统:

Ê(t)ẋxx(t) = (I − kÊ(t))xxx(t) + B̂(t)uuu(t) (6)

其中,

Ê(t) = (kÊ(t) + A(t))−1E(t)

P (t)A(t) = I − Ê(t)

B̂(t) = (kÊ(t) + A(t))−1B(t)

设 Ψ(t) 为系统 (6) 的状态转移矩阵, 即 Ê(t)Ψ̇(t) = (I −
Ê(t))Ψ(t), Ψ(0) = I, 可见通过上面的特殊的受限等价变换

后, 系统 (5) 和 (6) 状态相同, 故有以下结论.

引理 7. 系统 (5) 能控的充要条件是系统 (6) 能控, 即

rank(Ψ(t)B̂(t)) = n 和 rank(Ê(t), B̂(t)) = n.

考虑下面时变系统:

ẋxx(t) = Ê(t)xxx(t) + B̂(t)uuu(t) (7)

引理 8. 系统 (5) 能控的必要条件是系统 (7) 能控.

证明. 由引理 7 知, 系统 (5) 能控的必要条件是

rank(Ψ(t)B̂(t)) = n.

因 P (t) = (kE(t) + A(t))−1 可逆, 用 AD(t) 表示 A(t)

的 Drazin 逆[5], 有:

Ψ(t) = e

∫ t

0

ÊD(τ)(I − kÊ(τ))dτ
=

e

∫ t

0

(−kI + ÊD(τ))dτ
= e

−kt

∫ t

0

ÊD(τ)dτ

设 Φ̂(t) 是系统 (7) 的状态转移矩阵, 即

Φ̂(t) = e

∫ t

0

Ê(τ)dτ

因此,有 rank(Ψ(t)B̂(t)) = rank(Φ̂(t)B̂(t)) = n,系统 (7)能

控. ¤
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定理 3. 系统 (5) 在 t0 时刻能控的必要条件是存在

t1 > t0, 使得 ∀λ ∈ C, 矩阵
[

λE(t)−A(t) B(t)
]
的 n

行在 [t0, t1] 内线性无关.

证明. 反证法, 假设系统 (7) 不能控, 存在 µ ∈ C 及行向

量 ηηη 6= 0 , 使得 µηηηE(t) = ηηηA(t), ηηηB(t) = 0 成立.

因 det(kE(t) + A(t)) 6= 0, 由定理 1 知:

rank(λI − Ê(t), B̂(t)) =

rank(λ(kE(t) + A(t))− E(t), B(t)) = n

取 λ =
1

k + µ
, 则

ηηη
[

λ(kE(t) + A(t))− E(t) B(t)
]

=
[

ηηη

(
k

k + µ
− 1

)
E(t) +

1

k + µ
ηηηA(t) ηηηB(t)

]
=

[ −µ

k + µ
ηηηE(t) +

1

k + µ
µηηηE(t) ηηηB(t)

]
= 000

与

rank(λI − Ê(t), B̂(t)) =

rank(λ(kE(t) + A(t))− E(t), B(t)) = n

矛盾. ¤
定理 4. 系统 (5) 在 t0 时刻能控的必要条件是存在

t1 > t0, 使得下列矩阵方程:

A(t)Y E(t)− E(t)Y A(t) = 0, Y B(t) = 0, ∀t ∈ [t0, t1]

只有零解, 其中 Y 是定常方阵.

证明. 由引理 8 知, 系统 (5) 能控的必要条件是系统 (7)

能控, 根据定理 2 知, 系统 (7) 能控的必要条件是矩阵方程

Ê(t)X −XÊ(t) = 0, XB̂(t) = 0 (8)

只有零解.

将

Ê(t) =(kÊ(t) + A(t))−1E(t)

B̂(t) =(kÊ(t) + A(t))−1B(t)

代入式 (8) 得

(kE(t) + A(t))−1E(t)X =X(kE(t) + A(t))−1E(t)

X(kE(t) + A(t))−1B(t) =0

令 Y (t) = X(kE(t) + A(t))−1, 上式可化成

(kE(t) + A(t))−1E(t)Y (t)(kE(t) + A(t)) = Y (t)E(t)

Y (t)B(t) = 0

上式中的第一个式子两边同时左乘 kE(t) + A(t) 得

E(t)Y (t)(kE(t) + A(t)) = (kE(t) + A(t))Y (t)E(t)

Y (t)B(t) = 0

简化可得

E(t)Y (t)A(t) = A(t)Y (t)E(t)

Y (t)B(t) = 0

以上方程只有零解, 特别地, 当 Y 是定常方阵时, 有

E(t)Y A(t) = A(t)Y E(t)

Y B(t) = 0

只有零解. ¤
由第 1 节知, 以上两个定理也只是必要条件而非充分条

件.

用 Kronecker 积形式表达定理 4 得到定理 5.

定理 5. 系统 (5) 能控的必要条件是下列矩阵M 列满

秩.

M =

[
E

⊗
AT −A

⊗
ET

I
⊗

BT

]

其中
⊗
表示矩阵的 Kronecker 积.

3 结语

线性时变广义系统是一类普遍存在的重要的实际系统.

本文得到的两种判定时变系统和时变广义系统能控的必要条

件, 只依赖于系统矩阵和输入矩阵, 不必考虑系统的状态转

移矩阵, 使得判别时变系统能控性与能观性计算简单, 易于

实现. 利用对偶性, 可以得到对应的能观性结论. 对继续深入

研究时变系统有启发作用.
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