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多目标合作决策群优化的极大熵法
α
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摘要　文[ 1 ]建立一种群决策系统的熵模型, 能解决决策支持系统优化问题, 但对专家间的合作程度无
法度量, 对最终决策产生二义性等问题无法解决。本文提出一种新的群决策系统——合作决策群, 能较
好地解决该类问题。文中从理论上证明了决策群模型的有效性, 并给出了求解算法。
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Abstract　 In o rder to so lve decision conflict and u tility difference in m ult iob jective group

decision, th is paper developed a new group decision m ethod——gradien t decision m ethod

by defin ing a co llabo rative decision group based on m axim um entropy. T he validity of th is

model w as p roved theo retically and the satisfying so lu tion of group decision w as ob2
ta ined.
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1　多目标群决策系统的描述
由大量决策文献可知, 多目标决策问题的求解在于如何有效地把多目标转化为单目标, 而多目标群决策

问题还在于, 决策者在形成决策意见过程中, 如何将各专家的最优意见转化综合为决策群体的意见, 使其效

用达到最佳。解决方法之一就是充分发挥专家间的友好合作, 按一定规则使其决策群形成合作决策群。

设m 个专家构成决策群 R , 他们就 n 个目标 g 1, g 2, ⋯, g n 进行评估, 凸集 8 为决策变量的可行域, 离散

方案集 X 中有 l 个方案, X < 8 , x ∈X 。向量目标函数G (x ) = (g 1
i (x ) , g 2

i (x ) , ⋯, gm
i (x ) )描述了m 个专家根

据个人的专业知识, 习惯偏好等因素对目标产生的认识。效用函数 P (x ) = p k (x 1, x 2, ⋯, x l) 是 l 个方案对 n

个目标的效用, 由文献[2 ]分析可知, 其效用值达到 80◊ 以上即为优。由此可得多目标决策系统的数学描述
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为

m ax G (x ) 且 s. t. P (x ) ≥ 0. 8, x ∈ X (1)

　　设第 i 个专家 R i 给第 j 个目标 g i 的估值为 x ij ( i= 1, 2, ⋯, m , j = 1, 2, ⋯, n) , 则 g j 的评估均值为

1
m 6

m

i= 1

x ij , 显然该值愈大, 决策方案趋优。另外, 决策群的决策水平决定于专家个体决策水平与合作程度, 若

决策水平及相互间的合作程度都高, 则决策群中各专家对某个目标决策估值间的差异就愈小。群中所有专家

对每个目标均具有等同的决策值, 那么, 这个决策群即为最优决策群。

定理 1　设 R 为m 个专家组成的决策群, R 对目标的估值分别为 x ij , 则 R 最优的必要充分条件是:

1
m 6

m

i= 1

x ij = x ij ( j = 1, 2, ⋯, n) 。

证明　若 R 为最优决策群, 则 R 中每个专家 R i 给予目标的估值相同, 不妨设为 x ij , 于是对于 j 个目标

的评估均值为 1
m 6

m

i= 1

x ij = x ij ; 反之, 若 x ij =
1

m 6
m

i= 1

x ij 说明对某个目标 g i, R 中所有专家给予的估值相同, 由

j 的任意性, 说明对所有目标 g , 专家们都分别给予相同的估值, 则 R 最优。证毕。

2　合作决策群优化的熵模型

设向量目标函数 G (x )在 8 上连续。对任意正整数 a, b (0< a , b≤l, a≠b) , 称 ∃x k= x ak- x bk (k= 1, 2, ⋯,

m )对某个目标 g j 评估产生的误差。

定义 1　设G (x )在 8 上连续, 称

∃g k (x ) =
1

m 6
m

i= 1

[1 - m r i (x ) ]∃x k (2)

为专家 R k 在 8 上的决策误差。其中

r i (x ) = ergk
i

(x ) 6
m

i= 1

eΚrgk
i

(x ) 　r ≥ 0, Κ> 1 (3)

　　可以看出, ∃g k 愈小, 专家们的决策水平及合作程度愈高。于是有

定理 2　最优决策专家的必要充分条件是: 该专家的决策误差为零。

证明　设专家 R k 的决策误差 ∃g k (x ) = 0, 由定义 1 有

1 - 6
m

i= 1

ergk
i

(x ) 6
m

i= 1

eΚgk
i

(x ) (x ak - x bk) = 0

即

x ak - x bk = 6
m

i= 1

ergk
i (x ) (x ak - x bk) 6

m

i= 1

eΚrgk
i (x ) (4)

由极大熵函数性质[3 ]及定义 1 可知, 当决策误差趋于零时, 极大熵函数趋于无穷大, 此时, r 趋于零。又由于G

(x )的连续性, 即得: 当决策梯度为零时, r= 0。另外, 由 a, b 的任意性, 在式 (4)中, 令 x ak- x bk= x ik , 于是有

x ik = 6
m

i= 1

x ikergk
i

(x ) 6
m

i= 1

eΚgk
i

(x ) =
1

m 6
m

i= 1

x ik

由定理 1, R 为理想决策群, 故专家 R k 为理想专家。反之, 设 R k 为理想专家, 给予 g 的估值为 x ak (0< a≤l) ,

由定理 1, 在评估值域中至少存在一个估值 x bk (0< b< l, b≠a) 使得 x ak = x bk , 从而 ∃x k = x ak - x bk = 0, 所以有

∃g k (x ) = 0。证毕。

由定理 1 及定理 2 立即可得。

定理 3　合作决策群优化的必要充分条件是: 群中各专家的决策误差趋于零。

由此即可建立多目标合作决策群优化的极大熵模型为

m in u (G (x ) ) 且 s. t. P (x ) ≤ 0. 8 (x ∈ X ) (5)

其中 u (G ) =
1
Φ ln 6

m

k= 1

eΦ∃gk (x ) , P (x ) =
1
Γ ln 6

m

k= 1

eΓPk
(x ) , (Φ, Γ> 0)。
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下面从理论上证明模型 (5)的有效性。

引理　当 Φ充分大时, 决策误差 ∃g k 趋于m ax {g k
i }。

证明　令 g 3 = m ax{g k
i (x ) }。由文献[2, D ef 3. 12 ], 0≤g 3 ≤1, 又由定义 1 有, 0≤∃g k (x )≤g 3 , 于是有

g 3

∃x k
≥ ∃g k (x ) ö∃x k ≥

g 3

m 6
m

i= 1

[1 - m r i (x ) ]

=
g 3

m
-

g 3

m 6
m

i= 1

eΦgk
i

(x ) 6
m

i= 1

eΚΦgk
i

(x )

=
g 3

m 6
m

i= 1

eΚΦgk
i (x ) -

g 3

m 6
m

i= 1

eΦgk
i (x ) 1

m 6
m

i= 1

eΚgk
i

(x )

≥ g 3 Υ(Φ) 1
m 6

m

i= 1

eΚgk
i

(x ) -
1

m 6
m

i= 1

egk
i

(x )

任取 a, b∈ (0, l)且 a≠b, 令m ax{Κg k
i (x ) }= ln x ak , m ax{g k

i (x ) }= ln x bk , 则

g 3 ö∃x k≥ ∃g k
i (x ) ö∃x k ≥ g 3 Υ(Φ) 1

m 6
m

i= 1

x ak -
1

m 6
m

i= 1

x bk

= g 3 Υ(Φ) ö(x ak - x bk) = g 3 Υ(Φ) ö∃x k

即

g 3 ≥ ∃g k
i (x ) ≥ g 3 Υ(Φ) (6)

其中 Υ(Φ) = 6
m

i= 1

eΚΦgk
i + 6

m

i= 1

eΚgk
i + 6

m

i= 1

egk
i 6

m

i= 1

eΚΦgk
i 。可以看出, 当 Φ充分大时, Υ(Φ)趋于无穷小。对式 (6)使

用两边夹法则即得: 当 Φ充分大时, ∃g k 趋于 g 3 。　　证毕。

定理 4　当 Φ、Γ充分大时, u (G )一致收敛于m ax{G}; P (x )一致收敛于m ax{P k}。

证明　由式 (5)有

0≤ u (G ) - m ax{G} =
1
Φ ln6

m

k= 1

eΦ∃gk
i -

1
Φ ln eΦm ax{G}

=
1
Φ ln6

m

k= 1

eΦ(∃gk
i - m ax{G}) = u{Φ}

由引理知, 当 Φ充分大时, ∃g k
i - m ax{G }趋于零, 从而得, 当 Φ充分大时, u (Φ) 趋于 0, 所以 u (G ) 一致收敛于

m ax{G}。

同理可证, 当 Γ充分大时, P (x )一致收敛于m ax{P k }。证毕。

定理 4 的结论充分说明了多目标合作决策群决策的优化解即为模型 (5)的弱解, 而后者的算法简单且精

度高得多。

3　算法与算例
设二阶L agrange 函数为L (x ) = u (G (x ) ) + ΑP (x ) + ΒP 2 (x ) , 则由文献[3 ]提出的算子法, 归纳求解模型

(5)的算法如下:

第一步　给定初始值 x 0∈X , 初始算子 Α0, 精确度 Ε> 0, 令 k= 1, 计算 P 0= P (x 0) , u0= u (x 0) ;

第二步　以 x k- 1为计算点, 分别计算 ∃g k (x ) , u (G ) , P (x ) ;

第三步　计算L (x ) , 采用组合尺度法求解m in{L (x ) }, 设其解为 x k;

第四步　计算 P k = P (x k ) , 若m in {P k , ΑköΒ}≥4ö5, 则终止计算, x k 即为 (5) 的解, 否则, 计算 t= P k ö

P k- 1, 若 t< 1ö5, 则转第五步, 否则, 令 Β= 2Β, Φ= 2Φ, Γ= 2Γ, 转第五步;

第五步　计算 uk = u (x k) , v = (uk- 1 - uk) 6
k

i= 1

u i , 若 v < Ε, 则终止计算, 此时, 若 P k≥4ö5, 则 x k 为

(5)的解, 若 P k< 4ö5, 则 (5)无解, 否则转第六步;
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第六步　计算 Αk+ 1= m ax{0, Αk+ tg k}, 令 k= k+ 1, 转第二步。

算例　设有六个专家组成决策群 R , 方案集X 中有 5 个方案 x 1, x 2, ⋯, x 5, 对 4 个目标 g 1, g 2, g 3, g 4

评估决策, 其向量目标函数 g k
i (x ) = bi6

5

j= 1

(x j - ak
ij ) 2, (k = 1, 2, ⋯, 6; i = 1, 2, 3, 4) , (b1, b2, b3, b4) T =

1
6

,
3
4

,
2
7

,
3
5

T

,

(a1
ij ) =

2 1 0 1 2

1 0 2 0 1

0 1 2 1 0

1 0 1 2 1

　　　 (a2
ij ) =

1 1 0 2 1

0 1 2 1 0

1 2 1 0 1

2 2 0 1 1

(a3
ij ) =

0 1 1 2 1

1 0 2 0 0

2 1 0 1 2

1 0 1 0 1

　　　 (a4
ij ) =

1 1 1 0 1

2 0 1 1 0

1 0 2 1 0

0 2 1 1 2

(a5
ij ) =

1 0 1 1 0

2 1 0 2 1

1 1 0 1 1

1 0 1 1 0

　　　 (a6
ij ) =

1 0 0 1 0

2 1 0 2 1

1 2 0 0 0

1 1 1 0 1

目标效用函数分别为 P 1 (x ) = 2x 1+ 3x 2+ 7, P 2 (x ) = 3x 2+ x 3+ 4, P 3 (x ) = 2x 3+ 7x 4+ 5, P 4 (x ) = 4x 4+ 2x 5

+ 6, P 5 (x ) = 3x 5+ 5x 6+ 4, P 6 (x ) = 4x 6+ 5x 2+ 1。不妨设 ∃x k= 1。

置初始值 x
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0) , Α(1) = 0, Ε= 10- 3, Φ= Γ= Β= 103, Κ= 2。其迭代计算结果如表 1。

表 1　六个专家估值计算结果

迭代

次数
x = (x 1, x 2, x 3, x 4, x 5) ∃g 1 ∃g 2 ∃g 3 ∃g 4 ∃g 5 ∃g 6 U k P k v

0 (0. 0000, 0. 0000, 0. 0000, 0. 0000, 0. 0000) 0. 1897 0. 2293 0. 2911 0. 1979 0. 4721 0. 3842 8. 7237 0. 1872 1

1 (0. 2462, 0. 2784, 0. 1972, 0. 2079, 0. 1892) 0. 3721 0. 3364 0. 1987 0. 3241 0. 5052 0. 4732 7. 0129 0. 2014 0. 1471

2 (0. 2902, 0. 2873, 0. 2471, 0. 3014, 0. 2098) 0. 2677 0. 2981 0. 3412 0. 2394 0. 4932 0. 3762 4. 8274 0. 2645 0. 1027

3 (0. 3723, 0. 3431, 0. 4032, 0. 4122, 0. 3842) 0. 2514 0. 3092 0. 2731 0. 4234 0. 5117 0. 3349 2. 7741 0. 3231 0. 0422

4 (0. 4135, 0. 3997, 0. 4302, 0. 4421, 0. 4089) 0. 2013 0. 2344 0. 2431 0. 3792 0. 4321 0. 2913 1. 6264 0. 3847 0. 0073

5 (0. 4738, 0. 5019, 0. 5122, 0. 4973, 0. 5044) 0. 2745 0. 3052 0. 2991 0. 3844 0. 5011 0. 3731 1. 4377 0. 4721 0. 0007

　　从表 1 中的计算值可以看到, 算法迭代计算六次, v = 0, 0007 计算终止, 此时效用值 P = 0. 4721, 达不到

基本效用限, 故模型 (5)无解。从计算值还可以看到, ∃g 5 的值在计算过程中始终过高, 说明R 5 非合作决策群

中元素。现排除 R 5, 迭代计算结果如表 2。

从表 2 中的计算数据我们看到, 迭代计算五次, 效用值 P = 0. 8234, 计算终止, x = (0. 6632, 0. 6933, 0.

6132, 0. 6876, 0. 6412)即为 (5)的解, 其最大分量 x 2= 0. 6933 即为 (1) 的最优决策解, 所以该算例的最终决策

结果是方案 2 最优。 (下转第 135 页)
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5　结束语
由于数学差生形成原因与转化规律的研究是一复杂的、动态的系统, 其中的若干子系统难以直接达到或

不可能直接研究, 所以, 在本项研究中采用了以微观探测宏观, 以非予警状态下的行为片段研究和推断数学

差生的变化规律的方法。这种以微观“自由元”和“随机因子”的活动规律, 推断相关因子的品格的方法, 是科

学研究的一般方法、如同医生通过采集血、化验血来了解人体的生理与病理的变化一样。

在行为片段的采集方面, 有的以观察记录的数据为准, 有的以自然情境下的表现状态为准, 有的通过课

外辅导与作业的实录, 有的通过对课堂听课、练习表现的积累。对这些方面采集的信息, 进行提炼、聚类、分

析, 利用前述各种数学方法加以处理, 并把处理的结果再次放到实践中去检验, 经过反复提炼, 得到数学模

型。再经过对数学模型的加工改造, 使之逐步完善。

研究中, 用计算机对数据和模型进行处理, 把自然过程的研究与计算机模拟结合起来, 不仅方便、快捷、

而且更加准确、科学。
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表 2　五个专家估值计算结果

迭代

次数
x = (x 1, x 2, x 3, x 4, x 5) ∃g 1 ∃g 2 ∃g 3 ∃g 4 ∃g 6 uk p k v

0 (0. 0000, 0. 0000, 0. 0000, 0. 0000, 0. 0000) 0. 4136 0. 3977 0. 4142 0. 2699 0. 3412 7. 6735 0. 2783 1

1 (0. 2822, 0. 2073, 0. 3019, 0. 3055, 0. 2972) 0. 3721 0. 3243 0. 3416 0. 3083 0. 3701 4. 3721 0. 4976 0. 1416

2 (0. 3742, 0. 3466, 0. 3583, 0. 3874, 0. 3912) 0. 3536 0. 3784 0. 2987 0. 2767 0. 3913 2. 1903 0. 6744 0. 0947

3 (0. 4721, 0. 4347, 0. 4916, 0. 5622, 0. 5413) 0. 2874 0. 3055 0. 2734 0. 3302 0. 2874 1. 3742 0. 7986 0. 0183

4 (0. 6632, 0. 6933, 0. 6132, 0. 6876, 0. 6412) 0. 3019 0. 2913 0. 3723 0. 2931 0. 3349 0. 9436 0. 8234 0. 0079
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