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层次分析中判断矩阵排序的新方法
——广义最小平方法

α

徐泽水

(南京通信工程学院, 江苏 南京 210016)

摘要　提出了判断矩阵排序的一类新方法——广义最小平方法 (GL SM ) , 并研究了其优良性质, 同时
给出了其收敛性迭代算法和仿真实例。理论分析和仿真结果表明: 应用GL SM 是可行且有效的。
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Abstract　T h is paper p ropo ses a new class of p rio rity m ethods of comparison m atrix in

analytic h ierarchy p rocess—— the generalized least square m ethods (GL SM ) , studies their

p ropert ies and also gives a convergen t itera t ive algo rithm and a sim ulation examp le. T he2
o retical analytic and sim ulation resu lts show that GL SM are bo th feasib le and effective.
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0　引言
层次分析法作为规划, 预测和决策工具, 自 70 年代中期问世以来, 已在世界各地得到迅速普及和推广,

并在社会经济管理等各个领域得到了广泛应用。与此同时, 有关层次分析法中的判断矩阵排序理论和方法也

在不断发展, 传统的单一的特征向量排序方法已不再满足理论的发展和应用的需要。大量的具有良好优越性

能的最优化排序方法不断出现。本文提出的方法具有许多优良性能。理论分析和仿真结果表明: 它是用于判

断矩阵排序的好方法。

1　广义最小平方法的排序原理
设判断矩阵A = (a ij ) n×n , 其排序向量为w = (w 1, w 2, ⋯, w n) T , 并满足归一化约束条件:

6
n

i= 1

w i = 1 (1)

记向量空间D = {w = (w 1,w 2, ⋯, w n) T ûw j > 0, j = 1, 2, ⋯, n; 6
n

j= 1

w j = 1} , 集合 8 = {1, 2, ⋯, n}, 则当A
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满足完全一致性条件:

a ij = a ik öa jk , 　 i, j , k ∈ 8 (2)

时,A 为一致性判断矩阵, 根据一致性判断矩阵特性, 有

a ij = w iöw j , 　i, j ∈ 8 (3)

亦即, 对所有 i, j∈8 , 恒有:

a ij
w j

w i

Α

= 1, 　　Α≠ 0 (4)

成立。由于 (3)式等价于　w i= a ijw j , i, j∈8 , (5)

将 (5)式代入归一化约束条件 (1)式, 由此可导得一致性判断矩阵排序向量w 的精确解为

w 3 = 1 6
n

i= 1

a i1, 1 6
n

i= 1

a i2, ⋯, 1 6
n

i= 1

a in

T

然而, 众所周知, 层次分析法中判断矩阵的获得一般都是由专家给定, 因此判断矩阵的一致性必然要受到专

家知识结构, 判断水平和个人偏好等众多主观因素的影响, 再加之判断事物本身的模糊性和不确定性, 实际

应用中的判断矩阵往往很难满足 (2) 式的完全一致性条件, 因而, (4) 式在通常情况下是不成立的, 为此, 引

入广义偏差项 f ij , 即令:

f ij = a ij
w j

w i

Α

- 1
2

, 　　i, j ∈ 8 , Α≠ 0

同时构造广义偏差函数为

F (w ) = 6
n

i= 1
6

n

j= 1
a ij

w j

w i

Α

- 1
2

, 　　 Α≠ 0

显然, 从判断矩阵拟合角度考虑, 广义偏差函数 F (w )总是愈小愈好, 因此, 合理的排序向量w 3 应使 F (w 3 )

最小, 由此导出的排序方法称为广义最小平方法, 简记为 GL SM , 对于广义偏差函数 F (w )有:

定理 111　广义偏差函数 F (w )在D 空间中有唯一最小值点w 3 , 且w 3 是方程组
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a ij

w j

w i

2Α

- a ij
w j

w i

Α

= 6
n

j= 1
a j i

w i

w j

2Α

- a j i
w i

w j

Α

　 Α≠ 0; 　i ∈ 8 (6)

在D 空间中的唯一解。

证明　关于最小值点w 3 的存在性和唯一性证明仿文献[ 1 ]中定理 1 可证, 限于篇幅, 此处仅证明w 3 满

足方程组 (6)。事实上, 由于w 3 满足归一化约束条件 (1)式, 故作L agrange 函数:

L (w , Κ) = F (w ) + Κ 6
n

i= 1

w i - 1

把上式两边对w k (k= 1, 2, ⋯, n)取偏导数, 并令 5L
5w k

= 0 得
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1

w j
+ Κ= 0, 　　k ∈ 8

上式两端同乘以w k , 整理后有:
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+ Κw k = 0 (7)

(7)式两边对 k 求和有:
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+ Κ6
n

k= 1

w k = 0 (8)

显然上式中的左边的前一部分为零, 故 Κ= 0。把 Κ= 0 代入 (7)可得:

6
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, 　k ∈ 8 　Α≠ 0 (9)
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由此可见, w 3 满足方程组 (6)。 [证毕 ]

2　广义最小二乘法的标准形
定义 211　 (正互反矩阵集合)称M R +

n
　为 n 阶正互反矩阵的集合。如果

M
R +

n
　 = {A = (a ij ) n×nûa ij ∈ R + , a ij = 1öa j i, Π i, j ∈ 8 }

这里 R + 表示正实数集。

定义 212　 (一致性正互反矩阵集合) 称M Cn
为 n 阶一致性正互反矩阵, 如果

M Cn
= {A = (a ij ) n×nûA ∈M

R +
n
　, a ij = a ikak j , Π i, j , k ∈ 8 }

　　定义 213　 (H adam ard 乘积) n×n 阶矩阵A = (a ij )和B = (bij )的H adam ard 乘积C = A . B = (cij )定义为

cij = a ij bij　Π i, j ∈ 8

即两个同阶矩阵的H adam ard 乘积是它们对应元素相乘所得到的矩阵。

定义 214　设 E = (eij )∈M R +
n
　, 若

6
n

j= 1

(e2Α
ij - eΑ

ij ) = 6
n

j= 1

(e2Α
j i - eΑ

j i) , 　　Π i, j ∈ 8

则称 E 是G2标准形, 记 E G 是所有G2标准形集合。

定义 215　设A ∈M R +
n
　, 若w = (w 1, w 2, ⋯,w n) T 是判断矩阵A 的排序向量, 设W =

w i

w j
∈M Cn

, 则称

A . W T 是判断矩阵A 的 GL SM 扰动矩阵。

记为 EA
(GL SM ) = A . W T。

设 E (GL SM ) = {EA
(GL SM ) : A ∈M R +

n
　}是A 的所有 GL SM 扰动矩阵的集合。

定理 211　设A = (a ij ) n×n∈M R +
n
　, 则存在唯一的 G2标准形 EA

G , 使得A = W . EA
G , 其中W 是一个一致性

矩阵。而且 GL SM 扰动矩阵的集合与其标准形集合相同, 即有 E (GL SM ) = E G。

证明　1) (存在性) , 设W =
w i

w j n×n
, E = W T . A , E = (eij ) , 那么 a ij =

w i

w j
eij , i, j∈8 , 把它们代入 (6)

式得

6
n

j= 1

(e2Α
ij - eΑ

ij ) = 6
n

j= 1

(e2Α
j i - eΑ

j i)　　i ∈ 8

则 E∈E G , 记 EA
G = E.

2) (唯一性) , 若A = Eϖ. W{ , Eϖ= (eγij )∈E G

W{ =
w{ i

w{ j n×n

∈M Cn
, 那么 a ij =

w{ i

w{ j

eγij , i, j ∈ 8

且 6
n

j= 1
(eγ2Α

ij - eγΑ
ij ) = 6

n

j= 1
(eγ2Α

j i - eγΑ
j i)　　i∈8 (10)

由 (6)式: 得
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n
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w{ i
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õ w j

w i

2Α

- eγij

w{ i

w{ j
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w i

Α

= 6
n

j= 1
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2Α

- eγj i

w{ j

w{ i

õ w i
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Α

(11)

因为W =
w i

w j n×n
和W{ =

w{ i

w{ j n×n

都是一致性矩阵,

记W
～

= W . W{ T , 则W
～

=
w i

w j
·

w{ j

w{ i

=
x i

x j
是一致性矩阵, 其中 x i=

w i

w{ i

,

由 Eϖ∈M R +
n
及定理 111 知

6
n

j= 1
eγij

x j

x i

2Α

- eγij
x j

x i

Α

= 6
n

j= 1
eγj i

x i

x j

2Α

- eγj i
x i

x j

Α

有唯一解。
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因而从 (10)和 (11)式我们有:
w 1

w{ 1

,
w 2

w{ 2

, ⋯,
w n

w{ n

T

和 (1, 1, ⋯, 1) T 是线性相关的, 则
w{ i

w{ j

=
w i

w j
, i, j∈8。因

此W{ = W , 故 Eϖ= EA
G。

3)设 E∈E (GL SM ) , 那么 E = W T . A , 其中W =
w i

w j n×n
, w = (w 1, w 2, ⋯, w n) T 是A 的 GL SM 排序向

量。由 1)中证得 E∈E G , 所以 E (GL SM ) Α E G。另一方面, 记 E∈E G , 　W =
w i

w j n×n
, Aϖ= W . E , 则Aϖ∈M R +

n
, 由

2)证得:W 是Aϖ 在 GL SM 方法下的排序向量, 因而

E = W T üAϖ ∈ E (GL SM ) , E G Α E (GL SM )　 所以 E G = E (GL SM )

[证毕 ]

设 E (EM ) 为特征根法对应的标准形, 则A = E (EM ) . W 1, W 1∈M Cn
, 又因为A 可以表示为 E G . W , W ∈

M Cn
, 所以由上述定理, 我们有下面结论:

推论 211　E G= E (EM )的充要条件是W 1= W 。

进一步可推广为:

推论 212　设A 是判断矩阵, 对于矩阵A 的任意两个排序方法所对应的排序向量相等的充要条件是它

们所对应的标准形相等。

推论 213　任意 3 阶正互反矩阵A = (a ij )均对应于形如 E =

1 a 1öa

1öa 1 a

a 1öa 1

的标准形。

其中 a=
a12·a23

a13

1
3
。

3　一般性质
贾兰香, 陈宝谦在文献[2 ]中提出了层次分析中合理的排序方法应具有四个基本性质: 置换不变性, 相容

性, 对称性和完全协调性。

对于广义最小平方法 (GL SM ) , 我们有

定理 311　广义最小平方法 (GL SM )具有文献[2 ]所定义的置换不变性, 相容性, 对称性和完全协调性等

优良性质。

定理 312　对于所有一致性判断矩阵, 广义最小平方法 (GL SM ) 与特征向量排序方法 (EM ) 具有相同的

排序向量。

4　收敛性迭代算法
为了求解方程组 (6) , 可按照如下算法步骤进行迭代:

1) 取定初始排序向量w (0) = (w 1 (0) , w 2 (0) , ⋯, w n (0) ) T ∈D 并给定迭代精度 Ε, 同时置 k= 0。

2) 计算

Γi (w (k ) ) = 6
n

j= 1
a ij

w j

w i

2Α

- a ij
w j

w i

Α

- a j i
w i

w j

2Α

- a j i
w i

w j

Α

= 6
n

j= 1
a ij

w j

w i

2Α

- a j i
w i

w j

2Α

- a ij
w j

w i

Α

- a j i
w i

w j

Α

, 　i ∈ 8

如果对所有 i∈8 , 恒有ûΓi (w (k ) ) û< Ε, 则算法终止, w 3 = w (k ) , 否则执行 3)

3) 确定m 使ûΓm (w (k ) ) û= m ax
i∈8

{ûΓi (w (k ) ) û}, 并计算:

Η= 6
n

j= 1
a ij

w j

w i

2Α

- a j i
w i

w j

2Α

如果 Η≥Εö2 (否则转 4) ) , 则

14第 9 期 层次分析中判断矩阵排序的新方法——广义最小平方法 　　



T (k ) =
6
j≠m

am j
w j (k )
w m (k )

2Α

6
j≠m

a jm
w m (k )
w j (k )

2Α

1
4Α

x i (k ) =
T (k ) w m (k ) , 　i = m

w i (k ) , 　　　　i ≠m

w i (k+ 1) = x i (k ) 6
n

j= 1

x j (k )　i∈8

k= k+ 1, 转 2)

4) 当 Η< Εö2, 则

T (k ) =
6
j≠m

am j
w j (k )
w m (k )

Α

6
j≠m

a jm
w m (k )
w j (k )

Α

1
2Α

x i (k ) =
T (k ) w m (k ) , 　i= m

w i (k ) , 　　　　i≠m

w i (k+ 1) = x i (k ) 6
n

j= 1

x j (x )　i∈8 , 　

k= k+ 1 转 2)

定理 411　对上述 GL SM 构造的算法必在有限步终止。

证明　由定理 111 知, GL SM 的最小点w 3 必须满足方程组
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, i ∈ 8

如果存在 i= m 使

Γm = 6
n
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a ij
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w i

2Α
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Α

≥ Ε

又因为 Γm ≤ 6
n
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w j

w i

2Α
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w j
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+ 6
n

j= 1
a ij

w j

w i

Α

- a j i
w i

w j

Α

, 则必有一项不小于

Εö2 。令

Η= 6
n

j= 1
a ij

w j

w i

2Α

- a j i
w i

w j

2Α

对于 Η≥Εö2 和 Η< Εö2 两种情况都可用文献[3 ]中的 GLDM 迭代算法进行迭代。因为 GLDM 迭代算法是有

限步终止的, 所以 GL SM 迭代算法也是有限步终止的。

5　仿真实例

为了检验 GL SM 排序方法的排序有效性, 可取定判矩阵A 、B 如下:

A =

1 3 5 4 7

1ö3 1 3 2 5

1ö5 1ö3 1 1ö2 3

1ö4 1ö2 2 1 3

1ö7 1ö5 1ö3 1ö3 1

B =

1 1 3 3

1 1 3 3

1ö3 1ö3 1 1

1ö3 1ö3 1 1

用三种排序方法计算A , B 的排序向量, 结果分别见表 1, 表 2。
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注: LDM 表示最小偏差排序方法

表 1　矩阵A

排序向量

排序方法
EM LDM

GL SM

Α= - 1 Α= 1 Α= 2

w 1 0. 4925 0. 4903 0. 4917 0. 4928 0. 4927

w 2 0. 2306 0. 2321 0. 2283 0. 2270 0. 2259

w 3 0. 0931 0. 0926 0. 0932 0. 0929 0. 0948

w 4 0. 1369 0. 1385 0. 1392 0. 1395 0. 1391

w 5 0. 0468 0. 0464 0. 0476 0. 0477 0. 0476

R I= 1. 12 CR = 0. 0283 CR = 0. 0282 CR = 0. 0282 CR = 0. 0282 CR = 0. 0282

表 2　矩阵B

排序向量

排序方法
EM LDM

GL SM

Α= - 1 Α= 1 Α= 2

w 1 0. 3750 0. 3750 0. 3750 0. 3750 0. 3750

w 2 0. 3750 0. 3750 0. 3750 0. 3750 0. 3750

w 3 0. 1250 0. 1250 0. 1250 0. 1250 0. 1250

w 4 0. 1250 0. 1250 0. 1250 0. 1250 0. 1250

R I= 0. 89 CR = 0 CR = 0 CR = 0 CR = 0 CR = 0

从以上排序结果可以看出, 在判断矩阵满足一致性要求的情况下, 广义最小平方法 (GL SM ) 取得了与特征向

量排序方法完全一致的排序结果, 而且不同的方法所得排序权值很相近, 这些事实充分说明运用广义最小平

方法对判断矩阵进行排序是可行且有效的。

6　结束语
判断矩阵排序的广义最小平方法丰富和发展了层次分析法的排序理论, 理论分析和仿真实例表明,

GL SM 是一类用于判断矩阵排序的好方法。

参 考 文 献

1　陈宝谦 1 层次分析的两种新排序方法 1 系统工程学报, 1990 (2)

2　贾兰香, 陈宝谦 1 层次分析决策方法排序问题的一般性质 1 南开大学学报, 1991 (2)

3　王应明, 傅国伟 1 层次分析中判断矩阵排序的广义最小偏差法 1 清华大学学报, 1993 (3)

4　徐泽水, 林钧昌 1A H P 中区间判断矩阵排序的区间数广义 ς2 法 1 运筹与管理, 1997 (4)

34第 9 期 层次分析中判断矩阵排序的新方法——广义最小平方法 　　


