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一阶R 2M 码陪集重量分布的线性特性α
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摘要　利用Bo ll函数和H adam ard变换给出一阶R 2M 码R (1, m ) 陪集元的重量表达式,并给出障集
重量分布的线性特性和证明。
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Abstract　 In th is paper, by the Boo l function and H adm ard transfo rm ation, the fo rm u2
la of w eigh t distribu tion fo r the elem ents in the co set of one o rder R 2M codes R (1,m ) is

given and the linear characterist ic of w eigh t distribu tion in the co set and its p roof are al2
so given.
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1　一阶R 2M 码R (1,m )

R eed2M uller码 (简称R 2M 码)是最古老也是研究最深入的一种线性分组码 [1 ]。

我们知道Boo l函数[2 ]f (x 1, x 2, ⋯, xm )与其真值表是相互唯一确定的,而每一个Boo l函数都可以用

多项式表示为:

f (x 1, x 2, ⋯, x m ) = 6
a∈Vm

g (a) x a11 , x a22 ,⋯, x amm (1. 1)

这里 a∈V m 表示 a 是GF (2)中的m 维向量, g (a) = 0或 1。令 a= (a1, a2,⋯, am ) ,若 a i= 0, x aii = 1,若 a i= 1,

x aii = x i。

Boo l函数中每一项 x a11 , x a22 ,⋯, x amm 称为函数的单项式,而整数6
m

i= 1

a i = w (a) 称为单项式的阶数。函数

所包含单项式阶数最大值称为此Boo l函数的阶数。

定义 111　r阶R 2M 码 R (r,m )就是一切阶数不超过 r的m 元Boo l函数的真值表作为码字而得到的

码。

由于Boo l函数与其真值表是相互唯一确定的,因此Boo l函数为 f (x 1, x 2, ⋯, xm ) ,那么码长为 n=

2m ,而任何一个阶数不超过 r的Boo l函数总可以表示为阶数 0、阶为 1、⋯、阶数为 r的单项式之和,因此阶
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　　定理 311　设 f (x )为一m 元Boo l函数, f (x )与R (1,m )中形如 a0 + 6
m

i= 1

a ix i的码字的H amm ing距离

d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i = 1ö2 2m - (- 1) a0Fδ(a) (3. 2)

其中: F (x ) = (- 1) f (x ) , a0∈GF (2) , a∈V m , a= (a1, a2,⋯, am )。

证明　由 (311)式可得:

Fδ(a) = (a1, a2, ⋯, am ) = 6
x∈Vm

(- 1) x 3 aF (x ) = 6
x∈Vm

(- 1) x 3 a+ f (x ) = 6
x∈Vm

(- 1) 6
m

i= 1
x iai+ f (x )

因此: (- 1) a0Fδ(a) = (- 1) a0 6
x∈Vm

(- 1) 6
m

i= 1
x iai+ f (x )

= 6
x∈Vm

(- 1)
a0+ 6

m

i= 1
x iai+ f (x )

上式中 a0 + 6
m

i= 1

x ia i + f (x ) 取值为 0或 1。

因此 (- 1) a0Fδ(a) 就等于所有V m 中使 a0 + 6
m

i= 1

x ia i + f (x ) 等于零的个数减去使 a0 + 6
m

i= 1

x ia i + f (x )

等于 1的个数。

(- 1) a0Fδ(a) = 2m - Ξ a0 + 6
m

i= 1

x ia i + f (x ) - Ξ a0 + 6
m

i= 1

a ix i + f (x )

= 2m - 2Ξ a0 + 6
m

i= 1

a ix i + f (x )

因此, Ξ a0 + 6
m

i= 1

a ix i + f (x ) =
1
2

[2m - (- 1) a0Fδ(a) ]

即, d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i =
1
2

[2m - (- 1) a0Fδ(a) ]

所以,一阶R 2M 码R (1,m )的包含 f (x 1x 2⋯x m )的陪集中元素 a0 + 6
m

i= 1

a ix i + f (x ) 的重量是由 a0和 Fδ

(x )唯一确定。

4　一阶R 2M 码陪集重量分布的线性特性
为了讨论陪集的重量分布,引入H adm ard逆变换的概念。首先引入引理:

引理 (411)　设 a∈V m , 则 6 (- 1) a3 x = 0,其中

a = (a1, a2, ⋯, am ) , x = (x 1, x 2, ⋯, xm ) , a3 x = 6
m

i= 1

a ix i

a i ∈GF (2) , x i∈GF (2) , 　i = 1, 2,⋯,m

　　证明　对于向量 a= (a1, a2, ⋯, am ) ,设D a= { iûa i= 1, 1Φ iΦm },令 t= ûD aû。则

6
x∈Vm

(- 1) a3 x = 6
x a∈V t

(- 1) Ξ(x a
) = C 1

t - C 2
t + ⋯ (- 1) tC t

t = 0

所以, 6
x∈Vm

(- 1) a3 x = 0。

定理 411　设 F (x )是取值为 1和- 1的函数, x = (x 1, x 2, ⋯, x m ) , x i∈GF (2) ( i= 1, 2,⋯, m ) , Fδ

(x )是 F (x )的H adm ard变换,则

F (x ) =
1
2m 6

u∈Vm

(- 1) u3 x Fδ(u) (4. 1)

　　证明　由H adm ard变换的定义可得, Fδ(x ) = 6
x∈Vm

(- 1) u3 x Fδ(x ) ,将上式代入 (411) 式的右端

6
u∈Vm

(- 1) u3 x Fδ(u) = 6
u∈Vm

(- 1) u3 x 6
y∈Vm

(- 1) y 3 uF (y )
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d g (x ) , b0 + 6
m

i= 1

bix i =
1
2

[2m - (- 1) b0Fδg (b) ]

其中 Fδf (a) , Fδg (b)分别是相应于 F f (x ) = (- 1) f (x ) , F g (x ) = (- 1) g (x )的H adm ard变换。由 (411)式可得:

F f (x ) =
1

2m 6
a∈Vm

(- 1) a3 x Fδf (a) =
1

2m 6
b∈Vm

(- 1) b3 x Fδg (b)

由 g (x ) = f (x + B )

F g (x ) = F f (x + B ) =
1

2m 6
a∈Vm

(- 1) a3 x (- 1) a3 B Fδg (a)

因此,
1

2m 6
b∈Vm

(- 1) b3 x Fδg (b) =
1
2m 6

a∈Vm

(- 1) a3 x (- 1) a3 B Fδf (a)。

上式对于任意的 x 都成立,所以系数应相同,即

{Fδg (b) ûb∈V m } = { (- 1) a3 B Fδf (a) ûa ∈V m }

{ (- 1) b0Fδg (b) ûb0∈ (0, 1) , b∈V m } = { (- 1) b0+ a3 B Fδf (a}) ûb0 ∈ (0, 1) , a∈V m }

由 b0 的任意性

{ (- 1) b0Fδg (b) ûb0∈ (0, 1) , b∈V m } = { (- 1) a0Fδf (a}) ûa0∈ (0, 1) , a ∈V m }

因此 f (x )和 g (x )的陪集有相同的重量分布。

x + B 是线性变换的加常量变换,所以Boo l函数 f (x )的自变量同任一个m 维向量相加不改变此Boo l

函数在一阶 R 2M 码中相应陪集的重量分布。
综合定理 (413)和 (414)可得陪集重量分布的线性特性。

定理 415　任何m 维Boo l函数自变量同GF (2)上的可逆的m 阶矩阵和任何一个m 维向量的线性组

合不改变Boo l函数在一阶R 2M 码中陪集的重量分布。
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数不超过 r的单项式的个数就是信息位的个数,设为 k ,则

k = 1 +
m

1
+

m

2
+ ⋯ +

m

r
(1. 2)

　　所有阶数不超过 r的Boo l函数的个数就是码字的个数,设为N , N = 2k。

一阶R 2M 码 R (1,m )就是一切阶数为 0或 1的m 元Boo l函数的真值表作为码字而得到的码。

Boo l函数 f (x 1, x 2, ⋯, x m )一切阶数 0或 1的单项式为 1, x 1, x 2, ⋯, x m ,因此阶数不超过 1的Boo l

函数是由 1, x 1, x 2, ⋯, x m 的线性组合。R (1,m )的生成矩阵为:

G =

1 1 1 ⋯ 1

1

� H

1

(1. 3)

其中G 是 (m + 1)×2m 矩阵, H 的第一列,第二列,⋯,第 2m - 1列分别是整数 1, 2,⋯, 2m - 1的二进制表示的

列向量。

定义 112　以 (113)式右边矩阵为生成矩阵的线性分组码称为一阶 R 2M 码 R (1,m )。

2　陪集、陪集元和陪集重量分布
陪集的概念是线性分组码中的一个重要概念 [3, 4 ]。

定义 211　设C 是一个 (n , k )线性分组码, a 是任意一个 n 维二进向量,则称向量集合

a + C = {a Ý cûc∈C } (2. 1)

为码C 的一个陪集,其中Ý 是对应分量模 2相加。

由线性码的线性特性可得,若 a∈C 则 a+ C = C ,若 a | C ,则 a+ C≠C。

任何 a∈V m 有陪集 a+ C ,考虑 a 与C (n , k )中的码字 b之间的H amm ing 距离 d (a , b) ,即 Ξ(aÝ b)。

定义 212　设 a 为一个 n 维二进向量, C 是一个 (n, k )线性分组码, Ε1, Ε2, ⋯, Εk 分别是C 的生成矩阵

中第一行,第二行,⋯,第 K 行,任意 x = (x 1, x 2,⋯, xm )∈V m , 称 a Ý 6
k

i= 1

x iΕi为陪集 a + C 的一个陪集元,

称H amm ing重量Ξ a Ý 6
k

i= 1

x iΕi 为 a + C中的元素 a Ý 6
k

i= 1

x iΕi的重量,称 Ξ a Ý 6
k

i= 1

x iΕi x ∈V m 为

陪集 a + C 的重量分布。明显若 a ∈C ,那么陪集 a + C 的重量分布就是线性分组码C 的重量分布。

定义 213　设 F (x )是取值为 1和- 1的函数, x = (x 1, x 2, ⋯, x m )∈V m , x i∈GF (2) , i= 1, 2, ⋯, m ,

称 Fδ(u) = Fδ(u1, u2, ⋯, um ) = 6
x∈Vm

(- 1) x 3 uF (x )为函数 F (x )的H adm ard变换。

对于一阶R 2M 码R (1,m )中的任何一个码字都可以表示为 a0 + 6
m

i= 1

a ix i, a0∈GF (2) , a i∈GF (2) , i =

1, 2,⋯,m。对任何一 m 元 Boo l 函数 f (x ) = f (x 1, x 2, ⋯, x m ) , 称 d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i =

Ξ f (x ) + a0 + 6
m

i= 1

a ix i 为一阶 R 2M 码 R (1,m ) 的陪集元 f (x ) + a0 + 6
m

i= 1

a ix i 的 H amm ing 重量, 而

Ξ f (x ) + a0 + 6
m

i= 1

a ix i a0∈GF (2) , a i ∈GF (2) 称为陪集的重量分布。

3　陪集元的重量表达式
令 F (x ) = (- 1) f (x ) ,则 Fδ(x )是取值为 1和- 1的函数 F (x )的H adm ard变换

Fδ(u) = Fδ(u1, u2, ⋯, um ) = 6
x∈Vm

(- 1) x 3 uF (x ) = 6
x∈Vm

(- 1) x 3 u+ f (x ) (3. 1)
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= 6
y∈Vm

6
u∈Vm

(- 1) (x Ý y ) 3 u F (y )

若 y = x ,则 x Ý y = 0, (x Ý y ) 3 u = 0, 6
u∈Vm

(- 1) (x Ý y ) 3 u = 2m。

若 y ≠ x ,则 x Ý y ≠ 0, 由上述引理, 6
u∈Vm

(- 1) (x Ý y ) 3 u = 0

所以, 6
u∈Vm

(- 1) u3 x Fδ(u) = F (x ) 2m 即 F (x ) =
1
2m 6

u∈Vm
(- 1) u3 x Fδ(u)。

由定理 311 可见,一阶R 2M 码包含 f (x ) = f (x 1, x 2,⋯, xm )的陪集重量分布是由 (- 1) f (x )的H adm ard

逆变换的系数完全确定。

设 f (x ) 和 g (x ) 是两个 Boo l 函数, 对于 R (1, m ) 码 f (x ) 和 g (x ) 有相应的陪集重量分布,

d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i 和 d g (x ) , b0 + 6
m

i= 1

bix i ,下面给出两个Boo l函数重量分布相同的条件。

定理 412　设m 元Boo l函数 f (x ) 和 g (x ) 满足关系 g (x ) = f (A x ) ,其中A 是GF (2) 中的一个m ×

m 阶可逆矩阵,那么 R (1,m ) 的包含 f (x ) 的陪集和包含 g (x ) 的陪集具有相同的重量分布。

证明　由 (312)式可得:

d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i =
1
2

[2m - (- 1) a0Fδf (a) ]

d g (x ) , b0 + 6
m

i= 1

bix i =
1
2

[2m - (- 1) b0Fδg (b) ]

其中 Fδf (a) , Fδg (b)分别是相应于 F f (x ) = (- 1) f (x ) , F g (x ) = (- 1) g (x )的H adm ard变换。由 (411)式可得:

F f (x ) =
1
2m 6

a∈Vm

(- 1) a3 x Fδf (a)

F g (x ) =
1
2m 6

b∈Vm

(- 1) b3 x Fδg (b)

g (x ) = f (A x ) , F g (x ) = F f (A x ) =
1
2m 6

a∈Vm

(- 1) a3 x Fδf (aA - 1)

令: b′= aA , a= b′A - 1

由A 的可逆性可知: b′取遍V m 中的元素时 a 相应也取遍V m 中的元素。

F g (x ) =
1
2m 6

b′∈Vm

(- 1) b′3 x Fδf (b′A - 1) 而 F g (x ) =
1
2m 6

b∈Vm

(- 1) b3 x Fδ(b)

因此, 6
b′∈Vm

(- 1) b′3 x Fδf (b′A - 1) = 6
b∈Vm

(- 1) b3 x Fδ(b)

上式中等式两边是 x 的函数,对任何的 x 都成立,因此系数应该相等,即:

{Fδg (b) ûb∈V m } = {Fδf (b′A - 1) ûb′∈V m }

{Fδg (b) ûb∈V m } = {Fδf (a}) ûa ∈V m }

　　至此证明了两个Boo l函数在满足 g (x ) = f (A x )条件下相应的陪集重量分布是相同的,其中A 是可逆

矩阵。如果将Boo l函数 f (x )的自变量 x 为A x 看成是线性变换的左边数乘运算,那么上述结论可叙述为

Boo l函数自变量的左边数乘变换不改变其相应的陪集重量分布。

下面来看一阶R 2M 码的另一种线性变换。
定理 413　设m 元Boo l函数 f (x )和 g (x )满足关系 g (x ) = f (x + B )其中B 是GF (2)上的m 维向量,

那么 R (1,m )的包含 f (x )的陪集和包含 g (x )的陪集有相同的陪集分布。

证明　由 (312)式可得:

d f (x ) , a0 + 6
m

i= 1

a ix i =
1
2

[2m - (- 1) a0Fδf (a) ]
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