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SIMO和MISO系统绝对稳定性问题的

一个猜想和几个推论

夏超英 1

摘 要 首先分析了具有多个非线性特性的 SIMO 和MISO 系统的绝对稳定性问题, 指出应用已知的频域判据来解决上述

问题很难奏效. 然后, 基于所有孤立部分传递函数都正实的充分必要条件给出了上述系统为稳定的一个猜想, 当传递函数的零

极点都位于虚轴上时, 由这一猜想得到了一个已知的结论; 当传递函数的零极点都位于实轴上时, 由这一猜想得到了一个新的

结论, 本文证明该结论是正确的; 最后, 根据这一猜想, 给出了传递函数极点位于复平面的一个例子, 它涉及到一类系数矩阵为

时变正定矩阵的振动方程的稳定性问题, 值得去深入研究.
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A Conjecture and Its Several Deductions about the Absolute Stability of

SIMO and MISO Systems

XIA Chao-Ying1

Abstract Firstly, the absolute stability problems of the SIMO and MISO systems with several nonlinear characteristics

are analyzed. The difficulty of using the known frequency domain theorems to solve the above problems is presented.

Secondly, a conjecture about the stability for these systems is proposed based on the sufficient and necessary condition of

the isolated transfer function being positive real. When the zeros and poles of the transfer functions lie in the imaginary

axis, a known conclusion is derived from the conjecture; while the zeros and poles are on the real axis, a new result is

obtained and is proved in this note. Finally, according to the conjecture, an example with poles existing on the complex

plane is presented, which is not only interesting but also challenging.

Key words Stability, absolute stability of SIMO and MISO systems, time-varying system

绝对稳定性理论的概念和方法在非线性系统的

稳定性分析中有着重要的意义. 根据这一理论, 设计
者只需对系统的线性定常方框进行适当的设计, 便
可保证系统对于满足一定条件的非线性反馈方框是

全局渐近稳定的, 而不必去过多地关心非线性反馈
方框的细节.
对于含有单一非线性特性的系统, 人们已经得

到了许多有关其绝对稳定性问题的判据[1−4],其中最
著名也是最有效的是所谓的频域判据[1−3]. 然而, 在
试图将它推广到含有多个非线性特性的 MIMO 系
统时[5−8], 却遇到了困难, 所得结果的保守性比较强,
不便于应用. 特别地, 正如本文将要指出的, 应用频
域判据来解决 SIMO 和 MISO 系统的绝对稳定性
问题就难以奏效.
对具有多个时变非线性特性的 SIMO 和MISO

系统的绝对稳定性问题, 本文应用所有孤立传递函
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数都正实的概念[9] 提出了一个猜想, 当所涉及的传
递函数的零极点都位于虚轴上时, 由这一猜想得到
了一个已知的结论; 当所涉及的传递函数的零极点
都位于实轴上时, 由这一猜想得到了一个新的结论,
本文给出了它的证明; 最后, 根据这一猜想, 给出了
传递函数极点位于复平面的一个例子, 它涉及到一
类系数矩阵为时变正定矩阵的振动方程的稳定性问

题, 值得去深入研究.

1 已知的绝对稳定性问题的主要结果

在图 1 (见下页) 所示的含有非线性孤立部分的
反馈系统中, 设其中线性部分的状态方程描述为

ẋxx = Axxx + Buuu

vvv = CTxxx
(1)

式中, A ∈ Rn×n, B、C ∈ Rn×m, xxx ∈ Rn, uuu、vvv ∈
Rm. 图 1 中, 非线性向量函数 fff(·) 是 m 维静态非

储能的, 它的第 i 个分量只依赖于 vvv 的第 i 个元素,
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满足约束条件

fi(0) = 0
0 < vifi(vi) < liv

2
i , ∀vi 6= 0

(i = 1, 2, · · · ,m)
(2)

或者还依赖于时间, 满足约束条件

fi(0, t) = 0
0 < vifi(vi, t) < liv

2
i , ∀vi 6= 0, ∀t > 0

(i = 1, 2, · · · ,m)
(3)

即它们的输入输出特性处于一、三象限一扇形区域

之内. 显然 xxx = 0 是系统 (1)、(2) 和系统 (1)、(3)
的平凡解. 记正定对角矩阵

L = diag{l1, l2, · · · , lm} (4)

将满足约束条件 (2) 的非线性定常函数的全体记为
函数类 F1(0, L), 满足约束条件 (3) 的非线性时变函
数的全体记为函数类 F2(0, L), 有
定义 1. 当系统 (1)、(2) 的平凡解 xxx = 0 是全

局渐近稳定时, 称系统 (1)、(2) 关于非线性定常函
数类 F1(0, L) 为绝对稳定的.
定义 2. 当系统 (1)、(3) 的平凡解 xxx = 0 是全

局渐近稳定时, 称系统 (1)、(3) 关于非线性时变函
数类 F2(0, L) 为绝对稳定的.

图 1 含有非线性孤立部分的系统框图

Fig. 1 The block diagram of a system with

a nonlinear isolated part

记图 1 系统线性部分的开环传递函数矩阵 Σ(s)
= CT(sI − A)−1B, 下面的定理 1 和定理 2 给出至
今有关绝对稳定性问题频域判据的主要结果.
定理 1. 系统 (1)、(2) 关于非线性定常函数类

F1(0, L) 为绝对稳定的充分条件为:
1) A 的所有特征值的实部小于零;
2) {A,B} 可控, {A,CT} 可观, 存在正定对角

矩阵

P = diag{p1, p2, · · · , pm}
和半正定对角矩阵

Q = diag{q1, q2, · · · , qm}

使传递函数矩阵

T (s) = PL−1 + (P + sQ)Σ(s) ∈ {PR} (5)

本文中, PR 即正实 (Positive real), SPR 即严格正
实 (Strictly positive real), 下同.
定理 2. 系统 (1)、(3) 关于非线性时变函数类

F2(0, L) 为绝对稳定的充分条件为:
1) A 的所有特征值的实部小于零;
2) {A,B} 可控, {A,CT} 可观, 存在正定对角

矩阵

P = diag{p1, p2, · · · , pm}

使传递函数矩阵

T (s) = PL−1 + PΣ(s) ∈ {PR} (6)

对于所有 m 个限制非线性特性的扇形区都扩

展为整个开的一、三象限的情况, 函数类 F1(0, L)和
F2(0, L) 相应地记为 F1(0,∞) 和 F2(0,∞), 则定理
1 和定理 2 中的 L−1 = 0.

应用定理 1 和定理 2 于单变量系统 (m = 1),
即为著名的 Popov 频率判据[1] 和圆判据[3]. 定理 2
和圆判据可以应用于非线性函数为时变的场合, 但
由此得到的系统为绝对稳定的条件相对保守. 例如,
对于函数类 F2(0,∞), 应用定理 2 得到的结果和根
据超稳定性理论得到的结果实际是相同的.

2 SIMO和MISO系统的绝对稳定性问题

在实际问题中, 含有多个非线性特性的单输入
多输出 (SIMO) 系统和多输入单输出 (MISO) 系统
的稳定性问题具有代表性. 本节的内容将说明, 当非
线性特性的增益较大或其大小范围事先难以估计时

(对应于函数类 F1(0,∞) 和 F2(0,∞), L−1 = 0), 应
用上面的定理 1 和定理 2 很难奏效.
这里所谓含有多个非线性特性的 SIMO 系统的

绝对稳定性问题, 指图 2 (见下页) 所示系统零平凡
解的全局渐近稳定性问题, 其中对非线性函数 fi(·)
的约束同前, 虚线框内线性部分 SIMO 系统的最小
实现为 Σ1 = {A1, bbb1, C1}, 即 {A1, bbb1} 可控, {A1,
CT

1 } 可观, 传递函数矩阵

Σ1(s) = CT
1 (sI −A1)−1bbb1 = [W1(s),W2(s), · · · ,

Wm(s)]T
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图 2 含有多个非线性特性的 SIMO 系统

Fig. 2 The SIMO feedback system with several

nonlinear characteristics

所谓含有多个非线性特性的MISO 系统的绝对
稳定性问题, 指图 3 所示系统零平凡解的全局渐近
稳定性问题 (图 2 和图 3 互为对偶系统, 即将图 2
系统的结点变为综合点, 将综合点变为取出点, 信
号传递方向取反即得到图 3 的系统, 反之亦然), 其
中对非线性函数 fi( ·) 的约束同前, 虚线框内线性部
分MISO 系统的最小实现为 Σ2 = {A2, B2, ccc2}, 即
{A2, B2} 可控, {A2, ccc

T
2 } 可观, 传递函数矩阵

Σ2(s) = cccT
2 (sI −A2)−1B2 = [W1(s),W2(s), · · · ,

Wm(s)]

图 3 含有多个非线性特性的MISO 系统

Fig. 3 The MISO feedback system with several

nonlinear characteristics

为使用定理 1 和定理 2 讨论图 2 系统的绝对
稳定性问题, 将图 2 中虚线框内 SIMO 线性系统部
分扩展为以 u1, u2, · · · , um 作为输入, v1, v2, · · · , vm

作为输出的 m 维输入 m 维输出系统, 显然其传递
函数矩阵为

Σ3(s) =




W1(s) W1(s) · · · W1(s)
W2(s) W2(s) · · · W2(s)

...
...

. . .
...

Wm(s) Wm(s) · · · Wm(s)




记 B1 = [bbb1, bbb1, · · · , bbb1], 则系统 Σ3 = {A1, B1, C1}
是 Σ3(s) 的一个最小实现, 与系统 Σ1 有相同的维

数. 于是, 对定常非线性函数类 F1(0,∞), 应用定理
1, 图 2 所示系统为绝对稳定的充分条件为存在对角
矩阵

P = diag{p1, p2, · · · , pm} > 0

和

Q = diag{q1, q2, · · · , qm} ≥ 0

使 (P + sQ)Σ3(s) ∈ {PR}. 而对时变非线性函数类
F2(0,∞), 应用定理 2, 图 2 系统为绝对稳定的充分
条件为存在对角矩阵

P = diag{p1, p2, · · · , pm} > 0

使 PΣ3(s) ∈ {PR}. 正如下面引理 1 所指明的, 这
些条件对于传递函数矩阵 Σ3(s) 的要求是很强的.
引理 1. 各行中各元素相等的传递函数矩阵

Σ(s) =




W1(s) W1(s) · · · W1(s)
W2(s) W2(s) · · · W2(s)

...
...

. . .
...

Wm(s) Wm(s) · · · Wm(s)



∈ {PR}

的充分必要条件是

W1(s) = W2(s) = · · · = Wm(s) ∈ {PR}

证明. 充分性显然, 下面证必要性.
设 Σ(s) ∈ {PR}, 则 Hermite 矩阵

H(ω) = Σ(jω) + ΣT(−jω) ≥ 0

考察 H(ω) 的m(m− 1)/2 个二阶主子式, 有
∣∣∣∣∣

Wi(jω) + Wi(−jω) Wi(jω) + Wj(−jω)
Wj(jω) + Wi(−jω) Wj(jω) + Wj(−jω)

∣∣∣∣∣ =

−(Re[Wi(jω)]− Re[Wj(jω)])2−
(Im[Wi(jω)]− Im[Wj(jω)])2 ≤ 0

于是, 要满足 Hermite 矩阵H(ω) ≥ 0 的要求, 只有
W1(jω) = W2(jω) = · · · = Wm(jω)

即

W1(s) = W2(s) = · · · = Wm(s)

此外, Σ(s) ∈ {PR} 还要求其对角线上的传递函数
W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s) ∈ {PR}. ¤
显然, 相同的结论对各列中各元素相等的传递

函数矩阵也成立.



5期 夏超英: SIMO 和MISO 系统绝对稳定性问题的一个猜想和几个推论 545

于是, 矩阵

(P + sQ)Σ3(s) =




(p1 + q1s)W1(s)

(p2 + q2s)W2(s)
...

(pm + qms)Wm(s)

(p1 + q1s)W1(s) · · · (p1 + q1s)W1(s)

(p2 + q2s)W2(s) · · · (p2 + q2s)W2(s)
...

. . .
...

(pm + qms)Wm(s) · · · (pm + qms)Wm(s)



∈ {PR}

的充分必要条件为

(p1 + q1s)W1(s) = (p2 + q2s)W2(s) =
· · · = (pm + qms)Wm(s) ∈ {PR}

即 W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s) 必须是同一传递函数
和一惯性环节以及一正增益的乘积. 而传递函数矩
阵 PΣ3(s) ∈ {PR} 的充分必要条件为

p1W1(s) = p2W2(s) = · · · = pmWm(s) ∈ {PR}

即 W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s) 是之间只差一正增益
的正实传递函数.

同样, 为讨论图 3 系统的绝对稳定性问题, 将图
3 中虚线框内 MISO 线性系统部分也扩展为以 u1,
u2, · · · , um 作为输入, v1, v2, · · · , vm 作为输出的m

维输入m 维输出系统, 其传递函数矩阵为

Σ4(s) =




W1(s) W2(s) · · · Wm(s)
W1(s) W2(s) · · · Wm(s)

...
...

. . .
...

W1(s) W2(s) · · · Wm(s)




记 C2 = [ccc2, ccc2, · · · , ccc2], 则系统 Σ4 = {A2, B2, C2}
是 Σ4(s) 的一个最小实现, 与系统 Σ2 有相同的维

数. 对于定常非线性函数类 F1(0,∞), 因为

(P + sQ)Σ4(s) =




(p1 + q1s)W1(s)
(p2 + q2s)W1(s)

...
(pm + qms)W1(s)

(p1 + q1s)W2(s) · · · (p1 + q1s)Wm(s)
(p2 + q2s)W2(s) · · · (p2 + q2s)Wm(s)

...
. . .

...
(pm + qms)W2(s) · · · (pm + qms)Wm(s)




不是各行中各元素相等或各列中各元素相等的传递

函数矩阵, 故无法应用引理 1. 记

Wi(jω) = Re[Wi(jω)] + j Im[Wi(jω)] =

Ui(ω) + jVi(ω)

应用传递函数正实的必要条件, 考察 Hermite 矩阵

(P + jωQ)Σ4(jω) + ΣT
4 (−jω)(P − jωQ)

的m(m− 1)/2 个二阶主子式, 有
∣∣∣∣∣

(pi + qijω)Wi(jω) + (pi − qijω)Wi(−jω)
(pj + qjjω)Wi(jω) + (pi − qijω)Wj(−jω)

(pi + qijω)Wj(jω) + (pj − qjjω)Wi(−jω)
(pj + qjjω)Wj(jω) + (pj − qjjω)Wj(−jω)

∣∣∣∣∣ =

−[piUj(ω)− pjUi(ω) + ω(qiVj(ω)− qjVi(ω))]2−

[piVj(ω)− pjVi(ω)− ω(qiUj(ω)− qjUi(ω))]2 ≤ 0

(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

要使等号成立, 必须使

piUj(ω)− pjUi(ω) + ω(qiVj(ω)− qjVi(ω)) = 0
piVj(ω)− pjVi(ω)− ω(qiUj(ω)− qjUi(ω)) = 0

(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

同时成立, 将上式中的第 2 式乘上虚数单位和第 1
式相加有

pi(Uj(ω) + jVj(ω))− pj(Ui(ω) + jVi(ω))−
jω[qi(Uj(ω) + jVj(ω))− qj(Ui(ω) + jVi(ω))] = 0

显然,只有当传递函数W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s)间
只相差一正的增益时, 上式成立才有可能. 另外, (P
+ sQ)Σ4(s) ∈ {PR}, 还要求其对角线元素 (pi +
qis) Wi(s) ∈ {PR}.
对于时变非线性函数类 F2(0,∞) 的情况, 分析

结果同 SIMO 的情况, 即传递函数矩阵 PΣ4(s) ∈
{PR} 的充分必要条件为W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s)
都正实且之间只差一正的增益.
因此, 应用绝对稳定性的定理 1 和定理 2 来解

决上述含有多个非线性特性的 SIMO和MISO系统
的绝对稳定性问题, 除有限和特殊的情况外, 一般是
很难奏效的. 特别地, 对于非线性时变函数类 F2(0,
∞), 要求 W1(s),W2(s), · · · ,Wm(s) 都正实且之间
只差一正的增益.
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3 一个猜想及其推论的证明

根据文献 [9] 中关于多综合点误差模型问题的
讨论以及其中的定理 1, 这里给出下面的定义 3.
定义 3. 对于图 2 和图 3 所示系统, 如果

Wi(s) ∈ {PR} or {SPR}
(i = 1, 2, · · · ,m)

并且

Wi(s)
Wj(s)

∈ {PR} or {SPR}
(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

(7)

则称图 2 和图 3 所示系统为所有孤立部分的传递函
数都正实或所有孤立部分的传递函数都严格正实.
显然, 对于图 2 和图 3 所示系统, 当其中任意 k

(0 < k < m) 个时变非线性取为任意正常数增益时,
仍可等效为图 2 和图 3 所示的结构, 等效后的传递
函数有 m − k 个. 而根据文献 [9], 所有孤立部分的
传递函数都正实 (严格正实) 的条件, 保证了这 m−
k 个传递函数都正实 (严格正实).
以图 2 所示系统m = 3 为例, 当其中任意 1 个

时变非线性取为任意正常数增益时, 以时变非线性
f1(·) 取为任意正常数增益 k∗1 > 0 为例, 有图 4 所
示系统, 所有孤立部分的传递函数都正实 (严格正
实) 的条件保证了传递函数 W2(s)/(1 + k∗1W1(s))
和W3(s)/(1 + k∗1W1(s)) 是正实 (严格正实) 的. 同
样也可以对 f2(·) 或 f3(·) 取为任意正常数增益的
情况进行分析. 当其中任意 2 个时变非线性取为任
意正常数增益时, 以时变非线性 f1(·) 取为任意正
常数增益 k∗1 > 0, 时变非线性 f2(·) 取为任意正常
数增益 k∗2 > 0 为例, 有图 5 所示系统, 所有孤立
部分的传递函数都正实 (严格正实) 的条件保证了
传递函数 W3(s)/(1 + k∗1W1(s) + k∗2W2(s)) 是正实
(严格正实) 的. 同样也可以对 f1(·) 和 f3(·) 取为任
意正常数增益以及 f2(·) 和 f3(·) 取为任意正常数增
益的情况进行分析.

图 4 f1(·) 取为任意正常数增益时的等效系统
Fig. 4 The equivalent system of Fig.2 when f1(·) = k∗1v1

图 5 f1(·) 和 f2(·) 取为任意正常数增益时的等效系统
Fig. 5 The equivalent system of Fig.2 when

f1(·) = k∗1v1 and f2(·) = k∗2v2

根据正实函数的定义, 容易验证下面的性质 1.
性质 1. 对于图 2 和图 3 所示系统, 传递函数

Wi(s) ∈ {PR} or {SPR} (i = 1, 2, · · · ,m), 若满足
式 (7) 的条件, 则Wi(s) 与任意正的常数 ki 并联后

的传递函数满足

Wi(s) + ki ∈ {PR} or {SPR}
以及 Wi(s) 与任意正的常数增益 zi 反馈连接后的

传递函数满足

Wi(s)
1 + ziWi(s)

∈ {PR} or {SPR}

同时, 它们也满足式 (7), 即有

Wi(s) + ki

Wj(s) + kj

∈ {PR} or {SPR}, ki > 0, kj > 0

(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

Wi(s)
1 + ziWi(s)

Wj(s)
1 + zjWj(s)

∈ {PR} or {SPR}, zi > 0, zj > 0

(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

现将图 2 和图 3 所示系统中的非线性函数扩展
为任意正的有界时变增益, 即令其中的

fi(t, vi) =
{

fi(t, vi)
vi

}
vi = y2

i (t)vi

得到图 6 和图 7 所示的系统.

图 6 具有时变增益的系统

Fig. 6 The SIMO feedback system with several

time-varying gains
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图 7 图 6 系统的对偶系统

Fig. 7 The dual system of the system in Fig. 6

对图 6 和图 7 所示系统的稳定性问题, 本文作
出下面的猜想 1.
猜想 1. 图 6 和图 7 所示系统, 对于任意正的

有界时变增益 y2
i (t) 为稳定 (渐近稳定) 的一个充分

条件是所有孤立部分的传递函数都正实 (严格正实),
即 Wi(s) ∈ {PR} (Wi(s) ∈ {SPR}) 以及式 (7) 成
立.

显然, 如果猜想 1 是对的, 则相同的条件也是图
2 和图 3 所示系统关于非线性函数类 F2(0,∞) 为绝
对稳定的充分条件.

根据电路学的基本知识, 设Wi(s) ∈ {PR}, 且
Wi(s) 的零极点在虚轴上是相间分布的, 则 Wi(s)
是定常 LC 网络的端口阻抗函数或导纳函数; 设
Wi(s) ∈ {SPR}, 且 Wi(s) 的零极点在负实轴上是
相间分布的, 则Wi(s) 是定常 RC 或 RL 网络的端
口阻抗函数或导纳函数. 在这两种情况下, 关于猜想
1, 有下面的结论 1 和结论 2.
结论 1. 图 6 和图 7 所示系统, 当 Wi(s) 的所

有零极点都位于复平面的虚轴上时, 根据文献 [9] 中
定理 2 证明过程中的相关结论, 所有孤立部分传递
函数都正实的条件导致 W1(s) = W2(s) = · · · =
Wm(s), 这时根据本文第 2 节的结论, 图 6 和图 7 所
示系统是稳定的.

结论 2. 图 6 和图 7 所示系统, 当 Wi(s) 的所
有零极点都位于复平面的负实轴上时, 下面的定理 3
表明, 图 6 和图 7 所示系统是渐近稳定的.
复变量 s 的真有理分式函数 g(s) 被称为是可以

拆分成正惯性的, 是指 g(s) 可以表示为

g(s) =
k1

s + p1

+
k2

s + p2

+ · · ·+ kn

s + pn

ki > 0, pi > 0 (i = 1, 2, · · · , n)

显然, 如果 g(s) 是可以拆分成正惯性的, 则 g(s) ∈
{SPR}. 另外, g(s) 可以拆分成正惯性的充分必要
条件是分母多项式的特征根为负的互异实根且其零

极点在负实轴上是相间分布的, 即

g(s) =
k(s + z1)(z + z2) + · · ·+ (s + zn−1)

(s + p1)(z + p2) + · · ·+ (s + pn)

式中

p1 > p2 > · · · pn > 0
p1 > z1 > p2 > z2 > · · · > zn−1 > pn > 0

定理 3. 图 6 和图 7 所示系统, 当Wi(s) 可拆分
为正惯性时, 猜想 1 成立.
证明. 设图 7 中的传递函数Wi(s) 是可拆分为

正惯性的, 于是有

Wi(s) =
ni∑

j=1

kij

s + pij

∈ {SPR}, kij > 0, pij > 0

(i = 1, 2, · · · ,m)

Wi(s)/Wj(s) 的零极点也在负实轴上, 因为频率特
性Wi(jω) 只出现在复平面的第四象限上, 于是有

0◦ ≤ |∠Wi(jω)− ∠Wj(jω)| < 90◦, 0 ≤ ω < +∞
(i, j = 1, 2, · · · ,m)

故

Wi(s)
Wj(s)

∈ {SPR}
(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

猜想 1 的条件满足. 设图 7 中的传递函数Wi(s) 是
可拆分为正惯性的, n =

∑m

i=1 ni, 则它可表示为图
8 (见下页).

对图 8 所示系统, 按特征值的大小从小到大将
它们依次重新标记和排序. 例如, 假设 p11 按其大小

被排在第 i 个, 则记 λi = p11, zi = x1, k11y
2
1(t) =

w2
i (t) 等等. 重新排序和标记后的系统可表示为

żi = −λizi − w2
i (t)

n∑
j=1

zj

(i = 1, 2, · · · , n, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn)
(8)

显然, 当系统 (8) 对于任意有界的时间函数 w1(t),
w2(t), · · · , wn(t) 为全局渐近稳定时, 图 8 所示系统
对于任意有界的时间函数 y1(t), y2(t), · · · , ym(t) 也
是全局渐近稳定的.
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图 8 图 7 系统的等价形式

Fig. 8 The equivalent form of Fig. 7 when Wi(s) is

separable in terms of the first-order stable transfer

function

系统 (8) 的状态方程描述为



ż1

ż2

...
żn




=




−λ1 − w2
1(t)

−w2
2(t)

...
−w2

n(t)

−w2
1(t) · · · −w2

1(t)
−λ2 − w2

2(t) · · · −w2
2(t)

...
. . .

...
−w2

n(t) · · · −λn − w2
n(t)







z1

z2

...
zn




作状态变换

ξξξ = Tzzz

T =




1 1 1 · · · 1
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 0 1




T−1 =




1 −1 −1 · · · −1
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 0 1




得




ξ̇1

ξ̇2

ξ̇3

...
ξ̇n




=




−λ1 −
n∑

i=1

w2
i (t) λ1 − λ2

−w2
2(t) −λ2

−w2
3(t) 0

...
...

−w2
n(t) 0

λ1 − λ3 · · · λ1 − λn

0 · · · 0
−λ3 · · · 0
...

. . .
...

0 0 −λn







ξ1

ξ2

ξ3

...
ξn




(9)

对于矩阵 A(t) ∈ Rn×n, 有矩阵测度函数的计
算式[10] µ1(A(t)) = maxj{ajj +

∑n

i=1, i 6=j |aij|}. 对
于系统 (9), 因为 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, 于是

−λ1 −
n∑

i=1

w2
i +

n∑
i=2

|−w2
i | = −λ1 − w2

1 < 0

−λ2 + |λ1 − λ2| = −λ2 − λ1 + λ2 = −λ1 < 0
...

−λn + |λ1 − λn| = −λn − λ1 + λn = −λ1 < 0

故其矩阵测度函数等于 −λ1 < 0, 系统 (9) 的解满
足

0 ≤ ‖ξξξ(t)‖1 =
n∑

i=1

|ξi(t)| ≤ ‖ξξξ(t0)‖1 e
∫ t

t0
−λ1dτ

即系统 (9) 和图 8 所示系统是全局渐近稳定的.
图 6 系统是图 7 系统的对偶系统, 其状态矩阵

为上述状态矩阵的转置, 则状态变换阵取为 (T−1)T,
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相应的矩阵测度函数取为

µ∞(A(t)) = max
i
{aii +

n∑
j=1, j 6=i

|aij|}

证明步骤是相同的. ¤
最后, 对于图 6 和图 7 所示系统, 当 Wi(s) 有

位于复平面上的零极点时 (对应为 RLC 无源网络的
端口阻抗函数或导纳函数), 讨论起来相当困难. 下
面给出这方面的一个例子.
对于图 7 所示系统, 设W1(s) = W2(s) = · · · =

Wm(s) = W (s) = s/(s2 + ω2) ∈ {PR}, 每个传递
函数Wi(s) 通过常值增益 zi > 0 引入反馈, 得图 9
所示系统, 其中各个小闭环等效后的传递函数有复
平面上不同位置的极点.

图 9 线性传递函数有复平面上根的例子

Fig. 9 The example with the poles existing on the

complex plane

对于图 9 所示系统, 根据前面的性质 1, 有

s

s2 + ω2

1 + zi

s

s2 + ω2

s

s2 + ω2

1 + zj

s

s2 + ω2

∈ {PR}, zi > 0, zj > 0

(i, j = 1, 2, · · · ,m, i 6= j)

故猜想 1 的条件满足. 易验证, 这一系统的稳定性问

题, 等价于系统

ÿyy +




z1 + y2
1(t) y2

1(t) · · · y2
1(t)

y2
2(t) z2 + y2

2(t) · · · y2
2(t)

...
...

. . .
...

y2
m(t) y2

m(t) · · · zm + y2
m(t)




ẏyy+

ω2Iyyy = 0
(10)

的稳定性问题. 式 (10) 是一个时变系数矩阵的振动
方程, 若进一步假设它可以表示成

ÿyy + D(t)Cẏyy + Iω2yyy = 0 (11)

式中, D(t) = DT(t) > 0, C = CT > 0, 则可以证明
系统是稳定的, 因为 C = CT > 0, 故存在非奇异矩
阵 Q, 使 C = QTQ, 令 Qyyy = xxx, 式 (11) 变为

Q−1ẍxx + D(t)QTẋxx + ω2Q−1xxx = 0

取李亚普诺夫函数 V (t) = ẋxxTẋxx + ω2xxxTxxx, 则可证明
它的稳定性. 更一般条件下, 若进一步假设 y2

i (t) >

0, 方程式 (10) 左乘上矩阵

diag[
1

y2
1(t)

,
1

y2
2(t)

, · · · ,
1

y2
m(t)

]

后变为




1
y2
1(t)

1
y2
2(t)

. . .
1

y2
m(t)




ÿyy+




z1

y2
1(t)

+ 1 1 · · · 1

1
z2

y2
2(t)

+ 1 · · · 1

...
...

. . .
...

1 1 · · · zm

y2
m(t)

+ 1




ẏyy+

ω2




1
y2
1(t)

1
y2
2(t)

. . .
1

y2
m(t)




yyy = 0

(12)



550 自 动 化 学 报 34卷

即形式为

A(t)ÿyy + B(t)ẏyy + C(t)yyy = 0
A(t) = AT(t) > 0
B(t) = BT(t) > 0
C(t) = CT(t) > 0

的振动方程, 对于它的稳定性问题, 目前可用的结果
并不多. 根据猜想 1, 系统 (12) 是稳定的, 这一点如
果能被证实, 对猜想 1 将是一个极有力的支持. 由于
时变系统稳定性问题研究上的困难, 这项工作有相
当的难度, 而且, 由于时变增益的任意性, 仿真实验
的验证作用也很有限.

4 结论

正如大家所熟知的, 由于正实传递函数的引入,
有关系统绝对稳定的判据被表示成某种频率特性的

形式, 这极大地刺激了人们对这一问题研究的兴趣.
然而, 这方面的已知结果对于解决 SIMO 和 MISO
系统的绝对稳定性问题, 却导致了过强的限制条件.
本文用一种不同的方法来解决这一问题, 并得

到一些新的结果. 猜想 1 极具吸引力的原因在于, 判
定简单方便, 大大放宽了对系统线性部分传递函数
的约束条件, 有明显的频域解释, 可以为设计者指出
改进设计以使系统稳定的途径和方向.
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