
      
                                       
           

GF(2)上周期为 2pn序列的 m(s) 
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摘  要：给出多项式的若干引理，并对引理进行证明。在此基础上，给出 GF(2)上周期序列线性复杂度的表达形式，应用该表达式得出周
期 N=2pn的二元序列线性复杂度和 m(s)之间的关系，其中 p是个奇素数，并且 2 是一个模 p2的本源根。结合魏算法，给出 2 个实例进行证
明，结果表明该结果的正确性。 
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m(s) of Sequences with Period 2pn over GF(2) 
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【Abstract】This paper gives some polynomial lemmas and proof of lemma. On basis of these lemmas, the expression of Linear Complexity(LC) of 
periodic sequences is gave. Application of the expression show the most important result of this article, a relationship between m(s) and the LC of a 
given sequence s with period N=2pn over GF(2). Where p is an odd prime, 2 is a primitive root module p. Combined with Wei algorithm, it gives two 
examples to prove the results. Result shows that the relationship is correct. 
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1  概述 
密钥序列的线性复杂度(LC)是流密码强度的一个重要度

量指标。文献[1]给出了周期为 2n二元序列线性复杂度的快速
算法(Games-Chan 算法)。文献[2]推广了该算法。文献[3]给出
了 GF(q)上周期为 pn序列线性复杂度的快速算法，这里 p 是
个奇素数，q是素数且是模 p2 的本源根。文献[4]给出了 GF(q)
上周期为 2pn序列线性复杂度的快速算法，这里 p 是个奇素
数，q是素数且是模 p2 的本源根。文献[5]给出了 GF(pm)上周
期为 2n序列线性复杂度的快速算法，这里 n是个正整数，且
存在元素 b∈GF(pm)，使得 。该算法的思路是转化为
求 2 个周期为 n 的序列的线性复杂度。把此结果和已知的算
法如 Berlekamp-Massey 算法，Games-Chan 算法等相结合，
可以得到 GF(pm)上周期为 2tn 序列线性复杂度的快速算法，
这里 p是个素数， gc ，其中，n和 u
为整数。 

1nb = −

d( , 1) 1, 1 2m mn p p u− = − =

某些序列的线性复杂度极不稳定，即当改变这些序列周
期的一位或几位时，其线性复杂度发生很大的变化。序列的
k-错线性复杂度(k-LC)被文献[6]定义为改变序列中至多 k(0≤
k≤N)位后，得到的所有序列的线性复杂度中最小的线性复杂
度。k-LC能够很好地减少由于元素改变引起的线性复杂度的
不稳定性。特别需要指出的是文献[7]提出的球体复杂度要早
于 k-LC，其本质和 k-error 一样。目前只有 GF(2)上周期为 2n

的二元序列的 k-错线性复杂度的有效算法 [6] (Stamp-Martin 
算法)。文献[8]将这个算法推广为计算 GF(pm)上周期为 pn序
列的 k错线性复杂度，这里 p是个素数。 

有时人们只关心当改变序列多少位时，序列的线性复杂

度会否降低。本文中 m(s)代表使序列 S的 k-错线性复杂度严
格小于线性复杂度的 k。给出了 GF(2)上周期 N=2pn的序列的
m(s)和 LC之间的关系。 

令 { }0 1 2 3, , , ,s s s s s= L 为 GF(2)上的数列。如果存在正整数
N，使 i i Ns s += 成立，i=0, 1,…，则称 s为周期序列；N为序列

的周期； 2
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s x s s x s x s x
∞
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= + + + = ∑L 为 { }0 1 2 3, , , ,s s s s s= L 的

生成函数。 
令 s为周期序列，第一个周期为 { }0 1 2 1, , ,N

Ns s s s s −= L 。 Ns

的生成函数为 2 1
0 1 2 1( ) N

Ns x s s x s x s x −
−= + + + +L 。 

如果 s是周期序列，第一个周期为 Ns ，那么 
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其中， 
( ) (1 ) / gcd( ( ),1 )N N
s

Nf x x s x x= − − , 

( ) ( ) / gcd( ( ),1 )N N Ng x s x s x x= −  
显然， gcd( ( ), ( )) 1, deg( ( )) deg( ( ))) 1s sg x f x g x f x= < = 。 f ( )s x 称
为 s 的最小多项式， ( )sf x 的度数称为 s 的线性复杂度。即
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( ) deg( ( )) deg(gcd( ( ),1 ))N
sc s f x N s x x= = − − N              (1) 

2  使k-LC(s)<LC(s)成立的最小k 
(2)GF 上周期 的序列 的 k-LC(s)定

义为

2 nN p= 0 0( , , )s a a= L

{ }( ) min ( ) | ( )Hk LC s LC s e W e k− = + ≤ ，这里
为 上周期为 的误差序列， 为 N 元组

的汉明重量。 
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定义 设 n 是正整数，称 ( )n xΦ 是 n 次分圆多项式，若

，其中
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= −∏ α α 表示 n次本原单位根。 

引理 1 设 p是素数，则 1( )n n np p pΦ −= − ，这里 n是正整
数， 是 Euler 函数，表示 1,2,…,m-1 中与 m互素的个数。 ( )mΦ

引理 2 设 p是一个素数，m为正整数，则 。 
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证明：由于 p是一个素数， 
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注意到 2 2exp( ) exp( )j k
m m

i ij k
p p

α απ π
= = = ，其中 j=pk，因此， 
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引理 3 设 p 是一个素数，m 与 n 为正整数。记
2( ) [ ( )]m mp p

2x xΦ Φ= ，则在 GF(2)上， 
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证明：因为运算在 GF(2)上，所以 2 2(1 ) 1x x+ = + ， 
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由引理 3 可得 
1 1 1

= 2( )mp xΦ 。 

引理 4 令 l 为形如 1

1
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=
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, 代表 的重量，即 中非 0 系数的
个数。那么 。 

0 2iε≤ ≤

1 i m≤ ≤ ( ( ))HW e x ( )e x ( )e x
( )( ( )) HW lw e x p≤

证明：
1 1 12 ( 1)( ( )) (1 )

i i i
i i

i
p p p p

p x x x xε εΦ
− − −−= + + + +L 至多 p项，

因此， 1( ( ))
m

i
iw e x p

ε
=
∑

≤ 。 

引理 5 ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

1 1
1 1 1

m

i i

m mp
p p

i i

2x x x xΦ
= =

− = − × = − ×∏ ∏ xΦ

p
pi i

mp p p p p
pi

p p p p p p

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x

Φ Φ

Φ
− − − −

× − ×

= =

∗ − ×

=

× − ×

− = − + + + + =∏ ∏

− + + + + = =∏

− + + + + = −

L

L L

L

i i
i i

LC s p p p p pε ε ε ε− −

= =
= + + − = − + − −∑ ∑

。            
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    由式(1)和引理 5 可得，GF(2)上周期为 2pm的序列的线
性复杂度为如下形式： 

1 1
0 0

1 1
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     0 2, 0i i mε≤ ≤ ≤ ≤

下面定理给出了 GF(2)上周期 N=2pm的 m(s)。 

定理 设 s 为 上周期为(2)GF 2 np 的序列，这里 p是奇素

数，2 是模 2p 的本源根。 1
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其中，u是 0 2ε = 时使 成立的最小的正整数，1 。 2uε ≤ u m≤ ≤

证明： 

(1)当 0 0ε = 时，则 2
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因为 (1 ) | ( ( ) (1))x r x r− − ，所以 
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则 -错复杂度 。 ( ( ))w e x ( ) ( ) 1LC s LC s −≤
因为当 时，0iε > ( ( )) ( )i
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则 -错复杂度 。 ( ( ))w e x ( ) ( ) 1LC s LC s −≤
因为 0(1 ) 1x xε ε− = − ，所以 。 ( ( )( ) ( ( )) Hw N LC sm s w e x p −
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(3)当 0 2ε = 时，设 为 成立的最小的正整数，
。
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则 -错复杂度 。 ( ( ))w e x ( ) ( ) 1LC s LC s −≤
因此， 

( ( )) ( ( )1( ) ( ( )) 2( 1) 2H Hw N LC s u w N LC sum s w e x p p p p− + −−−≤ ≤ ≤  
例 结合魏算法，分析 上周期为(2)GF 2 np 的 2 个序列。 

1 (011011100001111000110111001111011011001111001001001111)Ns =  

 2 (00010011000101110010110001110011100001010101010100)Ns =

周 期 序 列 1s 的 周 期 为 54 ， 其 线 性 复 杂 度 为

1( ) 52 2 (2 1 2 3 2 9)LC s = = × × + × + × ，由定理 1 可知， ，
通过改变

1( ) 2m s ≤

1s 的 2 位，得到 

1 (110011100001111000110111001111011011001111001001001111)Ns′ =  
 1 1( ) 48 ( )LC s LC s′ = <

周 期 序 列 2s 的 周 期 为 50 ， 其 线 性 复 杂 度 为

2( ) 49 1 4 (2 1 2 5)LC s = = + × × + × ，由定理 1 可知， ，
通过改变

2( ) 2m s ≤

2s 的 2 位，得到 
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