
      
                                       
           

大线性复杂度和低相关性的 p 元 CDMA 序列 
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摘  要： 利用环 2pZ 上广义 Kerdock 码的最高权位生成了一类 p 元最高权位序列，并对其密码特性进行研究。给出序列线性复杂度的准确
计算公式，利用 Galois 环上的 Weil 指数和估计对序列的互相关性及非同步自相关性进行刻画。实验结果表明，构造的最高权位序列具有
大的线性复杂度和极低的互相关性及非同步自相关性，可作为 CDMA 通信系统中的码序列。 
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p-phase CDMA Sequence with Large Linear Complexities       
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【Abstract】A new family of p-phase highest coordinate sequences, is constructed by using the highest coordinate of the generalized Kerdock codes 
over the ring 2pZ . This paper not only deduces an exact formula on the linear complexities of the sequences, but also derives an estimate of the 
correlation of the sequences by utilizing the Weil exponential sums over Galois rings. Results shows that these sequences have both large linear 
complexities and low crosscorrelation and nontrivial autocorrelation, which make it possible to be the code sequences in CDMA communication 
systems. 
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1  概述 
码序列的设计是码分多址(CDMA)通信系统中的核心问

题。在该系统中，为了能够区分不同用户以及降低用户之间
的干扰，不同的码序列之间必须具有低的互相关性。此外，
同一码序列不同相位之间的自相关性也必须非常低以保证能
够准确地获得用户的相位信息。出于安全性方面的考虑，码
序列还应该具有大的线性复杂度以满足保密通信的要求。因
此，设计和分析具有大线性复杂度、低互相关性和非同步自
相关性等良好性质的码序列就为 CDMA 通信系统中的一个
关键问题[1]。 

1974 年，文献[2]证明了序列的最大非同步自相关性和最
大互相关性的模值的下界为 T (Welch 下界)，这里 是序列
的周期。追求 Welch 下界以及大线性复杂度是码序列设计中
的一个重要环节，目前已经取得了许多结果，如构造了一些
相关性模值达到或接近 Welch 下界，并且具有大线性复杂度
的二元序列[3-6]。文献[3-4]构造的 Bent 序列及 No 序列的相关
性模值均达到了 Welch 下界且具有极大的线性复杂度，但可
用序列的数量较少，其序列族的阶的数量级仅为

T

T 。文   
献[5]构造了一类相关性模值达到 Welch 下界的二元序列，并
给出了序列线性复杂度的精确值。文献[6]构造了一类相关性
模值与 Welch 下界同阶且数量众多的二元最高权位序列，其
序列族的阶具有数量级 2 4T ，同时对所构造序列的线性复杂
度进行了估计，证明了其具有极大的线性复杂度，但没有给
出线性复杂度的精确值。文献[7]利用特征为 4 的 Galois 环上
的非退化多项式，构造了一类相关性模值与 Welch 下界同阶

的二元序列，但没有对序列的线性复杂度进行讨论。随着理
论研究和实际应用的不断深入，具有低相关性的多元序列也
逐渐成为研究的热点。文献[8-9]构造了 2 类具有极低相关性
的四元序列，其相关性的模值与 Welch 下界同阶。在文献[10]
中，笔者利用环上的非退化多项式及最高权位映射，构造了
一类序列数目众多的 p 元最高权位序列(p 为任意素数)，并利
用Galois环上的Weil指数和估计证明了该序列族具有极低的
互相关性和非同步自相关性，其相关性的模值具有与 Welch
下界相同的数量级。上述工作均没有对所构造序列的线性复
杂度进行讨论。本文利用环 2pZ 上广义 Kerdock 码的最高权

位生成了一类 p 元最高权位序列，并对序列的密码特性进行
了研究，给出了序列线性复杂度的准确计算公式，利用 Galois
环上的 Weil 指数和估计对序列的相关性进行了刻画，最后对
可用序列的条数进行了估计。结果表明，所构造的序列不仅
具有大的线性复杂度和数量众多的可用序列，而且具有极低
的互相关性和非同步自相关性，其相关性的模值具有与
Welch 下界相同的数量级。 

设 p 为奇素数， 为正整数。m 2( , )R GR p m= 表示具有特
征 2p 及阶 2mp 的 Galois 环。 *R 表示 中所有单位元所组成
的单位群。设

R

α 为 R 中元素并且满足 mpα α= 。定义 R 中的
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Teichmüller 系 。Tr 表示2 2{0,1, , , , }
mpΓ α α α −= L R 到环 2pZ 的

迹函数。 
对 R 中任意元素 x 均可进行 p-adic 展开，即 0 1x x px= + ，

其中， 。类似于最显著比特映射，定义最高权位映
射

0 1,x x Γ∈

2: ppHC Z Z→ 满足 。令 ，易见，HC

可以扩展为从

0 1( )HC x px x+ = 1
mq p=

2
1q

pZ − 到 1q
pZ − 的映射。 

定义 2pZ 上长度为 的循环码 ，即 1q − mC

2
1 *

0 1 2{ ( , , , )  |  ( ),  }q t
m q tpC x x x x Z x Tr Rλα λ−

−= = ∈ = ∈L  

令 ，则 是( ) ( )mC m HC C= ( )C m pZ 上长度为 1q − 的循环

码。将 中的每个码字按其长度进行周期性重复，均可得
到一条周期为 的

( )C m
1q − p 元序列，并将所有这些序列组成的集

合记为 Sm。 

2  线性复杂度 
利用文献[11]中的定理 1，可以得到如下关于 中序列

线性复杂度的结果。 
mS

定理 1 对 中任意序列 ，设mS 0{ }t ts s= ≥ ( ( ))t
ts HC Tr λα= ，

其中， *
0 1p Rλ λ λ= + ∈ , 0 1,λ λ Γ∈ ，则 s 的线性复杂度为 

1
( ) ( 1)

m p
LC s u m

p
+ −⎛ ⎞

= − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中， 。 1

1

1  0
0  0

u
λ
λ
≠⎧

= ⎨ =⎩
由定理 1 可以看出， 中序列的线性复杂度随着 的增

大而增大，并且当 充分大时具有数量级
mS m

m !pm p 。 

3  相关性 
本节讨论 中序列的互相关性和非同步自相关性。 mS

令
2

2

e
i

pω
π

= 表示复数域中的 2p 次本原单位根以及
pθ ω= 。易见 θ 是复数域中的 p 次本原单位根。定义 2pZ 上

的加法特征 kϕ 满足 ( ) kx
k xϕ ω= 。对于 2pZ 中的任意元素 ，

均有唯一分解 ，其中，

a

0a a pa= + 1 0 1, pa a Z∈ 。进而可以定义

映射 满足2
2: {1, , , , p

pZμ θ θ θ −→ L 1} 1( ) aaμ θ= 。利用 2pZ 上的傅

立叶变换，可得 
2 1

0
( ) ( )

p

j j
j

x xμ μ ϕ
−

=
= ∑  

其中，
2 1

2
0

1 ( ) ( )
p

j j
x

x x
p

μ μ ϕ
−

=
= −∑ 。 

令 4 ln( ) 2C p
p

= + 。由文献[10]中的引理 4.1 和推论 4.4 可

知， jμ 具有以下性质： 

引理 1 对任意 ，20 1j p −≤ ≤ jμ 满足： 

(1)
0                1 (mod )

1 1   1 (mod )
1

j
j

j

j p

j p
p

μ θ
ω

−

−

≠⎧
⎪= −⎨ =⎪ −⎩

。  

(2) 。 
2 1

0
| |

p

j
j

Cμ
−

=
<∑

用 表示G 2pZ 中所有使得 0jμ ≠ 的 所组成的乘法群。对j

R 中任意元素 λ ，定义特征 满足*: CRλψ → ( )( ) Tr xx λ
λψ ω= 。

易见， kϕ 和 λψ 满足关系： 
( ( )) ( )k kTr x xλϕ λ ψ=  

利用文献[12]中定理 1 可以得到下面的引理。 

引理 2 对任意 Rλ ∈ , 0λ ≠ ，有 
| ( ) | ( 1)

x
x p qλ

Γ
ψ

∈
−∑ ≤  

定理 2 设 和 是 中任意 2条序列，

其 中 ，
0{ }t ts s= ≥ 0' { '}t ts s= ≥ mS

1( ( ))t
ts HC Tr λα= ; 2' ( ( t

ts HC Tr ))λ α= 。 对 任 意

0 1qτ< < − ，令
'2

0
( ) t t

q s s

t

ττ θ +
−

−

=
Θ = ∑ ，则当 1λ 和 2λ 属于 *G Γ× 在 *R

中的不同陪集时，有 
2| ( ) | (1 ( 1) )p q CτΘ < + −                          (1) 

证明：由映射 μ 的定义可知： 
2 2

1

1 1

1 1
0 0

( ( )) ( ( )) ( )t
p ps t t

j j j j
j j

Tr Tr λ
tθ μ λα μ ϕ λα μ ψ α

− −

= =
= = =∑ ∑  

注 意 到 ( )d a cθ μ− = − ， 其 中 ， {1, }a θ∈ ; 2pc Z∈ 且

( )d HC c= ，进而有 

2 2

2

2

1 1

2
0 0

' ( ( ))

( ( )) ( )

t t

p pt t
j j j j

j j

s a Tr

a Tr a τ

τ τ

τ
λ α

θ μ λ α

μ ϕ λ α μ ψ α

+ +

− −
+

−
= =

− = − =

− =∑ ∑
 

交换和号，可得 
2 2

1 2 1 1 2 2
1 2

2 2

1 2 * 1 1 2 2
1 2

1 1 2

0 0 0

1 1

0 0

( ) ( ) ( )

( )

p p q t t
j j j jj j t

p p

j j j jj j x

a

a x

τ

τ

λ λ α

λ λ α

τ μ μ ψ α ψ α

μ μ ψ

− − −

−
= = =

− −

−
= = ∈Γ

Θ = =∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

只需考虑 1 2,j j G∈ 的情况即可(否则有 )。由于
1 2

0j jμ μ = 1λ 和

2λ 属于 *G Γ× 在 *R 中不同陪集，因此 。从而
利用引理 1 中的结论(2)以及引理 2，可得 

1 1 2 2 0j j τλ λ α− ≠

2| ( ) | (1 ( 1) )p q CτΘ < + −  
定理 2 表明 中序列的互相关性和非同步自相关性的

模值的数量级为
mS

T ，与 Welch 下界相同，这里 1mT p= − 为
序列的周期。 

由于 *R 的阶为 2m mp p− ， 的阶为G p , *Γ 的阶为
1mp − ，因此 中的相关性满足式 (1) 的序列的个数mS

2

( 1)

m m

m m

p pN
p p

−
=

−
~ T 。 

p

4  结束语 
本文利用最高权位映射构造一类具有周期 1mp − 的 p 元

序列族 ，讨论 中序列的线性复杂度和相关性。分析表
明，这类序列的线性复杂度当 充分大时具有数量级

mS mS

m !pm p ，
同时序列的互相关性和非同步自相关性的模值具有数量级

T ，与 Welch 下界相同。此外，序列族中可用序列的条数
众多，具有数量级 T p 。由上述结果可知，所构造的序列不
仅能够满足 CDMA 通信系统对码序列密码特性的要求，而且
能够更好地适应系统中日益增加的用户数量。 
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