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A rotating pipe of circle cross-section, along with
the co-ordinate system employed, is shown in Fig 1. The
pipe is assumed to rotate about Z-axis with  uniform speed

of Ω  rad/s. The material of the pipe is Hooken with a
Young‘s modulus of elasticity E . Consider a pipe of

length L  and flowing axially at  velocity V .
Equation of motion is derived based on the follow-

ing assumptions:
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∫ σε=Π
v
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∫ρ=
v

p dvWT 22/1 � �H 

?�
�
� σ �� ε are the stress  and the strain in the pipe
respectively; W is velocity of pipe; ρ is the mass density
of pipe.

%���
���
��������������
�����"
������/�
���"�
����

/��
�����
�
�(�������
����������K
����
)()�

0=Π f ) �- 

��
�A��
����
�
�(��������
���������

∫ρ=
v

fff dvWT 22/1 � �* 

?�
�
� fW �����
����?��
������R� fρ �����
������
��������
�����)

#�(
� ���/��
�
��� �
��������/�� �
� ������
�
�)
��
��
����
��/��������������/��������"
��
����"
����
�
��������u ��� .v �$������(���
�����
��2
����������
����
��
��� ����/��
��
�������"
���
��
���������?���� �
�
����/��
�
�
����
���
������������
����?���


dxydvu /−= �� ( )xvv = ) �4 

��
�����������������
�/�/
���N

pcb ε+ε+ε=ε � �5 

?�
�
� pcb εεε ,, ��
�����������"
����(���
������(������

���������/�
����
��
�/
����
��)

��
����������"
����(����/�/
���N

( )222 21 dxdvdxvdyb +−=ε � �,� 

��� ( ) dxdv≈θsin

( ) ( ) .211211cos 22 dxdv−≈θ−≈θ

@�
�� ��
� /�/
� ��� ������(�?���� � ���������(���
�
������� Ω �����
I/
��
��
����
������(������
���
����
�
���
��"�N

( )∫ =+Ωρ=
L

x
c dxxxAF 0

2

( ) ( )[ ]xLxxLA −+−Ωρ 0
222 2/1 ) �,, 

;����
?������������
�/�/
�
I/
��
��
�����������
��
(��
��"�N

( )AEFcc /=ε � �,� 

?�
�
� A �����������
�������
����/�/
)
��
�
���
���
��������/�
����
���������������
�/�/
���N

Epa pp /=ε � �,� 

?�
�
� pa �+���
�����
��)
����(� ��
� "��
� 
J������� ��
� 
I/�
������ ���� ��


/��
�����
�
�(�� Π �may be written as:

( ) ( )

( ) ( )

( )

∫























+

+++

++

=Π
L

pcp

cpc

dxdvApaEpFa

dxdvFEApaEAF

dxdvEAdxvdEJ

0
2

2222

4222

//2

///

/4/1/

2/1
�,E 

��
�/�/
��
����������"
�?����
���N

{ } { } { } { } { }VdtdUrW ++×Ω= � �,H 

?�
�
�{ }Ω ����
���������(�����
��������{ } [ ]Ω=Ω ,0,0T

{ }r ����������
������ { } [ ]0,,0 vxxr T += �����{ }U �
����
������/��
�
��� { } [ ]0,,0 vU T = )

%�"��������(���
�"��
�
J������������
J�������,H 
��
���N

{ } ( )[ ]0,, 0 dtdvxxvW ++ΩΩ−= ) �,- 

��
����?��
������� fW ��

{ } { } { } { } { }VdtdUrW f ++×Ω= � �,* 

?�
�
��������
���������N

{ } ( ) ( )[ ]0,sin,cos θθ= VVV �� ( ) dxdvtg /=θ )

%�"��������(���
�"��
�
J������������
J�������,* 
��
���N

{ } ( ) ( ) ( )[ ]0,sin/,cos 0 θ+++ΩΩ−θ= VdtdvxxvVW T
f )�,4 

��
�/�/
�A��
����
�
�(����N

( ) ( )(∫ +++Ω+Ωρ=
L

p dtdvxxvAT
0

22
0

222 /2/1

( ) )dxdtdvxx /2 0 +Ω �,5 

�����
�������A��
����
�
�(����N

( ) ( )( ++Ω+Ω+ρ= ∫ 2
0

22222

0

/2/1 xxdtdvvVAT f

L

ff

( ) ( ) ( )+θ+Ω+θ sin2sin/2 0 xxVdtVdv

( ) ( ) )dxVvdtdvxx θΩ−+Ω cos2/2 0 ) ��� 

��
�?��A�����
������(������
����"
�?����
��P-QN

( ) ( ) ( )∫ ∫











−+Ωρ+ρ=

L x

ffc dxvdxdxdvxxAAA
0 0

22
0

2 /2/1 )��, 

$//����(���
������
�
�
�
������
�
���
�/�/
�������
���
�������
�
�
���������?�����B�(�,)��?���
(�

����
��

����/
�����
����
��� v ���� dxdv /=θ ��
��������

�
�)�;��
��������
�
�
�
�����
����/��
�
�����
����������
�
���N

[ ]{ }qNv = � ��� 

?�
�
� [ ]N ���������I������/
�������������� { }q �����


@�	/������L���	0	�
.12�3
�	4	�""*�	���	5�����	1�	+�	��:4��<



226


�
�
��� ���/��
�
��� �
�����?����� � �
/
��
����� ��

���
)�>
�
� [ ]N �����A
���N

[ ] [ ]4321 NNNNN = � ��� 

?�
�


32
1 231 ξ+ξ−=N R

32
2 2 ξ+ξ−ξ=N R��� 32

3 23 ξ−ξ=N R

23
4 ξ−ξ=N �� Lx /=ξ ) ��E 

-"

��(�)($� 
��(�3)!
�$�/�(�$
�(����)�

;���������
����������������������?
���A��?�����
��"�� � ��� ��/
���������� ���/��
������� ��
� �
�/���

�
��������"
�������
�
�)

����(�
J��������� ����
J��������,E �����,5��, 
��
��"�������
�/��
��������A��
����
�
�(�
�����������


�
�
��N

( ) { } [ ]{ } { } [ ]{ } ++=Π qKqqKq TTe
21 2/12/1

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }qKpqqKq TT
43

2 2/12/1 +Ω � ��H 

( ) { } [ ]{ } { } ⋅Ω+= 2
13

2 2/12/1 T
s

Te qqMVqT

[ ] [ ]( ) { } { } { } +Ω−++ 1011 s
T

s MVqqMM

{ } [ ]{ }qMVq s
T

62/1 Ω �

{ } { } { } [ ] [ ]( ){ } { } ⋅+++Ω T
s

T
s

T qqMMqMVq ��� 117

[ ]{ } { } { } { }( ){ }qMMqqMV s
T

s 332 +Ω+ � � ��- 

( ) { } [ ] [ ]( ){ } −+Ω= qMMqA s
Te

c 1212
22/1

{ } [ ] [ ]( ){ }qMMq s
T

11
22/1 +Ω � ��* 

?�
�
� [ ] [ ] ( ) [ ]dxBdxdvEABK
L

T∫=
0

1
2

12 /4/1 �

[ ] [ ] [ ]∫=
L

c
T dxBFBK

0
113 �

[ ] [ ] [ ]∫=
L

p
T dxBApaBK

0
114 �

[ ] [ ] ( )( )∫ ρ=
L

ff
T

s dxBxvABM
0

116 �

[ ] [ ] ( ) ( )∫ ρ=
L

ff
T dxBxvABM

0
1

2
113 4/1 ) ��4 

��
������
�
�(�
�������
�����
�������
�?��A����

��
��"
���
N

( )∑
=

Π=Π
NE

e

e

1
��

( )∑
=

=
NE

e

eTT
1

��
( )∑

=
=

NE

e

e
cc AA

1
) ��5 

����(�
J���������H ������* ����>������f��/����
��/�
��, ���
������
�(��
����(�
J���������������N

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }DqCqBqA =++ ��� � ��� 

?�
�
� [ ] [ ] [ ]11 MMA s += �� [ ] [ ] [ ]( )T
ss MMVB 22 −= �

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] −−++= 13
2

421 sMVKpKKC

[ ] [ ]( ) [ ]61212
2

ss MVMM Ω−+Ω �

{ } [ ] [ ]( )107 ss MMVD −Ω= ) ��, 

����������
���
������
���
����������
�
�
�
�������
/��
�
������
I/�
��
���N

( )[ ] ( )[ ] +ω−+ω−= ∑
=

1

1
1cos1sin

n

i
jcijsij tiqtiqq

( ) ( )[ ]∑
=

ω+ω
2

2
/cos/sin

n

i
jhcijhsi itqitq �

4,...,1=j � ��� 

���� { } [ ]{ }QSq = � ��� 

{ } { ,...,,,...,,,..., 21111111 11 hscncsns qqqqqQ =

,...,,,...,,...,,...,, 144141211 122 csnshcnhchsn qqqqqq

}T
hcnhchsnhscn qqqqq

22222 44444 ,...,,,...,, )

[ ] [ ]( )ZdiagS = �

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ,1cos,...,cos,1,1sin,...,sin,0 11 ϕ−ϕ−ϕ= nnZ

( ) ( ) ( ) ( ) ) ]22 /cos,...,2/cos,...,/sin,...,2/sin nn ϕϕϕϕ �

.tω=ϕ

�������
����� [ ]{ } [ ][ ]{ }QSNqNv == ) ��E 

%�"��������(��
I/�
��������E ������
�
�
�
���
�
�(�

I/�
�������(��
�N

{ } [ ]{ }QAQ T
02/1=Π � ��H 

{ } [ ]{ } { } [ ]212/1 AQQAQT TT += � ��- 

{ } [ ]{ }QAQA T
c 32/1= � ��* 

?�
�
� [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ]∫ ∫ ++=
T TL

dxdtSKpKKSA
0

421
0

0 �

@�	/������L���	0	�
.12�3
�	4	�""*�	���	5�����	1�	+�	��:4��<



227

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )( ++Ω+= ∫ ∫ 11
2

13
2

0 0
1 MMMVSA ss

TT L

[ ] )[ ] [ ] [ ]( )(∫ ∫ ⋅+++Ω
T L

s
T

s MMCdxdtSMV
0 0

1116

[ ] [ ] [ ][ ] ) ,211 dxdtSMVCC s
T+

[ ] [ ] { } { }( ) [ ] { } { }( )( ) ,
0 0

3311072 ∫ ∫ +Ω+−=
T L

sss
T dxdtMMCMMSA

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )( )[ ] ,11
2

1212
2

0 0
3 dxdtSMMMMSA ss

TT L
+Ω−+Ω= ∫ ∫

[ ] [ ] ,/1 dtSdC =   ./2 wT π=
$��������
������
�����������
������
�
�
�
����
����

�
��
���
������(����"��������/�����������
���!/�

P-+4Q)

$//����(�>������f��/�����/�
���
��(��
����
�(���

����(�
J�����������������N

( )[ ]{ } ( ){ }QPQQK = � ��4 

?�
�


( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( −−++= ∫ 13
2

421
0

s

TT
MVKpKKSQK

[ ] [ ] [ ]( ) )[ ]dxdtSMMMV ss 1212
2

6 +Ω−Ω �

[ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ][ ]( )∫ −+
T

ss
T dtSMVCMMC

0
21111 ,

( ){ } [ ] { } { }( )+−Ω= ∫ 107
0

ss

TT
MMVSQP

[ ] { } { }( )dtMMC s
T

331 +Ω ) ��5 

$��
��//����(���
�"�������������������
J������
��5 ��
�����
����
����
���������
�
����������� { }Q ����
��(�=
?�����
����)

4"
��3$ )!��
�?�3/�$

B������
����������
���/�/
��������������������
��
�����?���� ��
� ���
�� ���
�
�� 008,0=d ���� � ����A�
��

001,0=h ��� ��� �
�(��� � � 1=L �� ��� ������
�
�)���

��
���������
�/�/
�?���A
�����

���?���� 11101,2 ⋅=E &)

���
�"����������������������������
�
�
��/�/
��
N

0=x �� 0=v �� 0=∂∂ xv �

Lx = �� 022 =∂∂ xv �� 033 =∂∂ xv )

B�(���+E� ���?� ��
���
������� ��"������������ ��

������(� �����
�
�
��/�/
� ����
���(� �������
/
��
��

��� ��
� ��
J�
������� ��
� ������/�
����
�� ���?��
������
�����
��(�����
��������
�/
����
��)

�),
*"���
���
���������"�������� ( ) LLxq hs /33 = ��
��������������
���
J�
���� ω������
�������/�
����
� p N

1=L ��� 00 =x ��� 008,0=ind ��� 010,0=d ��
11101,2 ⋅=E �&

�),
-"���
���
���������"�������� ( ) LLxq hs /33 = ��
��������������
���
J�
���� ω�����
����?��
������� v N

1=L ��� 00 =x ��� 008,0=ind ��� 010,0=d ��
11101,2 ⋅=E &

�),
4"
���
���
���������"�������� ( ) LLxq hs /33 = �
��������������
���
J�
���� ω����(�����/

�� Ω N� 1=L ��

00 =x ��� 008,0=ind ��� 010,0=d ��� 11101,2 ⋅=E &

7"
��(!���)�(�

The nonlinear dynamic analysis of the rotating pipe
conveying fluid is presented.  The one-third sub-harmonic
amplitudes of the rotating cantilevered pipe conveying
fluid are obtained. The one-third sub-harmonic ampli-
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tudes depend on fluid pressure, flow velocity and angu-
lar velocity.
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