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二维空间中基于黎曼解的 SPH方法 
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摘要：应用传统的光滑粒子流体动力学(SPH)方法模拟激波问题能自主捕获波阵面，但是在接触间
断界面处却不可避免地存在压力振荡。采用黎曼解修正粒子对之间的相互作用，并将基于黎曼解的

SPH方法扩展到二维空间。通过对一维具有解析解的激波管问题和二维拟内爆问题的模拟，比较了
基于黎曼解的 SPH方法和传统的 SPH方法。数值结果表明，相对于传统的 SPH方法，基于黎曼解
的 SPH方法能够有效避免接触界面处的压力振荡，提高求解的精度。 
关键词: 光滑粒子动力学；黎曼解；激波 
中图分类号：O368          文献标识码：A 

1  引  言 

无网格光滑粒子(SPH)方法是一种具有拉格朗
日性质的纯无网格方法，从其提出到现在，已被发

展和应用到计算力学的各个领域[1-2]。由于SPH方法
在引入人工粘度后能对激波问题进行有效地模拟[3]，

并且能自动对波阵面进行捕获，SPH方法逐渐被应
用到具有强间断和高压的爆炸冲击过程[4-5]。虽然在

引入人工粘度后SPH方法能对冲击问题进行模拟，
但是在接触间断处仍存在一定的压力振荡，相对于

基于黎曼解的Godunov方法精度要低[6]。为了解决

在接触间断处的数值振荡以及提高SPH对激波问题
模拟的精度，Monaghan最先提出了将黎曼解的方法
与SPH方法结合起来[6]。虽然在Monaghan[6]提出的

方法中能有效提高激波问题的精度，减弱接触间断

处的压力振荡，但是由于只考虑了间断面处速度跳

跃一个因素，该方法并不具有一般性，对强爆轰问

题的模拟还是存在压力振荡以及较大的误差。文

献[7]构造了一系列的Godunov型的SPH方法，并对
一维问题进行了分析，但是在模拟强爆轰问题的时

候压力依然存在误差。文献[8]针对Godunov型的

SPH方法，研究了不同黎曼解的影响，并构造了基
于黎曼解的人工粘性，对一维激波等问题进行了有

效模拟，并有效减缓了爆轰波模拟时存在的压力振

荡和误差。文献[9-10]应用基于声波近似的黎曼解
来描述粒子点之间的相互作用，对一维激波管问题

和固体冲击问题进行了模拟。文献[11]也提出了与
Parshikov相近的方法，对一维激波管问题以及一维
飞片撞靶问题进行了有效模拟。 
在上述已有的基于黎曼解的SPH方法中，基本

都是以一维问题的模拟应用为主。虽然这些文献在

描述一维基于黎曼解的SPH方法时以矢量形式表
达，但是由于求解接触间断处的黎曼解时对相互作

用粒子间假设其分别位于接触间断面的左端和右

端。因此，当激波在多维空间传播的时候，接触间

断处的黎曼解与两个粒子在各坐标方向的相对位

置是相关的，这样导致描述二维以及三维空间的基

于黎曼解的SPH方法时难以用矢量表达式描述。本
文针对基于声波近似的黎曼解，以标量形式构造基

于黎曼解的SPH方法的统一表达式，将基于黎曼解
的SPH方法推广到二维应用，方程的形式同样适用
于一维或者三维空间。 
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2  传统的 SPH方法 

  在模拟激波的问题时，传统的 SPH方法主要采用
以下形式的离散方程描述无外力作用和无热源的

流体动力学问题 
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其中：ρ 、v、 p、u分别表示密度、速度、压力、
单位质量的内能； i和 j表示不同的粒子点；N 表
示粒子点 i 的相邻粒子的总数；光滑函数

( , )ij i jW W h= −x x ；x表示粒子的位置矢量；h为

光滑长度； ij∏ 为人工粘度； ( )ij i jv v vα α α= − 表示粒

子间的速度差； ixα
为标量形式的位置分量；上标

, 1, 2,3α β＝ 表示坐标方向。在本文中上标遵循张

量的字母指标法。 
  本文采用高斯光滑函数 
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的距离； B 在一维、二维、三维空间中分别为
1 21 (π )h 、 21 ( π )h 、

33 21 (π )h 。 
人工粘度用于抑制波后的数值振荡，此处选用

Monaghan型的人工粘度[12] 
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c为声速； IIα ， IIβ 为常数，取值一般为 1.0左右；

jiij vvv −= , v表示速度矢量。 

3 基于黎曼解的 SPH方法 

基于黎曼解的SPH方法中，设粒子之间的相互作
用存在于粒子间的接触表面，将粒子间的相互作用

近似于连续介质中的接触间断处理。在基于黎曼解

的Godunov型SPH方法中用黎曼解的声波近似[13]来

表示接触间断处的速度和压力，即将动量方程中的

压力项和能量方程中的速度项用黎曼解得到的压

力和速度表示。 
由声波近似得到接触间断处黎曼解的压力

( )ijpαβ ∗
和速度( )ijvα ∗
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式中粒子点处的速度( )R

ivα
和( )R

jvα
描述如下 
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，上标R指示基于黎曼解的

物理量。 
因为应用声波近似求解接触间断处的压力和

速度时，假设两个相互作用的粒子点分别位于接触

间断面的两端。因此在二维SPH近似过程中，基于
黎曼解的压力和速度与两个粒子点的坐标位置是

相关的，如式(6)～式(8)所示。 
利用接触间断处的黎曼解压力和速度对传统

的SPH离散方程中的对应项作如下近似替换，即 
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  上述方程为直接以黎曼解对相应物理量替代得
到的离散方程，为了进一步将基于黎曼解的 SPH离
散方程化成与传统 SPH离散方程相近的形式，采取
与文献[8]相似的处理方法，将黎曼解分解构造人工
粘性。首先，将接触间断处的黎曼解压力分解为下

面 a和b两部分  
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利用以下式子替换式(14)中的速度差，即 
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式中： ( )ij i jv v vα α α= − ； ( )ij i jx x xα α α= − 。 

  然后将第二部分( )ij b
pαβ ∗

作为人工粘性项，并且仅

在粒子相互靠近的时候才考虑。由此可以将式(14)
改写为 
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式中上标 1, 2,3k = 指示坐标方向，同样遵循张量的

字母指标法。 
在本文的数值算例中采用以下形式的基于黎

曼解的 SPH离散方程 
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4  数值算例 

为了对基于黎曼解的 SPH 方法的正确性进行
验证，先将上述基于黎曼解的 SPH离散方程退化到
一维空间，对具有解析解的激波管问题进行模拟。

然后对二维密封空间内的拟内爆问题进行模拟，以

测试和分析基于黎曼解的 SPH 方法在二维复杂流
动问题中的求解能力。以下两个算例都是采用 SI
标准单位制。 

4.1  一维激波管问题 
  本算例的物理模型为在封闭的管状容器内，初始
时刻管道中部有隔膜将具有不同状态的气体隔开，

然后突然将隔膜抽离，具有不同状态的两股气体相

互作用会产生激波、膨胀波和接触间断等物理现象, 
初始时刻位于隔膜两端气体状态为[3] 

0x ≤ ： 1 2.5 1u pρ = = =， ，  

0x > ： 0.25 1.795 0.1795u pρ = = =， ，  

在模拟过程中采用理想气体的状态方程为 

( )1p uγ ρ= −            (19) 

式中 1.4γ = 。在模拟中使用的 1000个粒子均匀分

布在区域 ( 0.6, 0.6)− 中。 

 
图 1  0.2st = 时激波管内密度的分布 

 

图 2  0.2 st = 时激波管内压力的分布 

 
图 3  0.2 st = 时激波管内速度的分布 

图 1、图 2、图 3分别给出了在 t=0.2s时刻激波
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管内的密度，压力、速度分布。由图 1可见，传统
的 SPH 方法比基于黎曼解的 SPH 方法在接触间断
处和稀疏波处的密度求解精度都比较高，但是两种

方法在全局上都能与精确解有较好的吻合。在图 2
的压力分布中，传统的 SPH方法在稀疏波处的精度
比基于黎曼解的 SPH方法高，但是在接触间断处，
传统的 SPH方法出现了较强的数值振荡，而基于黎
曼解的 SPH 方法虽然也存在振荡，但是比传统的
SPH方法要稳定得多。在图 3的速度分布中，两种
方法都与精确解有较好的吻合，同样是在稀疏波处

传统的 SPH方法比基于黎曼解的求解精度要高。 
虽然在密度分布上传统的 SPH 方法相对于基

于黎曼解的 SPH方法精度较高，而且在稀疏波处传
统的 SPH 方法求解结果都比基于黎曼解的求解结
果好，但是从全局来看，基于黎曼解的 SPH方法和
精确解也是有比较好的吻合的。在这里需要指出的

是，在接触间断处传统 SPH方法存在较为严重的压
力振荡，并且此处压力振荡造成的影响远大于基于

黎曼解的 SPH 方法在密度分布和稀疏波处误差的
影响。这种影响在随后二维问题的数值计算将更为

显著，特别是当计算时间历程较长的时候，存在的

压力振荡将会导致较大的数值误差并有可能导致

计算崩溃。 
4.2  二维拟内爆问题 
此处采用文献[14]提出的二维拟内爆模型，此

模型是典型的二维激波问题。与一维模型类似，但

是此模型激波是沿着二维空间的两个方向传播，并

且由于是在封闭容器内，气体与容器壁作用以及不

同状态气体间的相互作用会导致流动变得越来越

复杂。图 4给出了二维拟内爆问题初始时刻的状态
以及几何构型，初始时刻不同状态静止的两股气体

由隔膜隔开，由隔膜的突然抽离开始相互作用。固

壁使用镜面对称虚粒子来模拟。气体的状态方程采

用如式(19)的理想气体状态方程。 

 

图 4 二维拟内爆问题的模型[14] 

图 5为不同时刻的压力分布等值线图，其中给
出了传统的 SPH 方法、基于黎曼解的 SPH 方法以
及文献[14]的求解结果。由图可见，在前期激波传
播尚未在壁面发生发射时，传统的 SPH方法和基于
黎曼解的 SPH方法获得的结果相当吻合，并且存在
于传统 SPH方法中的压力振荡并不明显。然而随着
流动的发展，激波在壁面发生反射，气体流动变得

复杂时，传统 SPH方法在接触间断处存在的压力振
荡逐渐变得突出，并且会一直影响随后的求解，最

终导致计算崩溃。基于黎曼解的 SPH方法能有效处
理接触间断处的压力振荡。 
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(a) 基于黎曼解的 SPH方法求解结果        (b) 传统的 SPH方法求解结果               (c) 文献[14]的求解结果 

图 5 不同时刻的压力等值线 

  

(a) 基于黎曼解的 SPH方法求解结果 

 

(b) 传统的 SPH方法求解结果 

图 6 不同时刻的密度等值线 
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图 6给出了不同时刻密度分布等值线，由于求
解密度时，两种 SPH 方法都是采用直接密度求和
法，只与相邻粒子的距离相关，压力的直接影响很

小，因此传统的 SPH 方法和基于黎曼解的 SPH 方
法的密度分布等值线也是相近的。图 7和图 8分别

给出了沿着水平线 y＝0.3不同时刻的压力和密度分
布。由图 7可以更为直观得看到传统 SPH方法在求
解此问题的时候存在的压力振荡，并且相对于一维

激波的振荡更严重。从图 8得到密度分布的结果可
见，密度的分布两者是基本吻合的。

 
 

图 7  沿着水平线 0.3y = 不同时刻的压力分布 

 

                      
图 8 沿着水平线 0.3y = 不同时刻的密度分布 

5  结  论 

本文采用黎曼解的近似方法对 SPH 方法进行
修正，有效处理了在求解激波问题时接触间断面存

在的压力振荡。由于在求解接触间断面处的压力和

速度的黎曼解的时候是假设粒子点分别位于接触间

断面的左端和右端进行求解的，因此难以使用统一

的矢量表达式对二维空间中的基于黎曼解的 SPH
方法进行描述。文中以标量的形式给出了基于黎曼

解的 SPH方程，不仅适用于二维空间，同样可应用
于一维和三维空间。通过一维激波管算例对基于黎

曼解的 SPH 方法与传统的 SPH 方法对比，验证了
本文构造的基于黎曼解的 SPH方法的正确性，并且
能够有效处理传统的 SPH 方法中存在的压力振荡
问题。基于黎曼解的 SPH方法在稀疏波处还是存在
着一些误差，但是这些误差的影响远远不如压力振

荡造成的影响大。传统的 SPH方法在二维拟内爆问
题的模拟中压力振荡的问题更加突显，而基于黎曼

解的 SPH 方法却能有效且稳定地对此复杂流动问
题进行模拟。 
    由于应用 SPH方法对激波进行求解的时候，能
自动捕获波阵面的运动，不需要通过特别的处理追

踪波阵面，而基于黎曼解的修正进一步提高了 SPH
方法的求解精度，这对于 SPH方法在涉及冲击波传
播的问题中的应用具有一定的意义。 
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