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摘　要　从各向异性弹性波的有限元正演方程出发 ,导出了反问题中时间域雅可比矩阵求解的计算公式. 它具有

与时间域有限元正演方程相同的表达形式 ,故可通过有限元正演计算来获得雅可比矩阵. 研究了有限元正演算法

的效率和精度、吸收边界条件等方面的问题 ,以提高反演系统的效率和精度. 在此基础上 ,实现了叠前全波场各向

异性弹性参数反演. 计算表明 ,在初始模型偏离真实模型较大的情况下 ,层状模型和横向不均匀模型的反演结果均

能准确地收敛到真实模型上.
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Abstract　From the finite element equation of anisotropic elastic waves , an expression is derived for directly

calculating the Jocobi matrix. It has the same form as the finite element forward modeling equation. So all the

elements of Jocobi matrix can be got through finite element forward modeling. To improve the efficiency and

accuracy of the inversion system , problems such as the efficiency and accuracy of the forward modeling system ,

absorbing boundary conditions and so on , are also studied. Finally , anisotropic model inversion is carried out

with the finite element inversion system. The inversion results of a stratified model and a transversely

heterogeneous model accord with real models very well , even though the initial modes have great deviations.
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1　引　言

近二三十年来 ,基于声波和各向同性弹性波的

物性参数反演理论得到了快速发展[1 ,2 ] . 在现有的

反演方法中 ,走时反演因其稳定性好、计算量较小等

优点在理论上和实际应用中都已取得可喜成

果[3～7 ] ,但走时反演只利用了一定类型波场的走时

信息 ,并且走时只对速度的长波长部分敏感 ,因此走

时反演得到的是一种经过圆滑的分辨率较低的结

果. 要想更多地利用地震波的运动学和动力学信

息 ,以获取分辨率较高的结果 ,只有选择波形反

演[8 ,9 ] . 对于各向异性地震波来说 ,波速随传播方向

和介质各向异性的强弱发生复杂的变化 ,在弱各向

异性介质中 ,可以通过近似算法来得到波的走时和

射线路径 ,从而进行走时成像反演[6 ,7 ] ,当介质的各

向异性较强时 ,计算走时和射线路径就变得极其困

难 ,相应的走时反演也就难以实现. 因而 ,研究波形

反演技术对各向异性介质显得尤为重要.

目前 ,各向异性波波形反演方面的工作还不是

很多. 何樵登等[10 ]研究了层状裂隙介质的遗传算法

反演问题 ;周辉等[11 ]对各向异性波形的最优化反演

方法做了理论研究 ;傅旦丹等[12 ]采用坐标扰动法进

行了一维正交各向异性介质的波形反演 ;Sen等[13 ]、
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Plessix[14 ]和 Ji等[15 ]在τ- P域内对层状 TI(横向各

向同性)介质进行了反演研究 ;de Hoop 等[16 ]研究了

基于 GRT(广义拉当变换)的三维散射波线性渐近各

向异性参数反演. 以上工作都不是地面叠前全波场

反演 ,然而 ,地面叠前全波场炮集记录是地震勘探中

采集得最多的第一手原始资料 ,它包含面波、直达

波、各类反射波、衍射波及其他一切波动效应 ,含有

最充分的地震波运动学和动力学信息 ,因此 ,采用叠

前全波场资料来反演各向异性弹性参数 ,对于减小

反演的多解性、提高解的精度有重要意义. 并且 ,叠

前全波场反演无需进行波场的识别与分离及其他有

关处理工作 ,因而极大地减轻了处理中的困难和处

理人员的工作量 ,也减少了处理中的人为因素. 对

叠前全波场反演的优越性已开始引起了研究者的兴

趣 ,杨顶辉等[17 ]用有限差分法对全波场各向异性弹

性参数反演进行了研究 ,但只实现了用 qSH波资料

反演一个两层 TI模型的垂向和水平速度 ;张秉铭

等[18 ]对杨顶辉等的方法做了进一步发展 ,利用两分

量炮集记录反演了一个三层 TI模型的 C11和 C33两

个弹性参数. 鉴于有限元算法的高精度性及其在地

震波正反演方面的成功应用[19 ,20 ] ,本文利用有限元

方法实现了各向异性弹性参数的时间域叠前全波场

反演. 许琨等[21 ]的同期工作采用类似方法实现了频

率域声波介质的单参数反演.

2　方法原理

2. 1　反问题线性方程组的建立

按非线性问题线性化的反问题求解的一般步

骤 ,首先对将要求解的二维区域参数化 ,反映在本文

的有限元反演系统中 ,就是将待求解模型剖分成一

系列小单元 ,在每一小单元内 ,取各弹性参数为常

数. 设参数化之后模型的弹性参数向量 C = ( C1 ,

C2 , ⋯, CL) T , L 为总参数的个数 ,则参数化之后的非

线性方程组为

Uk = Uk ( C) , 　k = 1 ,2 , ⋯, K (1)

其中 , Uk 为第 k 个观测值 , K为资料点数目或方程

个数. 如果可以根据先验知识给出模型参数的初始

猜测为 C0 = ( C0
1 , C0

2 , ⋯, C0
L ) T ,则在 C0 点 ,可以把

(1)式用 Taylor级数进行展开为

Uk = Uk ( C0) + ∑
L

l =1

5Uk ( C0)

5Cl
( Cl - C0

l) +

∑
L

l = 1

5 2Uk ( C0)

5 2Cl

( Cl - C0
l)

2

2 !
+ ⋯ (2)

　　将 (2)式中二次以上的项忽略掉 ,就可得到线性

化的反演表达式

Uk = Uk ( C0) + ∑
L

l = 1

5Uk ( C0)

5Cl
( Cl - C0

l) , (3)

其中 , Uk ( C0)为模型参数为 C0 时第 k 点的理论正

演结果.

令

ΔC =

C1 - C0
1

C2 - C0
2

…

CL - C0
L

, ΔU =

u11 x - u11 x ( C0)

u11 z - u11z ( C0)

…

u1 Nx - u1Nx ( C0)

u1 Nz - u1Nz ( C0)

…

uM1 x - uM1 x ( C0)

uM1 z - uM1 z ( C0)

…

uMNx - uMNx ( C0)

uMNz - uMNz ( C0)

,

A =

5u11 x ( C0)

5C1
⋯

5u11 x ( C0)

5CL

5u11z ( C0)

5C1
⋯

5u11 z ( C0)

5CL

…

5u1 Nx ( C0)

5C1
⋯

5u1 Nx ( C0)

5CL

5 u1 Nz ( C0)

5C1
⋯

5u1 Nz ( C0)

5CL

…

5uM1 x ( C0)

5C1
⋯

5uM1 x ( C0)

5CL

5uM1z ( C0)

5C1
⋯

5uM1 z ( C0)

5CL

…

5uMNx ( C0)

5C1
⋯

5uMNx ( C0)

5CL

5uMNz ( C0)

5C1
⋯

5uMNz ( C0)

5CL

其中 , M为总道数 , N 为每道的采样点数 , A 为雅可

比矩阵 ,又称灵敏度矩阵 , ui j x与 ui jz分别表示第 i 道

第 j个采样点的观测值的 x 分量和 z 分量 , ui j x ( C0)

与 ui jz ( C0)分别表示第 i道第 j 个采样点在 C0点的

理论正演值的 x分量和 z分量. 这时 ,由 (3)式有

ΔU = AΔC , (4)

(4)式即为反演方程的矩阵形式. 通过求解 (4)式 ,
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可以获得对初始模型参数的修正值ΔC ,通过迭代

求解 ,直至修正量小到可以忽略 ,就可以得到模型参

数的逼近值.

2. 2　雅可比矩阵的求解

由 (4)式可知 ,反演的一个关键点是求解雅可比

矩阵. 本文采用精度高、灵活性好的有限元素法求

取雅可比矩阵. 弹性波的有限元方程为

MÜ + KU = F , (5)

其中 , M , K, F 与 U 分别为质量矩阵、为刚度矩阵、

为节点外力向量与为节点位移向量 , Ü 为 U 对时间

的二阶导数.

将 (5)式两边同时对弹性参数 Cl ( l = 1 , 2 , ⋯,

L )求偏导 ,有

M
5Ü
5Cl

+ K
5U
5Cl

+
5 K
5Cl

U = 0 , (6)

这里 ,称 5 K
5 Cl
为刚度矩阵对弹性参数 Cl 的刚度偏导

数矩阵. 令 Gl =
5 U
5 Cl

, Rl = -
5 K
5 Cl

U ,则 (6)式变为

MG̈l + KGl = Rl . (7)

　　以上表明 ,通过正演得到了模型各节点各时刻

的波场数据之后 ,就可以通过 (7)式再利用有限元正

演系统获得地面各接收点不同时刻对应 Cl 的雅可

比矩阵系数. 经过多次正演即可求出全部弹性参数

对应的雅可比矩阵系数 ,将它们组合在一起就形成

了求解反问题的雅可比矩阵.

2. 3　反演方程组的求解

得到了雅可比矩阵之后 ,由实际观测资料与迭

代模型的正演波场相减得到ΔU ,从而可进行反演

方程组 (4)的求解. 关于线性方程组的求解有多种

方法 ,由于在地球物理反问题中 , (4)式往往具有欠

定病态的特征 ,故在反演系统中采用阻尼最小二乘

QR分算法求解. 它是一种比较成熟的算法 ,在此不

再赘叙. 利用求得的ΔC 修改迭代模型 ,重复迭代

反演过程 ,直到获得最后的稳定解.

3　反演系统中的几个技术要点

3. 1　弹性参数的刚度偏导数阵的计算

记弹性参数 Cl ( l = 1 ,2 , ⋯, L )的总体刚度偏导

数矩阵为 K′,即

K′=
5 K
5Cl

, (8)

式中 , K为总体刚度矩阵.

根据总体刚度矩阵的形式 ,有

K′=

5 ∑
N

e

j = 1

Ke

5Cl
= ∑

n

j = 1

5 Ke

5Cl
, (9)

式中 , Ke为单元刚度矩阵 , Ne为单元总个数. (9)式

表明 ,只要分别求出各单元刚度矩阵对 Cl 的偏导数

阵 ,然后采用集成总体刚度矩阵相同的办法来组合

全体单元刚度矩阵的偏导数阵 ,便可以得到弹性参

数 Cl的总体刚度偏导数阵 K′.

将 Ke =∫∫
S

e

B T CBd s代入 (9)式得

5 Ke

5Cl
=∫∫

S
e

B T 5 C
5Cl

Bd s , (10)

式中 C为单元介质的弹性矩阵 , B = LN , L 为偏导

数算子矩阵 , N 为插值函数矩阵. 由 (10)式可知 ,

5 Ke

5 Cl
只与单元形状和位移插值函数的形式有关 ,与

单元介质的物性无关.

3. 2　吸收边界条件

人工截断边界上吸收边界条件的好坏对波场正

反演问题有重要作用. 本文采用廖振鹏使用的离散

透射边界[22 ]和 Sarma衰减边界[23 ]的组合边界.

令 x = 0 , x = a , z = h 分别表示模型的左边界、

右边界和底边界 ,则廖振鹏离散透射边界的二维表

达形式为

U (0 , z , t +Δt)

= ∑
n

i = 1

( - 1) i +1 Cn
i U ( ivΔt , z , t - ( i - 1)Δt) ,

U ( a , z , t +Δt)

= ∑
n

i = 1

( - 1) i +1 Cn
i U ( a - ivΔt , z , t - ( i - 1)Δt) ,

U ( x , h , t +Δt)

= ∑
n

i = 1

( - 1) i +1 Cn
i U ( x , h - ivΔt , t - ( i - 1)Δt) .

(11)

其中 , U (0 , z , t +Δt) , U ( a , z , t +Δt) , U ( x , h , t +

Δt)分别表示 t +Δt时刻左边界、右边界和底边界节

点的位移值 , v为人工透射速度 , n为边界条件的阶

数 , Cn
i =

n !
( n - i) ! i !

、等式右边所取的 U 值点通常

不会正好落在网格节点上 ,故需利用网格节点进行

插值计算 ,本文采用的是二次内插.

Sarma衰减边界是在有限元方程中引入 Rayleigh

阻尼衰减项得到的 ,其形式为

MÜ + C·U + KU = F , (12)
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式中 , C为衰减 (阻尼)矩阵. 在边界部位的吸收带

内 , C =ξM +ηK ,ξ,η为吸收系数 ;对于其他节点 ,

C = 0.

研究表明[10 ] ,透射加衰减组合边界是一种较好

的吸收边界处理方案 ,对于各向异性波 ,它具有较好

的吸收效果和稳定性能.

由于 Gl在空间的分布也是一种场 ,其有限元求

解过程类似于位移场的传播 ,故可采用与位移场相

似的吸收边界条件.

3. 3　正演系统的效率和精度

在反演中 ,为提高正演系统的效率和精度 ,采取

了如下措施 :

(1) 在相同节点的情况下 ,矩形单元的计算精

度要比三角形单元高许多[24 ] ,同时考虑到设计震源

和边界处理的方便性 ,采用相同大小正方形单元剖

分求解区域. 由于正方形单元的长短边之比为 1 ,故

避免了解的方向性偏差.

(2) 以集中质量矩阵代替协调质量矩阵 ,避免

了由于有限元方程求解带来的巨大的矩阵求逆运

算 ,同时也减少了数值计算误差引入的可能性.

(3) 采用动态内存管理和灵活的数据类型分配

技术 ,提高了系统的灵活性和精度.

4　模型反演计算

下面通过两个理论模型的反演实算来验证本文

有限元各向异性弹性参数反演系统的可行性与可靠

性. 考虑到在实际生产中 ,常规解释结果可以较为

准确地给出地下介质的初步几何结构 ,为此 ,按几何

结构进行物性分块. 认为同一几何结构分块中的有

限元各单元具有相同的物性 ,以减少未知数的个数 ,

从而大大减少了内存使用量和计算量 ,同时也提高

了反演的稳定性和精度. 在下面的反演模型中 ,各

向异性介质是最为常见的一类重要的各向异性介质

———TI介质. 反演时 ,假定震源子波和介质的密度

均已知 ,只反演与 qP波和 qSV波有关的 C11 , C13 ,

C33和 C55这 4个参数.

4. 1　模型Ⅰ(均匀层状模型)

图 1a为 3层均匀层状模型 ,其物性参数见表 1 ,

表中给出了弹性参数和 Thomsen参数两种形式. 其

中 ,介质①、②为 TI介质 ,介质③为各向同性介质.

图 1 (b ,c)是采用有限元法制作的地面观测记

录. 炮点位于模型地表中点 ,震源为爆炸源 ,震源子

波为高斯子波 ,道间距为 5m ,采样间隔为 0. 5ms.

图 1 (b ,c)经过了振幅增强处理 ,但反射波还是很弱 ,

面波及直达波都很强 , 它们的真实强度要比层界面

反射波高出 2～3个数量级 ,这种资料对反演方法是

一个很大的挑战.

由于实际生产中 ,通常只能较方便地给出地层

的 P波和 S波初始速度 ,而且要求初始速度与真实

模型能够有较大的偏差. 因此 ,这里给出一个匀速

各向同性模型作为初始模型. 设定的初始速度

V P = 3800. 0m/ s , VS = V P/ 3≈2194. 0m/ s . 显然 ,这

个初始模型与真实模型有很大偏差.

表 2 是迭代反演的最后结果. 可以看出 ,各向

同性层和各向异性层都被准确地反演出来 ,反演结

果很好地收敛到真实模型上.

图 1　模型Ⅰ几何结构及合成炮集记录
(a) 模型Ⅰ; (b) x分量 ; (c) z分量.

Fig. 1　The geometrical structure and synthesized shot gather sections of model Ⅰ
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表 1　模型Ⅰ物性参数

Table 1　The physical parameters of model Ⅰ

介质编号 C11/ (1010N·m - 2) C13/ (1010N·m - 2) C33/ (1010N·m - 2) C55/ (1010N·m - 2) α0/ (m·s - 1) β0/ (m·s - 1) ε δ ρ/ (kg·m - 3)

① 3. 9882 1. 6218 2. 8900 0. 8556 3400. 0 1850. 0 0. 19 0. 17 2500

② 4. 7291 1. 9800 3. 4773 1. 0570 3700. 0 2040. 0 0. 18 0. 20 2540

③ 4. 5864 1. 5288 4. 5864 1. 5288 4200. 0 2424. 9 0 0 2600

　　注 : C11 , C13 , C33 , C55为介质的弹性参数 ,α0 ,β0 ,ε,δ为 Thomsen参数 ,ρ为密度 ,下同.

表 2　模型Ⅰ反演结果

Table 2　The inversed result of model Ⅰ

介质编号 C11/ (1010N·m - 2) C13/ (1010N·m - 2) C33/ (1010N·m - 2) C55/ (1010N·m - 2) α0/ (m·s - 1) β0/ (m·s - 1) ε δ

① 3. 9882 1. 6218 2. 8900 0. 8556 3340. 0 1850. 0 　0. 19000 　0. 17000

② 4. 7290 1. 9800 3. 4773 1. 0570 3700. 0 2040. 0 　0. 17999 　0. 19998

③ 4. 5861 1. 5284 4. 5863 1. 5288 4200. 0 2424. 9 - 0. 00003 - 0. 00007

4. 2　模型Ⅱ(横向不均匀模型)

横向不均匀模型的反演比层状模型的反演具有

更重要的实际意义 ,难度也更大. 图 2 (a)是模型 Ⅱ

的几何结构 ,其物性参数见表 3. 对于此模型 ,采用

与模型Ⅰ相同的正演方式得到了合成地面观测记录

(图 2 (b ,c) ) . 可以看出 ,剖面中的反射信号很弱 ,淹

没在能量极强的面波和直达波之中. 反演时 ,也采

用一个与真实模型有很大偏差的匀速各向同性模型

作为初始模型. 初始模型的速度为 : VP = 3900m/ s ,

VS = V P/ 3≈225117m/ s. 表 4是反演迭代稳定后的

结果 ,它同真实模型能够较好地吻合 ,表明本文反演

系统能够较精确地反演复杂的横向不均匀模型.

为检验本文反演系统的抗噪能力 ,在图 2 (b ,c)

合成记录中加入约为反射波能量的 50 %左右的随

机噪声 ,得到了含噪声剖面 (图 3) ,采用与上面相同

的匀速各向同性初始模型 ,对含噪声资料进行反演 ,

表 5是最后的反演结果。可以看出 ,本文反演系统

具有一定的抗噪能力 , 对含噪声资料能得到较好的

图 2　模型Ⅱ几何结构及合成炮集记录
(a) 模型Ⅱ; (b) x分量 ; (c) z分量.

Fig. 2　The geometrical structure and synthesized shot gather sections of model Ⅱ

表 3　模型Ⅱ物性参数

Table 3　The physical parameters of model Ⅱ

介质编号 C11/ (1010N·m - 2) C13/ (1010N·m - 2) C33/ (1010N·m - 2) C55/ (1010N·m - 2) α0/ (m·s - 1) β0/ (m·s - 1) ε δ ρ/ (kg·m - 3)

① 3. 9882 1. 6218 2. 8900 0. 8556 3400. 0 1850. 0 0. 19 0. 17 2500

② 4. 7291 1. 9800 3. 4773 1. 0570 3700. 0 2040. 0 0. 18 0. 20 2540

③ 4. 1280 1. 3760 4. 1280 1. 3760 4000. 0 2309. 4 0 0 2580

④ 4. 7291 1. 9800 3. 4773 1. 0570 3700. 0 2040. 0 0. 18 0. 20 2540

⑤ 4. 5864 1. 5288 4. 5864 1. 5288 4200. 0 2424. 9 0 0 2600
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结果。反演结果也表明 ,噪声对波形反演的影响随 介质所处深度的增加 (即信噪比的减小)而增大。

表 4　模型Ⅱ反演结果

Table 4　The inversed result of model Ⅱ

介质编号 C11/ (1010N·m - 2) C13/ (1010N·m - 2) C33/ (1010N·m - 2) C55/ (1010N·m - 2) α0/ (m·s - 1) β0/ (m·s - 1) ε δ

① 3. 9882 1. 6218 2. 8900 0. 8556 3400. 0 1850. 0 0. 19000 0. 17000

② 4. 7291 1. 9800 3. 4772 1. 0570 3700. 0 2040. 0 0. 18001 0. 20002

③ 4. 1280 1. 3760 4. 1280 1. 3760 4000. 0 2309. 4 0. 00000 0. 00000

④ 4. 7291 1. 9800 3. 4772 1. 0570 3700. 0 2040. 0 0. 18001 0. 20001

⑤ 4. 5869 1. 5292 4. 5864 1. 5288 4200. 0 2424. 9 0. 00005 0. 00010

图 3　模型Ⅱ含随机噪声合成记录
(a) x分量 ; (b) z分量.

Fig. 3 Synthesized noise2bearing shot gather sections of model Ⅱ

表 5　模型Ⅱ含噪声资料反演结果

Table 5　The inversed result of model Ⅱwith noise2bearing data

介质编号 C11/ (1010N·m - 2) C13/ (1010N·m - 2) C33/ (1010N·m - 2) C55/ (1010N·m - 2) α0/ (m·s - 1) β0/ (m·s - 1) ε δ

① 3. 9878 1. 6215 2. 8901 0. 8556 3400. 1 1850. 0 0. 18990 0. 16981

② 4. 7243 1. 9968 3. 4976 1. 0545 3710. 8 2037. 5 0. 17537 0. 19553

③ 4. 1765 1. 3732 4. 1309 1. 3737 4001. 4 2307. 5 0. 00552 - 0. 00247

④ 4. 7176 1. 9844 3. 4782 1. 0563 3700. 5 2039. 3 0. 17816 0. 20067

⑤ 4. 5021 1. 5357 4. 5772 1. 5196 4195. 8 2417. 5 - 0. 00821 - 0. 00054

5　结论与讨论

5. 1　从时间域有限元正演方程出发 ,导出了直接计

算雅可比矩阵的表达式 ,它具有较高的计算精度.

虽然其计算费机时 ,但由于采取了一系列提高正演

效率的措施 ,使本文方法仍有较高的计算效率. 另

外 ,本文的透射加衰减边界条件具有较好的吸收效

果和稳定性能 ,它进一步保证了反演系统的精度.

5. 2　在初始模型偏离真实模型较大的情况下 ,层状

模型和横向不均匀模型的反演结果均能准确地收敛

(真实模型) ,表明本文反演方法具有较高的精度.

含噪声资料的反演结果也能较好地逼近真实模型 ,

表明反演系统具有一定的抗噪能力. 由于反演时所

用资料为包括面波、直达波和各类反射波在内的全

波场资料 ,含有最充分的地震波运动学和动力学信

息 ,避免了波场识别与分离的困难 ,因而本文反演方

法在各种地震勘探中均有较好的实用化前景.

5. 3　为减小计算量、降低反演的多解性 ,本文模型

假定已知 . 实际勘探中 ,常规处理解释可参照一个

比较准确的工区几何结构模型 ,但是 ,这个模型多

少会有一定的误差 ,该误差对反演结果的影响程度
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及其如何克服 ,需进一步研究 . 实际资料中存在各

种噪声 ,将影响波形反演的精度和稳定性 ,因此提

高反演系统的抗噪能力是全波场反演的一项重要

内容 .

5. 4　本文全波场各向异性弹性参数反演数据多 ,计

算量大 ,要想达到实用化的目标 ,需进一步提高反演

系统的计算效率 ,减少系统的内存量.
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