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基于 BISQ模型的双相介质位移场 Green 函数

申义庆　杨顶辉
清华大学数学科学系 ,北京　100084

摘　要 　以 BISQ 模型的波传播方程为基础 ,研究了弹性波在孔隙各向同性介质中的传播速度及与流体的 Biot 流
动和喷射流动力学机制的关系 ,进一步利用场势分解和δ函数的性质 ,给出了同时受 Biot 流动和喷射流动两种动
力学机制作用下 ,两相介质波场位移在集中力作用下的 Green 函数 ,并讨论了喷射流动在 Green 函数中的表现形式
和作用.
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THE GREEN FUNCTION OF TWO2PHASE MEDIA BISQ MODEL

SHEN Yi2Qing 　YANG Ding2Hui
Department of Mathematical Sciences , Tsinghua University , Beijing 100084 , China

Abstract 　Based on the BISQ model , we studied the elastic wave speed in two2phase porous isotropic media

and its relation with Biot2flow and squirt2flow. The Green function is obtained for a point load in the two2phase

porous isotropic media using the decomposition of the field potencial and the properties of Delta function. The

expression and effects of squirt2flow in BISQ2Green function are discussed.
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1 　引　言

Biot 流和喷射流是孔隙介质中流体流动的两种
主要形式. 基于 Biot 流动形式 ,Biot

[1 ,2 ] 建立了孔隙
介质中的弹性波传播方程. 虽然 Biot 理论奠定了研
究孔隙介质中地震波传播理论的基础 ,并已得到广
泛应用 ,但是 Biot 理论难以对地震波在许多岩石中
存在的强衰减和高频散现象作出合理解释. 1993

年 ,Dvorkin 等[3 ]基于孔隙各向同性一维问题 ,将 Biot

流动和喷射流动两种力学机制结合起来 ,提出了统
一的 Biot2Squirt (BISQ) 模型. 1998 年 ,杨顶辉[4 ] 基于
固 - 流附加质量耦合密度各向异性的假设 ,推导了
BISQ 模型的流体压力或压力变化率 ,建立了能同时

处理 Biot 流和喷射流动力学机制的孔隙各向异性介
质中弹性波传播方程 ,同时 ,在假设固体颗粒本身为
各向同性的条件下 ,简化了孔隙弹性系数与干燥孔
隙介质弹性常数之间的关系 ,给出孔隙各向同性介
质中的 BISQ 模型方程[5 ,6 ]

.

Green 函数在分析波位移场、多分量正演模拟[7 ,8 ]

以及波场散射分析等研究中具有重要意义[9～11] . 20

世纪 70 年代开始 ,基于 Biot 模型的关于集中力作用
下两相饱和介质位移场 Green 函数取得了一系列的
研究成果[10～14 ]

,为研究双相介质中的地震传播规律
奠定了基础. 但所有这些结果都只包含了孔隙介质
中流体的 Biot 流动力学机制 , 而未考虑流体流动的
另一重要力学机制 ———喷射流动. 因此 ,基于 Biot

模型的 Green 函数的应用受到很大限制.
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　　本文以含流体孔隙各向同性介质中的 BISQ 模

型方程为基础 ,研究弹性波的传播速度及与喷射流

动系数的关系 ,并利用场势分解和δ函数的性质 ,

求取包含两种力学机制的双相各向同性介质中位移

场在集中力作用下的 Green 函数. 讨论快、慢纵波和

横波与孔隙介质中流体的 Biot 流动和喷射流动之间

的关系.

2 　双相各向同性介质的 BISQ 模型波
传播方程

　　基于 BISQ 模型 ,孔隙各向同性介质下波的传播

方程为[4 ]
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式中 ,ρ12 = - ρa ,ρ22 = <ρf +ρa ,ρ1 = (1 - <)ρs ,ρ2 =

<ρf . ui 和 Ui ( i = x , y , z) 分别表示固体和流体在第

i 个方向的位移分量 , P 为流体压力 ,ρs 、ρf 分别为

固体和流体密度 , < 为孔隙度 ,η为流体粘滞系数 ,

ρa 为固 - 流质量耦合附加密度 , k11为渗透率 ,λ,μ

为弹性常数 , F1 为 Biot 流动系数 , S1 为喷射流动系

数 ,α11为有效应力之孔隙弹性系数.

将式 (1e)代入式 (1a)～ (1d) ,可得

μ Δ2
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其中 Δ为哈密尔顿算子 , u = ( ux , uy , uz )
T , U = ( Ux ,

Uy , Uz )
T
.

3 　Biot 流动和喷射流动作用下的弹性
波传播

　　考虑无黏性耗散 (η= 0) 的情形 ,与 Biot 方法类

似[1 ]
,记

e = Δ·u ,ε = Δ·U ,

ω = Δ×u , Ω = Δ×U .

对 (2)式两端取散度 ,利用哈密尔顿算子 Δ的运算法

则 ,有

λ+ 2μ +
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(3)

对 (2)式两端取旋度 ,有

μ Δ2ω =
5 2

5 t
2 (ρ1ω +ρ2Ω) ,

0 =
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5 t
2 (ρ12ω +ρ22Ω) .

(4)

从 (4)式中消去Ω ,有

ρ22μ

Δ2ω = (ρ1ρ22 - ρ2ρ12 ) 5 2ω
5 t

2 , (5)

此为一旋转波 ,波速为

VS = ρ22μΠ(ρ1ρ22 - ρ2ρ12 ) , (6)

且有

Ω = -
ρ12

ρ22
ω. (7)

　　从 (6)式可看出 ,公式中并未含有体现流体喷射

流动特征的喷射流动系数 S1 ,这表明在含流体的多

孔隙各向同性介质中 ,流体的喷射流动对横波没有

影响.

现考虑方程 (3) ,为简洁起见 ,设
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A11 = λ+ 2μ +
a11 - <

<
a11 F1 S1 , A12 = a11 F1 S1 ,

A21 = F1 S1 ( a11 - <) , A22 = <F1 S1 .

此时 ,方程 (3)可写为

Δ2
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5 2

5 t
2 (ρ1 e +ρ2ε) ,

Δ2
A21 e + Δ2

A22ε =
5 2

5 t
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(8)

将方程 (8)的解写为如下简谐波形式

e = C1 e
[ i ( lx + at) ]

,

ε = C2 e
[ i ( lx + at) ]

,
(9)

式中 C1 和 C2 为常数 ,其波速 V 为

V = aΠl , (10)

其中 l 为波数 , a 是角频率. 则由 (8)～ (9)式可得
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2
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2
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2
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2
,
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2 = C1ρ12 a
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2 .
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(11)式有非零解 ,要求
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2
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2 ) ( A22 l

2
- ρ22 a

2 )

- ( A12 l
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2 ) ( A21 l
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即

(ρ1ρ22 - ρ2ρ12 ) V
4

- (ρ1 A22 +ρ22 A11 - ρ2 A21

- ρ12 A12 ) V
2

+ ( A11 A22 - A12 A21 ) = 0.

由此可求得两个传播速度 V1 与 V2 (有四个解 ,符号

不同分别表示波传播的不同方向) ,它们分别对应于

两相介质中的快纵波速和慢纵波速. 由于波速方程

(12)的系数中同时含有 Biot 流动系数 F1 和特征喷

射流动长度 S1 ,说明快、慢纵波的相速度不仅与Biot

流动有关 ,而且也受喷射流动的影响.

由 (9)式和 (11) 式以及 V1 、V2 ,可知 (本文公式

中 ,如无特别说明 ,则不表示张量求和法则)
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2
i
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2
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ei ,

或εi =
A21 - ρ12 V

2
i

ρ22 V
2
i - A22

ei , ( i = 1 ,2) . (13)

公式 (13)表明 :对快纵波和慢纵波 ,流体位移与固体

位移存在一个比例关系 ,即

Ui = ξi ui ,ξi =
A11 - ρ1 V

2
i

ρ2 V
2
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,
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2
i

ρ22 V
2
i - A22

, ( i = 1 ,2) . (14)

显然比例系数ξi 是与喷射流动系数有关的量 ,表明

固相和流相快、慢纵波的位移比受喷射流动的影响.

4 　集中力作用下基于 BISQ 模型的
Green 函数

　　考虑辐射频率为ω的时间调和运动 ,并有集中

力 F = F0 g ( t)δ( x - ζ) K( F0 为力的大小 ,δ是 Di2

rac 函数 , K为力的单位矢量 , g ( t) 为时间 t 的已知

函数)作用于固体介质的ζ位置[13 ] ,则方程为
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设 r = x - ζ ,有
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r

- Δ× Δ× K
r
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　　对 (15) 式取旋度 ,并将 (6) 、(7) 式代入 ,整理后

作 Fourier 变换 ,有

Δ2 Δ×�u + k
2
S

Δ×�u =
- F (ω)

4πV
2
S [ (ρ1ρ22 - ρ12ρ2 )Πρ22 ]

× Δ× Δ× Δ× K
r

, (17)

其中 S 波波数 kS = ωΠVS , �u 和 F (ω) 分别是 u 和

F0 g ( t)的 Fourier 变换. 因此只要有势函数ψS 满足

如下方程

Δ2ψS + k
2
SψS =

1
4πV

2
S r[ (ρ1ρ22 - ρ12ρ2 )Πρ22 ]

,

(18)

则方程 (17)的解可表示为

�u = - F (ω) [ Δ× Δ×( KψS) ] . (19)

解方程 (18) ,得

ψS = CS GS ( r) +
1

4πω2
r[ (ρ1ρ22 - ρ12ρ2 )Πρ22 ]

,

(20)

上式右端第一项表示方程 (18) 相应齐次方程的通

解 ,第二项为非齐次方程的特解 ,且有

GS ( r) =
e

- i k
S

r

4πr
. (21)

由原点处的规则条件ψS (0 ,ω) = 0 ,可求得系数
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CS = -
1

ω2
[ (ρ1ρ22 - ρ12ρ2 )Πρ22 ]

, (22)

　　由式 (14) ,按快、慢纵波将 u 和 U 进行分解 ,

有 :

u = u1 + u2 ,

U = U1 + U2 = ξ1 u1 +ξ2 u2 .

对方程 (15) 取散度 ,结合上式整理后作 Fourier 变

换 ,有

1
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同样 ,如果有势函数ψ1 、ψ2 满足如下方程

Δ2ψ1 + k
2
1ψ1 =

1
4πV

2
1 r (ρ1 +ρ2ξ1 )

, (24a)

Δ2ψ2 + k
2
2ψ2 =

1
4πV

2
2 r (ρ1 +ρ2ξ2 )

, (24b)

则 (23)的解 �u1 和 �u2 之和 �u1 + �u2 可表示为

�u1 + �u2 = F (ω) [λ1

ΔΔ·( Kψ1 )

+λ2

ΔΔ·( Kψ2 ) ] , (25)

其中 ,波数 ki =ωΠV i ( i = 1 ,2) ,且由 (23) 式知 ,λ1 和

λ2 满足

λ1 +λ2 = 1 ,

λ1

(ρ12 +ρ22ξ2 ) (ρ1 +ρ2ξ1 ) +
λ2

(ρ12 +ρ22ξ1 ) (ρ1 +ρ2ξ2 ) = 0.

(26)

解得

λ1 =
(ρ12 +ρ22ξ2 ) (ρ1 +ρ2ξ1 )

(ρ12 +ρ22ξ2 ) (ρ1 +ρ2ξ1 ) - (ρ12 +ρ22ξ1 ) (ρ1 +ρ2ξ2 ) ,

λ2 =
- (ρ12 +ρ22ξ1 ) (ρ1 +ρ2ξ2 )

(ρ12 +ρ22ξ2 ) (ρ1 +ρ2ξ1 ) - (ρ12 +ρ22ξ1 ) (ρ1 +ρ2ξ2 ) .

(27)

由于方程 (23) 描述的是散度场 ,因此ψ1 和ψ2 是两

个膨胀波势函数 ,在两相介质中 ,它们分别代表快纵

波势和慢纵波势. 类似于文献 [ 13 ] [ 14 ] ,定义λ1 和

λ2 为快纵波势ψ1 和慢纵波势ψ2 对总纵波场的贡

献系数.

解方程 (24) ,得

ψ1 = a1 G1 ( r) +
1

4πω2
r (ρ1 +ρ2ξ1 )

, (28a)

ψ2 = a2 G2 ( r) +
1

4πω2
r (ρ1 +ρ2ξ2 )

, (28b)

其中

Gi ( r) =
e

- i k
i
r

4πr
, (29)

ai = -
1

ω2 (ρ1 +ρ2ξi )
, 　i = 1 ,2. (30)

综合旋场谱解 (19) 和散场谱解 (25) ,可得 (15) 式的

谱解为

�u = F (ω) [λ1

ΔΔ·( a1 KG1 ( r)

　+ λ2

ΔΔ·( a2 KG2 ( r) - Δ× Δ×( CS KGS ( r) ]

= F (ω) G ( x ,ζ;ω) ·K , (31)

其中 , G ( x ,ζ;ω) 为位移场 Green 函数的 Fourier 谱

形式 ,

G ( x ,ζ;ω) =
1

4πω2

λ1

(ρ1 +ρ2ξ1 )

ΔΔ· I
e - i k

1
r

r

+
λ2

(ρ1 +ρ2ξ2 )

ΔΔ· I
e - i k

2
r

r

-
1

(ρ1ρ22 - ρ12ρ2 )Πρ22

× Δ× Δ× I
e

- i k
S

r

r
, (32)

I 为二阶单位张量. 与文献 [ 13 ,14 ]类似 ,利用 Fou2
rier 逆变换 ,可求得相应条件下的时间域位移解为

u ( r , t) =
F0

4π
λ1

ρ1 +ρ2ξ1

ΔΔ· K
r

g t -
r

V1

+
λ2

ρ1 +ρ2ξ2

ΔΔ· K
r

g t -
r

V2

-
1

(ρ1ρ22 - ρ12ρ2)Πρ22

ΔΔ· K
r

g t -
r

VS

+
1

(ρ1ρ22 - ρ12ρ2)Πρ22

Δ2 K
r

g t -
r

VS
.

(33)

5 　讨论和结论

本文从同时包含 Biot 流动和喷射流动的 BISQ

模型出发 ,研究了孔隙介质中流体的两种流动作用

条件下弹性波的传播速度与两种流动力学机制之间

的关系 ,给出了集中力作用下双相各向同性介质中

波位移场的 Green 函数.

快纵波和慢纵波的波速与 BISQ 模型中引进的

喷射流动系数有关 ,说明压缩波同时受 Biot 流动和

喷射流动两种力学机制的影响 ;旋转波的波速与
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Biot 理论的结果一致 ,与流体的喷射流动无关.

在方程 (1)中 , S1 是角频率ω的函数 ,由于通常

情况都是在一定的频率下讨论波的传播问题 ,因此

在作 Fourier 变换时 ,可将角频率当作参数 ,因而将

S1 看作常数. 由于 Biot 模型是 BISQ 模型的高频极

限情况[4 ]
,即当ω→∞时 , S1 →1 ,故在高频极限情况

下 ,可取 S1 µ1 ,则 BISQ 模型的 Green 函数求解过程

就变成了对 Biot 模型的求解过程.

公式 (32)与文献 [ 11～14 ]相关结果对比可知 ,

不论是 Biot 模型还是 BISQ 模型 ,旋转波势ψS 对位

移谱场 Green 函数的贡献是一致的 ,均为 1. 而快纵

波势ψ1 和慢纵波势ψ2 在两种模型中表现出来的

贡献则不同 ,在 BISQ 模型中 ,其贡献分别为λ1 和

λ2 (见 (27)式) , 它们同时受 Biot 流动和喷射流动的

影响 ,进一步说明了喷射流动是纵波衰减的一个重

要因素 ,这与波频散和衰减的有关结论一致[4 ,6 ]
.

衷心感谢审稿人的建议.
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