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摘 　要 　为研究广义 S 变换域有色噪声与信号识别问题 ,首先推导白噪声在 S 变换和广义 S 变换下平均功率谱

的统计规律 ,白噪声的平均功率谱与频率呈线性关系. 然后从理论上定性分析一般的有色噪声功率谱的分布特性 ,

得出在广义 S 变换域有色噪声的功率谱服从自由度为 2 的χ2 分布的规律 , 并用 Monte Carle 方法进行了验证. 在

上述工作基础上 ,本文提出了利用噪声和有效信号统计特性的差别 ,在广义 S 变换域中区分噪声和信号的方法 ,并

用模型数据证明了方法的有效性.
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Abstract 　We study how to distinguish signals from colored noise in the S2transform (ST) and generalized S2
transform ( GST) domain. First , the mean ST and GST power spectra of white noise are derived. The result

shows that they are related linearly with frequency. Then the local GST power spectrum of colored noise is

qualitatively analyzed. It is concluded that the local GST spectrum of colored noise follows chi2square

distribution with two degree of freedom. These conclusions are verified by Monte Carle simulation. Based on

the above results , a method to distinguish signals from colored noise is proposed , and its effectiveness is

proved by synthetic data.
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1 　引　言

S 变换首先由 Stockwell 等人提出[1 ] ,与小波变

换、短时 Fourier 变换等时 - 频域方法相比 , S 变换

有其独特的优点 ,如信号的 S 变换的时 - 频谱分辨

率与频率 (即尺度) 有关 ,且与其 Fourier 谱保持直接

的联系 , 基本小波不必满足容许性条件等[1 ] , 这些
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特点在实际应用中是非常有用的. 然而 ,由于 S 变

换中的基本小波是固定的 ,这使其在应用中受到限

制 ,为此 ,高静怀等[2 ]对 S 变换进行了推广 ,提出了

广义 S 变换 ,几乎同时 C Robert Pinnegar 从另一角度

推广了 S 变换[3 ] . 广义 S 变换的一个成功应用是地

震反射界面检测[2 ] . 然而 ,噪声对广义 S 变换的检

测结果影响较大 ,尤其是低信噪比资料 (如深部地震

资料、叠前地震资料等) . 压制噪声是信号处理十分

活跃的研究领域 ,已提出诸多有效方法[4 ] . 研究随

机噪声在变换域的分布特性 ,有重要的理论意义和

实用价值 ,近年来 ,引起了广泛关注[5 ,6 ] . 如何在广

义 S 变换域区分有效信号与噪声 ,对于提高检测的

正确性及检测方法的适应性有十分重要的意义. 为

此 ,本文研究有色噪声在广义 S 变换域的分布规

律 ,在此基础上 ,给出在广义 S 变换域区分有效信

号和噪声的方法.

2 　白噪声在 S 变换及广义S 变换域平
均功率谱

　　设函数 h ( t) ∈L2 ( R) , L2 ( R) 表示实数域上的

平方可积函数空间 , h ( t) 的 S 变换定义为

S (τ, f ) = ∫
∞

- ∞

h ( t)
1

2π
exp ( - i2πf t)ψf ( t - τ) d t ,

(1)

式中τ, f 分别表示时间和频率 , 均为实数 , ψf ( t) =

f exp ( - t2 f 2/ 2) .

2. 1 　白噪声在 S 变换下平均功率谱

设 h ( t) 是均值为 0 方差为σ2 的白噪声 ,用 E

表示求函数的期望 , h ( t) 的自相关函数[7 ]为

E[ h ( t) h ( u) ] = σ2δ( t - u) , (1a)

式中 t , u 都表示时间 ,δ( t) 表示δ函数.

记 S (τ, f ) 2 为信号的 S 变换功率谱 , 利用

(1) 式及 (1a) 式 ,根据定义 ,得白噪声 h ( t) 的 S 变换

的平均功率谱为

E S (τ, f ) 2 =
1

2πκ
∞

E[ h ( t) h 3 ( u) ]ψf ( t - τ)

×ψf ( u -τ) exp [ - 2πf i ( t - u) ]d ud t

=
1

2π
σ2κ

∞

δ( t - u)ψf ( t - τ)

×ψf ( u -τ) exp [ - 2πf i ( t - u) ]d ud t

=
f

2 π
σ2 , (2)

上式中“3 ”表示取复共轭. (2) 式表明 ,白噪声经 S

变换后 , 其平均功率谱对给定的时间τ呈线性变

化 ,但不再是水平的直线 (这一点与小波变换不

同[8 ]) . 如果我们把信号 h ( t) 的 S 变换重新定义为

S (τ, f ) =∫
∞

- ∞
h ( t)

f

2π

×exp ( - i2πf t)ψf ( t - τ) d t , (3)

仿照 (2) 式的证明不难得出 ,白噪声在 (3) 式所定义

的 S 变换下 ,平均功率谱为

E S (τ, f ) 2 =
1

2 π
σ2 , (4)

这时 ,白噪声的平均功率谱 (对给定的时间τ) 为一

条水平直线.

2. 2 　白噪声在广义 S 变换下的平均功率谱

广义 S 变换定义为

S (τ, f ) =∫
∞

- ∞
h ( t) gf ( t - τ) exp ( - i2πff 0 t) d t ,

(5)

其中 ,

gf ( t) = A f exp [ - α( f t - β) 2 ] , (6)

这里 , f ,β取实数 ,β表示相位延迟 ; A 与α取正实

数 ,分别表示基本小波的振幅及能量衰减因子 ; f 0

是基本小波的视频率. 设 h ( t ) 为白噪声 ,我们记

S (τ, f ) 2 为信号经过广义 S 变换的功率谱 ,则白

噪声 h ( t) 的广义 S 变换的平均功率谱为

E S (τ, f ) 2 = f 2 A2κ
∞

E[ h ( t) h 3 ( u) ] gf ( t - τ)

×gf ( u -τ) exp [ - 2πff 0i ( t - u) ]d ud t

= f 2 A2σ2κ
∞

δ( t - u) gf ( t - τ)

×gf ( u -τ) exp [ - 2πff 0i ( t - u) ]d ud t

= f A2σ2 π
2α , (7)

上面利用了 (1a) 式. 由 (7) 式可见 ,白噪声在广义 S

变换下 ,对于给定的时间τ,其平均功率谱随频率也

呈线性变化 , 与 S 变换一样 ,这条直线不是水平的.

(7) 式中如果对广义 S 变换的定义稍作修改 ,把 (5)

式中的 gf ( t) 改写为

gf ( t) = A f exp [ - α( f t - β) 2 ] , (8)

容易证明

E S (τ, f ) 2 = A2σ2 π
2α , (9)

也即白噪声在广义 S 变换下 ,对于给定的时刻τ,平

均功率谱随频率的关系曲线为一条水平直线.
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3 　广义 S 变换的局部谱

3. 1 　广义 S 变换的算法实现

为了便于分析有色噪声在广义 S 变换下的分

布规律 ,下面简述广义 S 变换的快速数值计算方

法. 本文利用褶积性质 ,采用了频域的算法 ,包括以

下 5 步 :

(1) 对待分析的信号 s ( n) 作快速傅里叶变换

( FFT) 得到

ŝ ( k) =
1
N 6

N - 1

n = 0
s ( n) e - 2πi kn/ N , (10)

上式中 , N 为时间域采样点数 , k、n 分别为频率域

及时间域样点号.

(2) 在 (5) 式中 ,令υf (τ- t) = gf ( t - τ) ,并对

υf ( t) 作快速傅里叶变换得到 G( k) ;

(3) 对 ŝ ( k) 作 ff 0 的移位 ,即得到 ŝ ( k + ff 0) ;

(4) 计算η( k) = G( k) ŝ ( k + ff 0) ;

(5) 对η( k ) 作逆快速傅里叶变换得到信号

ŝ ( k) 的广义 S 变换.

关于广义 S 变换数值计算的技术细节 ,见文献

[2 ].

3. 2 　有色噪声在广义 S 变换下的局部谱特性

要研究一般的有色噪声在广义 S 变换下功率

谱的分布 ,用解析的方法是困难的. 下面 ,我们通过

两步来解决这个问题 :首先对有色噪声在广义 S 变

换下的分布作定性分析猜测分布规律 ,然后借鉴文

献[8 ]的工作 ,用 Monte Carlo 方法进行验证.

如果输入为高斯噪声 ,在 3. 1 节介绍的广义 S

变换算法中 , 第一步得到的应该是高斯信号的

Fourier 变换 , ŝ ( k) 的实部和虚部为高斯分布 ; G 是

一个确定性信号 ;第二步是确定信号的 Fourier 变

换 ,不影响最后的分布. 第三步是对 Fourier 作平移 ,

因此 ,得到的 ŝ ( k + ff 0) 实部和虚部也是高斯分布 ;

第四步是求确定性信号与一高斯分布的随机信号的

乘积 ,得到的积η( k) 应服从高斯分布 ;第五步求逆

FFT ,这是一个线性运算 ,得到的结果记为 S (τ, f ) ,应

服从高斯分布 ,因 S (τ, f ) 2 为 S (τ, f )的实部和虚部

的平方和 ,实部和虚部的平方分别为χ2
1 分布 ,因此

S (τ, f ) 2 可能服从自由度为 2 的χ2 分布. 红噪声可

以用一阶AR模型(马尔可夫过程)模拟[8]如下

x ( n) = βx ( n - 1) + z ( n) , (11)

其中 z ( n) 、β分别为高斯白噪声和滞后系数. 上式

的平均功率谱为[9 ]

Pk =
1 - β2

1 +β2 - 2βcos (2πk/ N)
, (12)

其中 k = 0 , 1 , 2 , ⋯, N/ 2 为频率域样点号 , N 是样

点数. (11) 式中β为 0 ,即得到白噪声.

(11) 式为一线性时不变系统[10 ] ,系统的输入为

高斯白噪声 ,输出为有色噪声. 由线性时不变系统

的性质可知 ,有色噪声是由高斯白噪声通过线性叠

加得到的 ,因此可推测其功率谱也服从自由度为 2

的χ2 分布. 下面采用 Monte Carlo 方法加以验证.

Monte Carlo 算法主要步骤如下 :

1) 产生噪声 h (有色噪声或白噪声) ;

2) 计算 h 的广义 S 变换 ,固定时间 (这里取τ

= 128) ,可得到局部功率谱 S (τ, f ) 2 ;

3) 重复步骤 1) 、2) 共 K 次 ,并求 S (τ, f ) 2 的

K次平均得到平均谱. 这里 K是Monte Carlo 实验次

数.

用μ表示显著性水平 , 在给定显著性水平下

(本文取μ= 0. 05) ,求 1 - μ置信线 (置信区间 , 本

文为 95 %) . 下面对 Monte Carlo 实验的结果进行分

析. 图 1a 为白噪声广义 S 变换的局部平均谱及

95 %的置信区间. 图中虚线表示 95 %的置信线 ,实

线是白噪声通过广义 S 变换后的局部平均谱. 二者

都是直线 (平均功率谱的仿真结果和第二节的分析

结果是一致的 ,参见 (7) 式) ;图 1b 是β为 0. 5 的红

噪声的广义 S 变换的平均局部谱及 95 %的置信区

间. 对于每一个频率 ,实线 (95 %置信线) 与虚线 (平

均局部谱) 的比值是一个常数 ,这个值在 3 附近波

动 ,而且随着 Monte Carlo 实验的次数增加趋于稳定

(见图 1c 及图 1d) ,由于 1
2
χ2

2 的95 %置信区间的上限

近似等于 2. 9955. 这说明无论是红噪声还是白噪

声 ,统计量 C (τ, f ) = 2
S (τ, f ) 2

pf
服从χ2

2 分布 , pf

是平均局部功率谱 ,简称平均局部谱.

图 2 显示了红噪声的谱和 95 %置信区间随β的

变化 ,β从小到大 ,谱随着β的变大从直线过渡到曲

线 ,当β= 0. 05 时 ,平均功率谱的 95 %的置信区间

很接近白噪声的情况 ,这与白噪声是β= 0 时的红

噪声是一致的.
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图 1 　白噪声和红噪声在广义 S 变换下的分布
(a) 白噪声广义 S 变换平均谱及 95 %的置信区间 ,实线是平均谱 ,虚线是 95 %的置信区间 ;

(b) β= 0. 5 的红噪声的广义 S 变换平均谱及 95 %的置信区间 ,实、虚线意义同 (a) ;

(c) β= 0. 5 红噪声通过广义 S 变换后局部谱与平均谱的比值 ,Monte Carlo 实验 1000 次 ;

(d) 除了 Monte Carlo 实验 10000 次 ,其他同 (c) .

Fig. 1 　The distributions of white and red noise in GST domain

图 2 　红噪声的广义 S 变换平均变换平均谱 (实线) 和 95 %置信区间 (虚线) 随β的变化

Fig. 2 　The average spectrum and 95 % confidence level of the different β
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4 　广义 S 变换域有色噪声与信号的
识别

　　我们以一个具体的例子来说明研究该问题的必

要性. 待分析的信号 s ( n) 由两个 Ricker 子波加白

噪声构成 ,两个 Ricker 子波相距 10ms ,最大值分别

位于第 300ms 和 310ms 处 ,采样率为 1ms ,反射系数

大小相等 (绝对值为 0. 2 ) 极性相反 ,信号和噪声幅

值比为 1∶0. 2 (见图 3) . 图 3a 为不含噪信号 ,图 3b

为加噪以后的信号 ,图 3c ,图 3d 分别为广义 S 变换

域能量分布 (用灰度和等值线两种方式显示) . 由于

广义 S 变换的分辨率与频率有关 ,为了在广义 S 变

换域确定有效信号的位置 ,我们希望用高频分量.

然而 ,在高频分量上 ,噪声很强 ,常常无法将有效信

号区分开来. 例如 ,图 4 为从图 3 中取出的 3 个频率

分量 ,频率依次为 110、120、130Hz. 但从这些分量无

法确定有效信号和噪声.

图 3 　待分析信号及其时频能量分布
(a) 、(b)分别是信号和含噪的信号 ; (c) 、(d)含噪信号的广义 S 变换的灰度图和等位线.

Fig. 3 　The time2frequency energy distributions of the signal of interest

图 4 　不同频率下能量随时间的变化

Fig. 4 　The energy of special frequency varying with time
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　　下面利用本文第 2 及第 3 节得到的有色噪声统

计规律 ,给出在广义 S 变换域识别有效信号和噪声

的方法. 设待分析的信号 : s ( n) = h ( n) + z ( n) ,

z ( n) 为有色噪声 , h ( n) 是有效信号. 作原假设和备

择假设如下 :

H0 : s ( n) = z ( n) ,

H1 : s ( n) 含有效信号 ,

　　根据第 3 节的结果 , 当 s ( n) 为有色噪声时 ,

c (τ, f ) = 2
S (τ, f ) 2

pf
服从χ2

2 分布 ,在显著性水平

为μ的情况下 ,置信区间为

c (τ, f ) ≤χ2
2 (μ) , (13)

即

S (τ, f ) 2 ≤ 1
2

pfχ
2
2 (μ) , (14)

拒绝域为

c (τ, f ) > χ2
2 (μ) , (15)

即

S (τ, f ) 2 >
1
2

pfχ
2
2 (μ) , (16)

当在某个频率 (或频率段) 上 , S (τ, f ) 2 满足 (13)

式时 ,我们就接受原假设 ,认为信号为有色噪声 ,无

有效信号 ;当 S (τ, f ) 2 满足 (16) 式时 ,我们就接受

备择假设 ,认为在 (1 - μ) 置信度下 ,含有效信号.

图 5b 是τ分别等于 150、300、310 和 380ms 处的

局部功率谱 ,为了便于分析 ,同时画出了平均局部谱

及 95 %的置信线. 从图可见 , 150、380ms 处的局部

谱 ,都落在置信区间内 ,说明在这两处仅有噪声 ,无

有效信号. 而对应 300ms 处的局部谱 ,在大约 75～

140Hz 区间 ,处在拒绝域 ;对应 310ms 处的局部谱 ,

在大约 40～130Hz 的频带内 ,处在拒绝域 ,从而说明

在这两处有有效信号. 为了确定有效信号的具体位

置 ,图 5a 画出了时 - 频平面上的拒绝域. 从该平面

上可清晰的看出 , 图 4 中的 3 个频率分量 , 只有

300ms 和 310ms 处的波形是有效信息 ,其极大值对

应有效信号中心位置 ,其余均为噪声造成的.

图 5 　待分析信号的拒绝域 (a) 和不同τ时能量随频率的变化 (b)

①、②二条斜直线分别为 95 %置信线和平均谱.

Fig. 5 　The refused domain (a) of signal analyzed and its energy varying(b) with frequency at specifiedτ

5 　结论及讨论

本文的研究可得到如下结论 : (1) 白噪声通过广

义 S 变换、S 变换域 ,其平均功率谱为一条非水平

直线 (这一点与小波变换不同) ,但如对 S 变换及广

义 S 变换的定义稍作修改 (见 (5) 式及 (8) 式) ,其平

均功率谱可变为水平直线 ,这可能有利于实际应用 ;

(2) 有色噪声 (白噪声是其特例) 局部功率谱服从χ2
2

分布 ; (3) 模型算例表明 ,文中给出的在广义 S 变换

域识别有效信号和噪声的方法是有效的.

本文仅讨论了噪声为白噪声及满足统计自回归

模型 (红噪声) 两种情况 ,红噪声可看作白噪声经过

低通滤波得到的. 在实际地震资料处理中遇见的噪

声 ,也可能是白噪声经过其他类型的滤波器后得到

的 ,关于这方面的内容的系统研究 ,我们将专文讨

论. 但不管是那种模型 ,本文给出的广义 S 变换域

有效信号和噪声的检测方法都适用.
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