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6阶W-广义割圆序列的线性复杂度 
李淑清 1，闫统江 2 

(1. 中国石油大学计算机与通信工程学院，东营 257061；2. 中国石油大学数学与计算科学学院，东营 257061) 

摘  要：在所有周期为 pq的 2k阶W-广义割圆序列的线性复杂度都已经得到准确计算的基础上，考虑周期为 pq的 6阶W-广义割圆序列的
线性复杂度。结果表明这类序列的线性复杂度的下界是 ( 1)( 1) 2p q− − 。从密码学的角度看，多数的二元 W-广义割圆序列具有良好的线性复
杂度性质，以它们做密钥流序列的密码系统具有很强的抵抗 B-M算法攻击的能力。 
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【Abstract】This paper considers the linear complexity of binary sextic Whiteman generalized cyclotomic sequences with period pq. Results show 
that the lower bound of their linear complexity is ( 1)( 1) 2p q− − . From the viewpoint of stream cipher cryptosystems, almost all these sequences have 
good linear complexity. They can resist attacks from the application of the Berlekamp-Massey algorithm. 
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1  概述 
具有特定性质的伪随机序列在数字模拟、软件测试、全

球定位系统、CDMA，尤其是流密码中有着广泛的应用。度
量序列伪随机性的一个重要指标是它的线性复杂度[1]。如果
周期为 N 的伪随机序列 0 1 -1( , , )N

Ns s ,s s= 满足反馈函数 

1 1 2 2 ,j j j L j Ls c s c s c s j L− − −= + + + >  

sN称为线性反馈序列，最小的 L称为 sN的线性复杂度，记为
( )NL s ，它也是生成 sN的最短线性反馈移位寄存器的级数。
根据 B-M算法，如果 ( ) / 2NL s N> ，则认为 s∞ 具有好的线性
复杂度性质。所以，考查一簇序列的线性复杂度，重点是考
察其线性复杂度的下界。序列 0 1 1( , , , )N

Ns s s s −= 的生成函数

为 1( )N iN
i 0 iS x s x−
== ∑ ，并且 

( ) deg(gcd 1 ( ))N NL s N (x S x∞ = − − ，                    (1) 

本文中 { }AB xy x A, y B= ∈ ∈ , { }xB xy y B= ∈ ，ord ( )N x 表

示 x模 N 的阶。 

2  二元 W-广义割圆序列的定义和性质  
令 p和 q是 2 个不同的奇素数， ,2N pq n= = gcd( 1p ,−  

1), ( 1)( 1) / 2 ,q e p q n p q− = − − < ，则剩余类环 NZ 具有乘法子 

群[2] * { : 0,1, , 1;s i
NZ g x s e= = −  0,1, ,2 -1}i n= ，其中，g是 p

和 q共同的本原根； x是满足条件  mod , x g p≡ 1 mod x q≡

的正整数。 
定义 1 集合 { : 0,1, , 1}, 0,1, ,2 1t i

iD g x t e i n= = − = − 称
为关于 p和 q的 2n 阶W-广义割圆类[3-4]。 

定义 2 定义集合表示 
{ ,2 , , ( 1) }, { ,2 , , ( 1) }P p p q p Q q q p q= − = − , {0}R = ,  
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阶为 2n的第 1 类二元 W-广义割圆序列 0 1( , , , , )is s s s∞ =
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。文献[2-3]给出了第 1类 2阶 W-广义割

圆序列的线性复杂度和自相关值。文献[4-5]给出了 4 阶情形
的线性复杂度和自相关函数值的分布。文献[6]讨论了 8阶情
形的线性复杂度，给出了所有 2 ( 1)k k > 阶情形的线性复杂度。
目前给出的所有结果都表明，这类序列拥有比较好的密码学
指标，例如它们的线性复杂度都大于半个周期，而相关函数
值的分布也比较平坦。下面将讨论 6阶(即 2 6n = )情形的线性
复杂度。 

如果将第 1 类二元 W-广义割圆序列的定义中的
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不做任何改变，则得到第 2类二元 W-广义割圆序列。目前已
经证明这类序列就是修改的 Jacobi序列，这类序列的密码学
性质已经讨论得比较清楚，见文献[7]。值得注意的是这类序
列包含了著名的孪生素数序列。只在 p和 q是孪生素数时，
这 2 类序列才能达到符号平衡。为了在一般情形下也能够满
足符号平衡性质，文献[8-9]对第 1类 2阶 W-广义割圆序列的
定义作了修改，得到了一类新的二元 W-广义割圆序列。本文
给出的新的研究思路对研究这类广义割圆序列也非常有用。 

为了讨论第 1类 6阶 W-广义割圆序列的线性复杂度，需
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要下面的引理 1~引理 5。 
首先，由 ,P Q和 R 的定义可得 
引理 1 在剩余类环 NZ 中， 2 ,  ,  P P PQ QP R= = = jD P =  

,  ,  j j i i jP D Q Q D D D += = ＝ , 0,1, ,5i, j = 。 

假设二元域 GF(2)上的多项式 1Nx − 的分裂域是 GF(2 )m , 
ord (2)Nm = 。令α 表示有限域 GF(2 )m 的 N 次本原单位根。

于是， 2 11 , Nα α α −， ， ， 就是多项式 1Nx − 在 GF(2 )m 内的 N 个
不同的根，根据式 (1)可知，线性复杂度 ( )NL s N= −   

{ ( ) 0, }N k
Nk S k Zα = ∈ ，也就是说，使 ( ) 0N kS α = 的 k越少，

序列的线性复杂度 ( )NL s 就越大。 
引理 2 在有限域 GF(2 )m 中，对于选定的α ： 
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/
1

N

j j j

j P j Q j Z R
α α α

∈ ∈ ∈
= = =∑ ∑ ∑  

(2) 1
N

j

j Z
α

∗∈
=∑  

证明：引理 2的(1)可由以下事实证明： 
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得证。 
引理 3[3] ord ( )N g e=  
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证明：对于 k Q∈ ，由引理 3和 g与 jD 的定义可得 

mod { mod : 0,1, , 1}t j
jD p g x p t e= = − =  

{ mod : 0,1, , 1}t jg p t e+ = −  
当 t 跑遍集合 {0,1, , 1}e− 一次，  mod t jg x p 取集合

{1,2, , 1}p − 每个元素 1
6

q − 次。由引理 2 可得：
J
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=∑ 。其余部分同理可证。 
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0 ( )S x 是 Ns 的生成函数，并且它满足方程  
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证明：由引理1和引理2可知，如果 0k D∈ ， 0( )kS α =  

0 1 2 0 1 2 0 1 2
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如果 1k D∈ ，
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如果 2k D∈ ，
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如果 3k D∈ ，
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如果 4k D∈ ，
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如果 k Q∈ ，因为 1q − 是 6 的倍数，所以是个偶数，从

而
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3  主要结论 
定理 1 如果 1

6
p − 是偶数， 1

6
q − 是奇数，则 6阶 W-广义

割圆序列的线性复杂度的下界是 1( )
2

pq p qL s∞ + + −
= ，即这

时的 6 阶 W-广义割圆序列总具有不小于半个周期的线性复 
杂度。 

证明：根据引理 5，当 k跑遍 pqZ ∗ 时，至多有半数的 0 ( )kS α

为 0，这时 0
( 1)( 1){ ( ) 0, }
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如果 1
6

p − 是偶数， 1
6

q − 是奇数，根据引理 5，

0 ( ) 1 0,kS k P Qα = ≠ ∀ ∈ ∪ ，即 0{ ( ) 0, } 0kk S k P Qα = ∈ ∪ = 。 

再考虑式(2)，可得这时线性复杂度的下界为  
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定理 2 当 1
6

p − 和 1
6

q − 都是奇数时，6阶 W-广义割圆序

列的线性复杂度的下界是 1( )
2

pq p qL s∞ + − +
= 。  

证明：根据引理 5，当 k跑遍 pqZ ∗ 时，至多有半数的 0 ( )kS α

为 0，这时 0
( 1)( 1){ ( ) 0, }
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如果 1
6

p − 和 1
6

q − 都是奇数，根据引理 5， 0 ( ) 0,kS α =  

0; ( ) 1,kk P S k Qα∀ ∈ = ∀ ∈ ，即 0{ ( ) 0, } 1kk S k P Q qα = ∈ ∪ = − 。 

再考虑式(2)，可得这时线性复杂度的下界为  
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定理 3 如果 1
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圆序列的线性复杂度的下界为 ( 1)( 1)( )
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有 6阶 W-广义割圆序列的线性复杂度的下界。 
证明：根据引理 5，当 k跑遍 pqZ ∗ 时，至多有半数的 0 ( )kS α

为 0，这时 0
( 1)( 1){ ( ) 0, }
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