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同时考虑基本变量和极限状态模糊性的边坡模糊

随机有限元可靠度分析 
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摘要：基于边坡稳定有限元分析的滑面应力法，研究同时考虑基本变量模糊性和极限状态模糊性的边坡稳定模糊

随机有限元可靠度分析方法。对于基本变量的模糊性，采用等价变换的方法将模糊变量等价变换为随机变量；对

于极限状态的模糊性，基于概率积分法研究了模糊破坏概率及模糊随机可靠指标的求解方法。本方法既可求解边

坡剖面上各有限单元的模糊随机可靠指标，亦可求解边坡整体最小可靠指标及临界滑面的位置；既可考虑基本变

量的模糊性，又可考虑极限状态的模糊性，是常规的随机有限元可靠度分析方法的推广。当不考虑基本变量和极

限状态的模糊性时，它即退化为随机有限元可靠度分析方法。 
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FUZZY RANDOM FINITE ELEMENT RELIABILITY ANALYSIS OF SLOPE 

STABILITY WITH FUZZY BASIC VERIABLES AND FUZZY STATES 
 

TAN Xiaohui1，HU Xiaojun2，WU Kunming3 

(1. School of Resources and Environmental Engineering，Hefei University of Technology，Hefei，Anhui 230009，China；2. Department 

of Architecture Engineering，Hefei University，Hefei，Anhui 230009，China；3. School of Civil Engineering，Hefei University of 

Technology，Hefei，Anhui 230009，China) 

 

Abstract：Based on slip surface stress method of finite element analysis of slope stability，the fuzzy random 

reliability analysis method of slope stability is studied with consideration of both the fuzziness of basic variables 

and limit states. For the consideration of the fuzziness of basic variables，the method of equivalent transformation 

is used for the transforming from fuzzy variables to random variables. For the consideration of the fuzziness of 

limit states，the method of probabilistic integral is used for the calculation of fuzzy failure probability and fuzzy 

random reliability index. The proposed method can not only calculate the fuzzy random reliability index of each 

finite element，but also the minimum reliability index of the whole slope and the corresponding position of the 

critical slip surface. This method can consider the fuzziness of both the basic variables and the limit states，and it is 

an extension of the normally used stochastic finite element reliability analysis method. If the fuzziness of the basic 

variables and the limit states are not considered，the method will turn into the normally used stochastic finite 

element reliability analysis method of slope stability. 

Key words：slope engineering；fuzziness；randomness；reliability analysis；finite elements  
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1  引  言 

 

工程中的不确定性主要可以分为两类：随机性

和模糊性。随机性是由于因果关系不充分而形成的

一种不确定性，表现为因果律的缺陷造成的结果不

可预知性；模糊性是指事物的差异在中介过渡中所

呈现的亦此亦彼性，表现为排中律的缺陷造成的事

物边界的不清晰。考虑随机性的安全分析模型称为

随机可靠性模型，它始于 20 世纪 40 年代。但是，

由于随机可靠度分析是基于概率假设及双状态假设

的，这在很多情况下不很合理，如基于概率论的随

机可靠度分析不能考虑工程经验及先验知识；要求

的样本数较多；在小样本条件下，由概率论与数理

统计方法所得的参数统计值的置信度较低，即基本

变量存在模糊性；对于多数非脆性结构，其安全与

失效之间也不存在绝对的界限，即极限状态存在模

糊性。因此，应将模糊数学理论引入可靠度分析，

进行模糊随机可靠度分析。 

目前，机械工程中关于模糊随机可靠性问题的

研究比较广泛，相应的文献也很多。当考虑基本变

量的模糊性时，根据应力强度干涉模理论，分别研

究了强度模糊–应力随机、强度随机–应力模糊及

强度模糊–应力模糊时的可靠度分析方法[1～3]。当

考虑极限状态的模糊性时，宋 军等[4，5]分别提出了

计算失效概率的矩方法及子集抽样法。机械工程中

的极限状态函数多为简单的 Z=R－S 型(其中，Z，R

和 S 分别表示极限状态、强度和应力)，因此其研究

成果不能直接适用于边坡工程。 

由于研究对象的特殊性，边坡工程中的模糊随

机可靠度分析方法研究工作开展得较少，目前主要

有以下两类研究。一是研究极限状态存在模糊性的

情况，如李胡生和熊文林[6]假设极限状态函数为截

尾降半正态函数，用有限元法求解了边坡剖面各点

的可靠度及整体可靠度；王亚军等[7]分别假设极限

状态函数为降半正态分布、降半梯形分布和降半 Γ

分布，采用有限元法求解了堤坝的模糊失效概率。

二是研究基本变量存在模糊性的情况，如 C. I. Giasi

等[8]假设土工参数为梯形模糊数，采用截集上的凸

集法及一阶可靠性方法进行了边坡的模糊随机可靠

度分析。蒋中明等[9，10]还分别研究了只考虑基本变

量存在模糊性而无随机性时的边坡模糊分析方法，

求得了边坡的模糊安全系数。李胡生等[11，12]研究了

参数的模糊随机统计方法，这为模糊随机可靠度分

析提供了研究基础。但是，同时考虑基本变量和极

限状态模糊性的模糊随机可靠度分析还很少见。由

于样本数量有限、不可重复取样等原因，影响边坡

稳定性的基本变量是模糊的；而边坡的失稳与否也

无明确的界限，是一个模糊事件。因此，需要研究

既考虑基本变量的模糊性、也考虑极限状态模糊性

的边坡稳定可靠度分析方法。本文拟基于模糊概

率法，研究考虑双模糊性的边坡模糊随机有限元可

靠度分析方法。 

 

2  考虑基本变量模糊性的模糊随机
可靠度分析 
 

基本变量存在模糊性时的可靠度分析方法大体

上可以分为两类：一是基于截集水平的分析方法，

即将基本变量模糊集在一定的截集水平下转变成确

定的集合，通过在确定的集合内引入概率分布，将

模糊可靠性问题转化成随机可靠性问题，这类方法

的缺点是在截集内引入的概率分布会对结果产生较

大影响，且这种方法较难推广至多变量情况；二是

等价变换法，即通过某种等价变换，将模糊变量转

化为随机变量，再采用常规的随机可靠性分析方法

来求解基本变量存在模糊性时的可靠性问题。等价

变换法的优点在于它能利用常规的可靠度分析方

法，可以适用于多变量情况。因此，本文采用等价

变换法将模糊变量转化为随机变量，再进行边坡的

模糊随机可靠度分析。具体的转换方法有熵等价

法[13]、当量概率密度法[3]等。 

2.1 熵等价法 

熵是信息论中的重要概念，它不仅可以度量随

机不确定性，也可以度量模糊不确定性[13]。对于变

量 x，若 x 是随机变量，其概率密度函数为 f (x)，则

概率熵 H 可定义为 

 ( ) ln ( )dH f x f x x          (1) 

若 x 是模糊变量，其隶属函数为(x)，则非概

率模糊熵 G 可定义为 

 ( ) ln ( )dG x x x             (2) 

式中： ( )x 为归一化的隶属函数， ( )x  ( ) /x  

( )dx x 
  。 

设模糊变量 x 等价变换为随机变量 eqx 前后的

熵不变，则有 
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 eqG H                (3) 

当 x 是正态分布的随机变量时，其概率密度函

数为 

 
2

2

( )1
( ) exp

22
x

xx

x
f x




 
  

  
      (4) 

式中：x和x分别为随机变量 X 的均值和均方差。 

将式(4)代入式(1)，可得等价变换后的概率熵为 

 eq eqln( 2 e )xH               (5) 

由式(3)，(5)可得等价变换后的均方差为 

 eq exp( 0.5) 2x G             (6) 

设模糊变量 x 为三角分布，其隶属函数为 

m a m a m

m b m m b

1 ( ) /   ( )
( )

1 ( ) /   ( )

x x d x d x x
x

x x d x x x d


   
  

≤ ≤

＜ ≤
    (7) 

式中：xm为变量 x 的位置参数(中值)；da，db均为变

量 x 的形状参数，da为 x 的最小值与中值 xm的距离，

db为 x 的最大值与中值 xm的距离。 

由式(2)，(6)，(7)可得 

 a beq 1

22
x

d d






          (8) 

若模糊变量 x 为正态分布，其隶属函数为 

2 2
m a m

2 2
m b m

exp[ ( ) /(2 )]  ( )
( )

exp[ ( ) /(2 )]  ( )

x x d x x
x

x x d x x


  
 

≤

＞
      (9) 

由式(2)，(6)，(9)可得 

 a beq

2x

d d



                (10) 

在熵等价法中，一般取转换后随机变量的均值

等于模糊变量的中值，即 

 eq
mx x                (11) 

2.2 当量概率密度法 

Q. Jiang 和 C. H. Chen[3]基于应力强度干涉理

论，推导了模糊变量转换为随机变量后的当量概率

密度函数，并根据概率论知识求解了其当量均值和

当量均方差。 

当模糊变量 x 为式(7)所示的三角分布时，可得

随机变量的均值及均方差分别为 

 eq
m b a2( ) / 4x x d d             (12) 

 eq 2
a b b a2 / 9 7( ) / 72x d d d d         (13) 

当模糊变量 x 为式(9)所示的正态分布时，可得

随机变量的均值及均方差分别为 

 eq
m b a2 ( ) / 4x x d d              (14) 

 eq 2
a b b a2 / 3 (16 3 )( ) / 24x d d d d         (15) 

熵等价法可直接将模糊变量转化为正态随机变

量，可方便地用于随机可靠度分析；而当量概率密

度法所得的随机变量分布型式不是常规的分布类

型，在进行可靠度分析时还需进行当量正态化。因

此，本文采用熵等价法进行模糊变量向随机变量的

转化。 

 

3  考虑极限状态模糊性的模糊随机

可靠度分析 
 

3.1 模糊失效概率 

设基本变量向量 X =(x1，x2，…，xn)，极限状态

函数为 Z = g(X)，Z 的概率密度函数为 f (Z)。在随机

可靠度分析中，Z＞0，Z = 0，Z＜0 分别表示安全状

态、极限状态及失效状态。因此，失效概率 Pf可用

下式计算： 

 
 0

f  
( 0) ( )dP P z f Z Z


  ＜          (16) 

当 Z 满足正态分布时，Z 应满足下式：  

 
2

2

( )1
( ) exp

22
Z

ZZ

Z
f Z




 
  

  
      (17) 

失效概率 Pf与可靠指标 有如下的对应关系： 

 f

0
( )Z

Z

P


  


 
   

 
          (18) 

式中：Z和Z分别为极限状态函数 Z 的均值及均方

差，Φ(·)为正态分布函数。 

事实上，边坡由稳定状态到失稳状态之间存在

中介过渡，简单地用 Z＞0，Z = 0，Z＜0 表示边坡

处于安全、极限平衡或失效并不科学。Z＞0 时，边

坡也可能失稳，但稳定的可能性较失稳的可能性大，

且 Z 越大这种趋势越明显；相反，Z＜0 时，边坡也

可能稳定，但破坏的可能性较失稳的可能性大，且

Z 越小这种趋势越明显；Z = 0 时，稳定与失稳的可

能性大小相等。因此，应该基于模糊数学理论，用

隶属函数来表示边坡的稳定状态。设边坡失稳的隶

属函数为(Z)，则由模糊概率测度理论可得边坡失

稳的模糊破坏概率为 
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f  
( ) ( )dP Z f Z Z




           (19) 

3.2 隶属函数的型式及参数取值 

隶属函数的形式通常可以采用模糊统计试验的

方法确定，或从工程实际出发并依据经验选取某一

理论隶属函数。常用的表示失稳的隶属函数形式有

降半梯形分布、正态分布等，其表达式[14]如下： 

(1) 降半梯形分布： 

a

b b a a b

b

1                              ( )

( ) ( ) /( )  ( )

0                              ( )

Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z




  



≤

＜ ≤

＞

   (20) 

式中：Za，Zb均为隶属函数的位置参数。 

(2) 降半正态分布： 

a

2 2
a a

1                                     ( )
( )

exp[ ( ) /(2 )]   ( )

Z Z
Z

Z Z k Z Z


 
 

≤

＞
   (21) 

式中：k 为隶属函数的形状参数。 

设 Z = 0 时，(Z) = 0.5，则有 

(1) 对于降半梯形分布，有 

 b a a   ( 0)Z Z Z  ≤            (22) 

(2) 对于降半正态分布，有 

a a2 ln 0.5    ( 0)k Z Z   ≤        (23) 

对比式(16)与(19)可知：对于常规的随机可靠度

分析，若将边坡的失稳与否亦写成隶属函数形式，

则有 

 
1   ( 0)

( )
0   ( 0)

Z
Z

Z


 


≤

＞
           (24) 

本文称此隶属函数为分段均匀分布。上述各种

隶属函数的图形见图 1，由图 1 可见，分段均匀分

布隶属函数是其他隶属函数在 Za =−Zb = 0 时的特

例，也即常规的可靠度分析是模糊随机可靠度分析 
 

 

 

 

 

 

 

图 1  隶属函数的形式 

Fig.1  Types of membership functions 

的特例；当 Za = −Zb = 0 时，模糊概率即退化为随机

概率。 

 
4  边坡模糊随机有限元可靠度分析 

 

边坡稳定分析的有限元法可分为强度折减法及 

滑面应力分析法[15]，其中后者计算效率较高，因而

本文采用基于滑面应力法的有限元法来进行边坡稳

定的模糊随机有限元可靠度分析，它可同时求得边

坡剖面任一单元及整个边坡的模糊随机可靠指标。 

4.1 单元极限状态函数 

设土体为满足 Mohr-Coulomb 破坏准则的理想

弹塑性材料，则对于任一有限单元，其极限状态函

数[16]可表示为 

( ) cosi i i iZ g c   X  

2

2sin
2 2

xi yi xi yi
i xyi

   
 

  
  

 
 

(i = 1，2，…，nt)                 (25) 

式中：xi，yi，xyi 均为第 i 单元的应力分量；ci，

i分别为第 i 单元土体的黏聚力及内摩擦角；nt为

剖面上单元总数；Zi为第 i 单元的极限状态函数。 

4.2 滑面极限状态函数 

边坡的整体模糊随机可靠指标即所有滑面中可

靠指标的最小值，其求解方法类似于定值法中求解

最小安全系数的方法，即先任意假定一个滑动面，

求该滑面的模糊随机可靠指标；再求所有滑面模糊

随机可靠指标的最小值。 

对于任一特定滑面，它与每一单元的交线方向

是已知的，在此滑面上可定义单元的极限状态函数

为抗剪强度与剪应力之差，即 

n( ) tani i i i i iZ g c      X  

(i = 1，2，…，ne)               (26) 

式中：ne为滑弧上的单元个数。 

将ni及i的具体表达式代入式(26)，则有 

( )i iZ g X  

cos(2 ) sin(2 ) tan
2 2

xi yi xi yi
i xyi i i

   
   

  
    
 

 

sin(2 ) cos(2 )
2

xi yi
i i xyi ic
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(i = 1，2，…，ne)              (27) 

式中：i为第 i 单元所截滑弧与水平面的夹角。 

设滑面极限状态函数 Z 为该滑面上所有单元总

抗滑力与总滑动力之差，则有 
e

1

( )
n

i i
i

Z g Z l


  X             (28) 

式中： il 为第 i 单元切割的滑弧长度。 

4.3 模糊随机可靠指标 

极限状态函数的型式确定之后，即可由下式求

解其均值Z及均方差Z： 

1 2
( ) (   )

nZ x x xg g     X ， ， ，     (29) 

1/ 2

1 1

( ) ( )
j k

n n

Z jk x x
j k j k

g g

x x

    
 

  
     
 X X    (30) 

式中：n 为基本变量数；jk为变量 xj，xk间的相关系

数； ( )g X 为极限状态函数在X处取值。 

若只进行常规的随机可靠度分析，则可靠指标

可由下式求解： 

     /Z Z                  (31) 

若进行模糊随机可靠度分析，则可先用式(19)

求解破坏概率，再由下式求解模糊随机可靠指标： 

 1
f( )P                  (32) 

不失一般性，本文设 Z 的概率密度函数为正态

分布函数。当 Z 不满足正态分布时，亦可先通过当

量正态化的方法将基本变量转为正态分布，再进行

求解。因此，当边坡失稳的隶属函数(Z)分别为降

半梯形分布(Za =−Zb)及降半正态分布时，可得模糊

失效概率的积分表达式分别为 

b b b b
f

b b2 2
Z Z Z Z

Z Z

Z Z Z Z
P

Z Z
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b b

2 2
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             (34) 

式(29)～(34)既适用于单元破坏概率及可靠指

标的计算，也适用于边坡整体破坏概率及可靠指标

的计算，区别只在于极限状态函数的形式有所不

同。 

4.4 同时考虑基本变量和极限状态模糊性的边坡

模糊随机可靠度分析方法 

基本变量的模糊性是由于样本数量有限、不可

重复取样等原因造成的，而极限状态的模糊性是由

于人们对失稳事件认识上的模糊性而造成的。它们

是两种不同的模糊性，在进行可靠度分析时应该同

时考虑这两种模糊性[17]。当同时考虑基本变量和极

限状态模糊性时，基于滑面应力分析法的边坡模糊

随机有限元可靠度分析方法总体步骤如下： 

(1) 将模糊基本变量向量 X 等价转换为随机变

量； 

(2) 对于每一有限单元，求解极限状态函数的

均值、均方差及单元模糊随机可靠指标； 

(3) 对于任一滑面，求解滑面极限状态函数的

均值、均方差及滑面模糊随机可靠指标，并搜索所

有滑面的最小可靠指标。 

基于上述步骤，本文编写了边坡的模糊随机有

限元可靠度分析程序，它可同时考虑基本变量与极

限状态的模糊性，可同时求解边坡中各单元的模糊

随机可靠指标、边坡整体模糊随机可靠指标及相应

的临界滑面位置。 

 

5  算例分析 
 

某 1.5∶1 均质边坡高 H = 10 m，膨胀角 =  

20°，重度 = 20 kN/m3，弹性模量 E = 20 MPa，泊

松比 = 0.3。黏聚力 c 及内摩擦角为三角型模糊变

量，其中值分别为 cm = 15 kPa，m = 20°。模糊随机

可靠度分析的基本变量 X ={x1，x2} = {c，}。极限

状态的隶属函数为降半梯形分布。 

5.1 变量模糊程度的表示方法 

为研究极限状态模糊性对计算结果的影响，取

极限状态函数 Z 的隶属函数位置参数 Za与 Z 的均方

差Z之间有如下比例关系： 

 a Z ZZ k                (35) 

式中：kZ为表示极限状态模糊性的模糊宽度系数。 

为研究基本变量模糊性对计算结果的影响，取

基本变量 xi(i=1，2)的中值 xim与其最小最大值的距

离 dxia
，dxib

相等，且它们与中值有如下比例关系：  
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 a b mi i ix x x id d w X             (36) 

式中：
ixw 为表示基本变量模糊性的模糊宽度系数。 

5.2 单元模糊随机可靠指标 

有限元计算采用八节点四边形网格，共划分

955 个节点，290 个单元。约束条件是底边界固定，

两侧边界水平约束。计算时取 kZ = 1～3；当基本变

量只具有随机性时，取其变异系数 δX = 0.1～0.3；

否则，取其模糊宽度系数 wX = 0.1～0.5。 

由于篇幅所限，本文只列出了基本变量的等价

转换方法为熵等价法时的部分计算结果。图 2 是不

考虑基本变量和极限状态模糊性时的可靠指标等值

线图及临界滑面位置(X 为随机变量，变异系数X = 

0.1)，它相当于常规的随机可靠度分析结果。图 3

是同时考虑基本变量和极限状态模糊性时的模糊随

机可靠指标等值线图及临界滑面位置(wx1
 = wx2

 = wx = 

0.3，kZ = 3)。对比图 2 及 3 可见，当考虑基本变量

和极限状态模糊性时，可靠指标有所减小(如：坡面

处的可靠指标由 0 减至－2，坡脚前方的可靠指标由

10 减至 6)，其等值线形状也有较大改变。因为模糊

性本质上是一种不确定性，所以，当考虑基本变量

和极限状态模糊性时，不确定性有所增大，破坏概

率有所增加，可靠指标有所减小。 

 

 

图 2  随机可靠指标等值线(X = 0.1) 

Fig.2  Contour of random reliability index(X = 0.1) 

 

 

图 3  模糊随机可靠指标等值线(wX = 0.3，kZ = 3) 

Fig.3  Contour of fuzzy ramdon reliability index(wX = 0.3， 

kZ = 3) 

5.3 整体模糊随机可靠指标 

为评价边坡的稳定性，需知道边坡整体可靠指

标的大小及其影响因素。图 4 所示为基本变量为随 

机变量时整体模糊随机可靠指标与基本变量变异

系数X和极限状态模糊宽度系数 kZ间的关系；图 5

所示为基本变量为模糊变量时整体模糊随机可靠指

标与基本变量模糊宽度系数 wX和极限状态模糊宽

度系数 kZ间的关系。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 4  整体模糊随机可靠指标 

Fig.4  Overall fuzzy random reliability index 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5  滑面模糊随机可靠指标 

Fig.5  Overall fuzzy random reliability index 

 

将模糊随机可靠度分析分为如下 4 种情况：(1)

情况 1：基本变量是随机的，极限状态是清晰的；

(2) 情况 2：基本变量是随机的，极限状态是模糊的；

(3) 情况 3：基本变量是模糊的，极限状态是清晰的；

(4) 情况 4：同时考虑基本变量和极限状态的模糊

性，则图 4 可表示情况 1，2，图 5 可表示情况 3，4。

由图 4，5 可知，当基本变量的变异系数 δX或模糊

宽度系数 wX增加时，整体可靠指标有所减少。当极

限状态的模糊宽度系数 kZ增加时，整体可靠指标亦

有所减少。特别地，当 kZ = 0 时，Z 的隶属函数即退

化为分段均匀分布型式，也即 kZ = 0 表示不考虑 Z

的模糊性的情况。 
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6  结  论 

 

本文基于模糊概率理论，进行了同时考虑基本

变量和极限状态模糊性的边坡稳定模糊随机有限元

可靠度分析。对于基本变量的模糊性，采用熵等价

法及当量概率密度法将其等价变换为随机变量；对

于极限状态的模糊性，先采用模糊概率理论求解模

糊破坏概率，再反求模糊随机可靠指标；推导了模

糊概率的积分表达式。将上述方法应用于基于滑面

应力法的边坡稳定有限元分析，编写了边坡的模糊

随机有限元可靠度分析程序。该程序既可求解单元

的模糊随机可靠指标，亦可求解边坡整体模糊随机

可靠指标；既可考虑基本变量的模糊性，又可考虑

极限状态的模糊性。而且，当不考虑基本变量和极

限状态的模糊性时，它即退化为常规的随机可靠度

分析方法。 

算例分析表明：基本变量和极限状态的模糊性

对边坡的单元模糊随机可靠指标及整体模糊随机可

靠指标均有较大的影响；常规的随机可靠度分析方

法所求的可靠指标较大，偏于危险。因此，应该重

视边坡稳定的模糊随机可靠度分析。 

为了更好地进行边坡稳定的模糊随机可靠度分

析，对基本变量的模糊程度进行研究是十分必要的。

同时，亦要重视对极限状态隶属函数确定方法的研

究，它们是边坡的模糊随机可靠度分析之基础。 
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