
      
                                       
           

新的二元互素序列的迹表示和线性复杂度 
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摘  要：利用周期分别为奇素数 p 和 q 的 Legendre 序列构造大量新的周期为 pq 的二元序列，根据这些序列与 Legendre 序列在结构上的
联系，给出它们的迹表示，依据 E.L. Key 方法得到其线性复杂度。结果表明该类序列具有良好的符号平衡性和线性复杂度性质，作为密钥
流序列可抵抗 Berlekamp-Massey 算法的攻击。 
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【Abstract】Lots of new binary sequences of period p and q are presented. These sequences are formed with the Legendre sequences with the 
periods p and q, where p and q are different odd primes. Based on the constructive relation of these sequences with Legendre sequences, this paper 
obtains the trace presentations from their defining pairs. Linear complexity is calculated by E.L. Key method. The results show that these sequences 
possess better properties of symbol balance and linear complexity. Used as key streams, they can resist the attack from the application of the 
Berlekamp-Massey algorithm. 
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1  概述 
具有特定性质的伪随机序列在流密码中有着广泛的应

用。度量周期序列 s∞ 的伪随机性的一个重要指标是它的线性
复杂度 ，即生成( )L s∞ s∞ 的最短线性反馈移位寄存器(LFSR)
的 级 数 。 根 据 著 名 的 Berlekamp-Massey 算 法 ， 如 果

( 是( ) / 2L s N∞ > N s∞ 的周期)，则认为 s∞ 具有好的线性复杂
度性质。有限域 2nF 到其子域 的关于变量2F x 的迹函数记为

1 ( )nTr x = 2

0

i

i n
x

<
∑
≤

。迹函数具有双线性性质，即 

(1)    

(2)  
1 1( ) ( ),n nTr kx kTr x k GF= ∀ ∈

1 1( ) ( ) (n nTr x y Tr x Tr y+ = + 1 )n

如果二元序列 ( )s t∞ 可以表示为 

1( ) ( )n ts t Tr α= ,  (2 )nGFα ∈

则称为二元序列 ( )s t∞ 的迹表示。每个序列都有唯一的迹表
示。根据序列的迹表示不仅可以研究序列的线性复杂度和相
关性等密码学性质，而且可以得到生成该序列的线性反馈移
位寄存器。 

令 p 和 是不同的奇素数，不妨设q p q< , 。互素
序列又被称为修改的 Jacobi 序列(MJS)[1]或 Whiteman 广义割
圆序列[2]，其定义可由式 在 a=0 时给出 

N pq=

(1)

 

( )
,

0             0 mod                         
1             0 mod  ,  0 mod     
0            0 mod  , 0 mod  ( )

     

a
p q

t pq
t p t
t p t aJ t

t t a
p q

≡⎧
⎪ ≡ ≠⎪⎪ ≠ + ≡= ⎨
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎪ ⊕⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

         其他              

其中，⊕表示布尔加法运算；(-)表示简约 Legendre 符号函数。
显然它是由起点为 的 Jacobi 序列[3]经过简单修改得到的，
而且包括著名的孪生素数序列。研究表明，这类序列具有高
线性复杂度、低周期自相关值、互相关值及很好的平衡性   
质[2]。它的迹表示由文献[4]给出。本文研究的序列由式 (1) 给
出，不同的是这里 a 满足条件：1 。显然它是由非
零起点的 Jacobi 序列经过类似修改得到的，称之为 NRP。 由    
定义可知，当

0

1a q −≤ ≤

p 和 的值接近时，它具有很好的符号平衡性。
尽管它的构造类似于前面的互素序列，但其符号分布完全  
不 同 。 假 设

q

{ ,2 , ,( 1) }, { ,2 , , ( 1) }qP p p q p Q q q p= − = −L L

e e
。令

满足 ,q p

1 mod
0 modq

q
e

p
⎧

= ⎨
⎩

 

 
 

1 mod
0 modp

p
e

q
⎧

= ⎨
⎩

   

由中国剩余定理可知， 唯一存在。, modq pe e pq 0 1,A A 的

生成多项式分别为 

0

0 ( ) mod( 1),t p

t A
A x x x

∈
= −∑

1

1( ) mod( 1)t p

t A
A x x x

∈
= −∑   

假设 
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0 0 1 1
1( ) ( ) ( )mod( 1)

2
ppA x a A x a A x x−

= + + −              (2) 

其中， ； 为 3 次本

原单位根。 

0 1 2

(1,  0) 1mod8
( , )

( , ) 3mod8
p

a a
pω ω
≡ ±⎧

= ⎨ ≡ ±⎩
4 2\F Fω ∈

由文献[5]可知，总可以找到 p 次本原单位根α ，使 

0 2

1 1mod
0       1mod8

( )
3mod8
3mod8

p
p

A
p

p

α
ω
ω

≡⎧
⎪ ≡ −⎪= ⎨

≡⎪
⎪ ≡ −⎩

    

  

  

8

                          (3) 

如果某个 p 次本原单位根 α 不满足上述条件，则 uα 必
定满足此条件，其中， u 为 pF 的任一个生成元。依据α 的选

取，当 , , , 时，
分别有

1mod8p ≡ 1mod8p ≡ − 3mod8p ≡ 3mod8p ≡ −
2

1( ) 0, 1, ,A α ω ω= 。 

2  NRP的定义对 
由文献[4]可知，对于周期为 N 的二元序列 ( )s t∞ ，总存

在一个本原 N 次单位根 γ 和一个多项式
0

( ) ( ) i

i N
g x iρ

<
= ∑

≤

x ，

使 ( ) ( )ts t g γ= 。则称 ( ( ), )g x γ 为序列 ( )s t∞ 的定义对。 
引理 1 若 ,( )A x α 由式(2)、式(3)定义，Legendre 序列

定义为 ，则{ ( ) | 0}p pb b t t= ≥
0

0

1    
( )

0   /p
p

t A
b t

t F A
∈⎧⎪= ⎨ ∈⎪⎩

pb 的定义对为

( ( ), )A x α ，其中， 2 *
0 { | }pA x x F∈ , , 。 *

1 0\pA F A * \{0}p pF F=

相 应 地 ， 对 于 ， 假 设 ,q * \{0}q qF F= 2 *
0 { | }qB x x F∈ , 

*
1 0\qB F B ，则 

( ) mod( 1)
i

t a q
i

t a B
B x x x+

+ ∈
= −∑  

0 0 1 1
1( ) ( ) ( )

2
qB x b B x b B−

= + + x  

其中， 

0 1 2

(1,0) 1mod8
( , )

( , ) 3mod8
q

b b
qω ω

≡ ±⎧⎪= ⎨
≡ ±⎪⎩

   

 
   

 0

0

1       
( )

0 \q
q

t a B
b t a

t a F B
+ ∈⎧⎪+ = ⎨ + ∈⎪⎩

 

 

由引理 1 可知，总可以找到 次本原单位根q β ，使
的定义对为 ( ((qb t a+ ) ), )B x β ，当 时，分别

有

1, 1,3, 3mod8q ≡ − −
2

0 ( ) 1,0, ,B β ω ω= 。 
设 T 为奇整数，周期为 T 的序列 定义为

， 取 T 次 本 原 单 位 根

{ ( ) | 0}T T t tδ δ= ≥

1 0mod
( )

0
⎧
⎨
⎩

T

t p
tδ

≡
=

其他
γ ， 假 设

0
( ) i

T
i T

x x
<

Δ = ∑
≤

，则 ( ( ), )T x γΔ 为序列 Tδ 的定义对。 

给 定 序 列 ， 它 的{ ( ) | 0}s s t t= ≥ λ - 跳 (λ-jump) 序 列

定 义 为[ ] [ ]{ ( ) | 0}s s t tλ λ= ≥ [ ] ( ) 0mod
( )

0
s t t

s tλ λ≡⎧
= ⎨
⎩

 

   其他
。 易 证

{ }t t P t a Q∈ + ∈ =且 1

)

。 

引理 2  
( ) ( ) [ ]

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (a q p
p q p q p q pq pJ t b t b t a b t a b t a t tδ δ= + + + + + + + +

其中， , 。 ( ) ( ) ( ) ( )q
p p qb t a b t t aδ+ = + [ ] ( ) ( ) ( )p

q q pb t a b t a tδ+ = +

证明：剩余类环 pqZ 具有以下的分解： 

{ 0mod } { 0mod , 0mod }

{ 0mod , 0mod } { gcd( , ) 1, }
pqZ t t pq t t p t q

t t p t a q t t pq t a Q

= ≡ ∩ ≡ ≠ ∩

≠ + ≡ ∩ = + ∉
    

本引理剩余的证明见表 1。 

表 1  ( )
,
a

p qJ 分序列在不同条件下的取值 

 0modt pq≡ 0mod
0mod

t p
t q
≡
≠

 0 mod
0 mod

t p
t a q
≠
+ ≡

 gcd( , ) 1t pq
t a Q

=
+ ∉

Bp(t) 0 0 ( / )t p  ( / )t p  

Bp(t+a) ( / )a q  ( /t a q)+  0 ( / )t p q+  

( ) ( )q
pb t a+ 0 0 ( / )t p  0 

[ ]( )p
qb t a+ ( / )a q  ( /t a q)+  0 0 

( )pq tδ  1 0 0 0 

( )p tδ  1 1 0 0 

其中， b t( ) ( )
( )

0
pq

p

b t t P t a Q
a

∉ + ∈⎧
+ =⎨

⎩

且
其他            

[ ] ( )
( )

0
qp

q

b t a t P
b t a, 

+ ∈⎧
+ =⎨

⎩ 其他        
 

 
。

证毕。 
引理 3 引理 2 中 ( )

,
a

p qJ 的 6 个分序列的定义对见表 2。  

表 2  ( )
,
a

p qJ 的序列的定义对 

序列 定义对 

( )pb t  ( ( ), )peA x αβ  

( )qb t a+  ( ( ), )qeB x αβ  

( ) ( )q
pb t a+  ( ( ) ( ), )p qe e a

qA x x β αβΔ  

[ ]( )p
qb t a+  ( ( ) ( ), )q pe e

pB x x αβΔ  

( )p tδ
 

( ), )pe
p x αβΔ

 
( )pq tδ

 
( ( ), )pq x αβΔ

 

证明：由引理 2 可得：
 

引理 4 [4] 若
 

( ) ( )  (mod  1) ( ) ( ) p pe epf x g x x f x g x≡ − ≡，则
( mod  1)pqx − 。 

引理 5[4]  

1 1 1
1

( ) 1 mod 1p q p qe i e j e i e j pq
pq

i p j q j q
i p

x x x x x+

< < <
<

Δ = + + + −∑ ∑ ∑
≤ ≤ ≤

≤

, 

1 0,1
( ) mod 1p p qe i e e pq

i
i p i

x A x x x
< =

+ −∑ ∑
≤

 
1 0,1
1 0,1

( ) ( )mod 1p q p qe i e j e e pq
i j

j q i
i p j

x A x B x x+

< =
< =

= −∑ ∑
≤
≤

 引理 6 ( )
, ( )a

p qJ t 的定义对为 ( ( ), )g x αβ ，其中
 

1 1

1 1( ) ( ) (1 )
2 2

p qe ei a

i p j q

q pg x x xβ
< <

− − jj= + +∑ ∑
≤ ≤

 

+

( )
0,1
0,1

( )p qe e a
i i j

i
j

a A x B x β
=
=

∑
0,1
0,1

( 1) ( ) ( )p qe e
j i j

i
j

b A x B x
=
=

+ +∑
 

证明：根据引理 5，因为  ,   
1 0,1

( ) mod 1q qe j e pq
i

j q i
x B x x

< =
= −∑ ∑

≤

( ) ( )
1 1 0,1 0,1

( ) ( ) ( )q q qe e ea j a j a a
j j

j q j q j j
x x B x B x qeβ β β

< < = =
= = =∑ ∑ ∑ ∑

≤ ≤

β ， 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q p q q pe e e e e ea
q pg x A x B x A x x B x xβ= + + Δ + Δ

( ) ( )pe
p pq

+

x xΔ + Δ ( ) ( )( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )p q q pe e e ea
q pA x x B x xβ= + Δ + + Δ +

( ) ( )pe
p pqx xΔ + Δ

1 1

1 1(1 )
2 2

p qe e ji aj

i p j q

q px xβ
< <

− −
= + + +∑ ∑

≤ ≤

( )
0,1
0,1

( )p qe e a
i i j

i
j

a A x B x β
=
=

+∑
0,1
0,1

( 1) ( ) ( )p qe e
j i j

i
j

b A x B x
=
=

+∑  

3  NRP的迹表示和线性复杂度 
记 分别是 2 模,m n p 和 的阶，q

1 1, ,p q
p qc c
m n
− −

= =  

( , ),d m n= M mn d= ， 分别是,u v * *,p qF F 的生成元，则有： 

 —138— 



引理 7[4] F2 上 个( 1)( 1)p q− − pq 次本原单位根的等价类
可表示为 S

{ | 0 ,0
i ju v

p qS i c jα β= <≤ ≤ }c d<  

定 理 1 符 号 , , , ,p q α β ω 的 定 义 同 上 ， 序 列 ( )
,
a

p qJ =  

有如下的迹表示： ( )
,{ ( ) | 0}a

p qJ t t≥

如果 ，则 1mod8, 1mod8p q≡ ± ≡ ±

( )
, 1 1

0 0

1 1( ) ( ) (1 )
2 2

i j

p q

a m u t n v t
p q

i c j c

q pJ t Tr Trα β β
< <

− ⎡ −⎛ ⎞= + +∑ ∑ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦≤ ≤

jav ⎤
+

     

( ) ( )1 1
0 0
0 0
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j i j i j
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i c i c
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i c
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如果 ，则 1mod8, 3mod8p q≡ ± ≡ ±
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i j i j

p qe u e vt u
j j

i p i p
j q j q

b bαβ α β+

< − < −
< − < −

v t+ = +∑ ∑
≤ ≤
≤ ≤

=

     ( )1
0
0

( 1) ( )
i j

p

q

M u v t
j

i c
j c d

b Tr α β
<
<

+∑
≤
≤

( )
0,1
0,1

( )p qe e a
i i j

i
j

a A x B x β
=
=

=∑  

0,1 0,1
0,1 0,1

( )p q p q

i j i
j

e t e e t e sa s as
i i

i t A s B i t A
j j s B

a x x a xβ β+

= ∈ ∈ = ∈
= = ∈

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑   

2 2 21 1 1

1
1

, 0,1 0 1
0 ( 1) 2 0 1
0 ( 1) 2

mod 1
i t j s i jj s j

p q p qe u e v e u e vav av pq
i i

i j i p
t p j q
s q

a x a x xβ β
+ + ++ +

= < −
< − < −
< −

= −∑ ∑
≤

≤ ≤
≤

 

)(
( )

0 1 0 1
0 1 0 1

| ( )
i j i jj j

p q p q
t

e u e v e u e vav t av
i ix

i p i p
j q j q

a x aαββ αβ+ +
=

< − < −
< − < −

β= =∑ ∑
≤ ≤
≤ ≤

0 1
0 1

( )
i j ju v t av

ia α β β
< −
< −

i p
j q

∑
≤
≤

( )( ) ( )
1

0 1 0
0 1 0

i j i j

p

q

u t t a v M u t t a v
i i

i p i c
j q j c d

a a Trα β α β+ +

< − <
< − <

= =∑ ∑
≤ ≤
≤ ≤

 =

所以， 

( )( )
, 1 1

0 0

1 1( ) ( ) ( )
2 2

i j

p q

a m u t n t
p q

i c j c

q pJ t Tr Trα β +

< <

− − a v= + +∑ ∑
≤ ≤

1 ( )
j

q

n v tTr β
0 j c<
∑

≤
( ) ( )( )

1 1
0 0
0 0

( 1) ( )
i j i j

p p

q q

M u t t a v M u v t
i j

i c i c
j c d j c d

aTr b Trα β α β+

< <
< <

+ + +∑ ∑
≤ ≤
≤ ≤

=  

1 1
0 0

1 1( ) (1 )
2 2

i j j

p q

m u t n v t av

i c j c

q pTr Trα β β
< <

− ⎡ − ⎤⎛ ⎞+ + +∑ ∑ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦≤ ≤

 
( )1

0
0

( ) ( 1
i j j

p

q

M u v t av
i j

i c
j c d

Tr a bα β β
<
<

⎡ ⎤+ +∑ ⎣ ⎦≤
≤

 
又因为 

0 1 2

(1,0) 1mod8
( , )

( , ) 3mod8
p

a a
pω ω
≡ ±⎧

= ⎨ ≡ ±⎩
 

 0 1 2 2

(0,1)                               1mod8
( 1, 1)

(1 ,1 ) ( , ) 3mod8
q

b b
qω ω ω ω
≡ ±⎧

+ + = ⎨ + + = − − ≡ ±⎩

所以该定理得证。 
采用文献[6]中的方法，根据定理1中NRP的迹表示，可直

接得到其线性复杂度。 
定理 2  序列 ( )

,
a

p qJ 的线性复杂度 为 ( )L s∞

( )L s∞
3( 1)( 1)     , 1mod81( 1) ( ) ( 1) 4

2 ( 1)( 1)                     

p q p qqp q
p q

ε
− −⎧ ≡ ±− ⎪= − + − + ⎨

⎪ − −⎩ 其他
 

其中，
1 1( ) mod

2 2
q qi iε 2− −

= ≡当且仅当 。 

证明：由 , , , ,p q α β ω 的定义可知，定理 1 的迹表达式中
i ju t v tα β 前的系数均不为 0，从而该定理得证。 

4  结束语   
由定理 2 可知，NRP 具有很好的线性复杂度。同时，本

文另外的工作证明它们也具有非常低的自相关值和互相关
值。作为密钥流序列，它们可抵抗 Berlekamp-Massey 算法的
攻击以及差分攻击。这些序列可采用类似文献[2]的改进的
Jacobi 序列的生成方法实现。总之，这类新的序列有很好的
应用价值。                          （下转第 142 页） 
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