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1 Introduction

Le but de ce travail est I’étude d'un probléme du contréle impulsionnel appliqué a la
gestion du choix de technologie d'une entreprise (voir par exemple A. Bensoussan et
J.L. Lions [5]). Nous supposons que Uentreprise décide & certains instants (instants
d’impulsions) de changer de technologie, ce qui induit un saut de la valeur de la
firme (impulsions). Les instants d’impulsion, le choix de la nouvelle technologie, la
loi des sauts sont des variables des décisions, dont I’ensemble est appelé un controle
impulsionnel.

Soient (7,,) la suite croissante des instants d’impulsions et convergente vers une limite
notée 7, (,41 la technologie choisie a I'instant 7,, et A, la taille du saut du log de la
valeur de la firme a l'instant 7,,. On appelle un controle impulsionnel la donnée de
tous ces parameétres, soit la stratégie notée oo = (7,,, (i1, Ap, n > —1).

Toute stratégie o occasionne un gain moyen:

K(o)=E /0 e P(E YD) ds — 3 e e Y Cupn Vo) 060, Vo) |

n>0

ou [ > 0 est un coefficient d’actualisation, &, indique la technologie au temps s, et Y’
est le processus représentant le log de la valeur de la firme. La fonction f représente
le bénéfice net de la firme et la fonction ¢ représente le cotit de changement de tech-
nologie. L’objectif de I'entrepreneur est de trouver une stratégie & qui maximise la
fonction gain de la firme.

Les outils mathématiques qui sont a la base d’une telle étude ont été initiés par
A. Bensoussan et J.L. Lions [5] et ensuite formalisés par d’autres auteurs. Par ex-
emple, dans le modéle de J.P. Lepeltier et B. Marchal [12], 7,, représente le "temps
de mort" du systéme. Les auteurs considérent la commutation de la technologie
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comme une impulsion. Le systéme est "tué" en 7, puis on le fait renaitre en suivant
une nouvelle technologie choisie entre la moderne et I'ancienne afin d’obtenir une
stratégie optimale.

Le méme modeéle a été étudié par J.P. Lepeltier et B. Marchal [I4]. leur article
traite une technique purement probabiliste pour la résolution du probléme de con-
trole impulsionnel. L’outil de base est la théorie générale du controle de C. Striebel
qui permet d’obtenir un critére d’optimalité performant.

Dans le modeéle de P.A. Meyer [16], la valeur de la firme est modélisée suivant un
modéle canonique. La construction du probléme de contréle est fondée sur la théorie
de la renaissance des processus de Markov. Avant la premiére impulsion, la loi du
systéeme est celle d'un processus de Markov tué au moment de cette impulsion. Puis
aprés 'impulsion, on le fait renaitre suivant une nouvelle loi de processus de Markov
a ’aide d'une probabilité de transition.

Nous mentionnons également [8] et [LI] qui ont utilisé des outils purement prob-
abilistes comme l’enveloppe de Snell et les équations différentielles stochastiques
Backward pour résoudre le probléme optimal de changement de technologie en hori-
zon fini.

M.H.A Davis a étudié¢ dans [7] un probléme du contréle optimal déterministe. Il a
introduit une simple formulation du principe de la programmation dynamique des
processus de Markov déterministes par morceaux (PMDP) qui aident & résoudre ce
type de probléme.

M. Robin a abordé dans sa thése [23] un type de probléme du controle impulsionnel
avec retard déterministe, c’est a dire qu’aucune décision ne peut étre prise avant
I'effet de la derniére décision. Il a établi des résultats sur les problémes des temps
d’arrét optimaux essentiellement pour les processus de Markov fellériens. Le résul-
tat fondamental de cette thése est la propriété de continuité de la fonction valeur
obtenue par des techniques de pénalisation.

G. Mazziotto et J. Szpirglas [I5] ont étudié le controle impulsionnel des systémes
stochastiques en information incompléte selon des méthodes développées essentielle-
ment dans le cadre de la théorie du filtrage non linéaire. Leur principal résultat est
un théoréeme de séparation du contrdle et du filtrage dans une situation de gestion
de stock partiellement observée. Ce résultat a été obtenu en étendant la méthode
de M. Robin [23] et en utilisant des théorémes de sélection [20].

Une approche différente est utilisée pour la résolution de ce type de probléme: le
probléme d’optimisation est formulé comme un probléme parabolique du controle
impulsionnel avec trois variables liées a la fonction cofit, la technologie choisie et la
valeur de la firme (méthode utilisée par H. Pham, M. Mnif et V. Vath [22]). Cette
résolution est associée au principe de programmation dynamique des inéquations
quasi-variationnelles de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans le méme contexte, nous citons [II, 2, 21] qui ont caractérisé la fonction valeur
comme 'unique solution de viscosité des inéquations quasi-variationnelles de Hamilton-
Jacobi-Bellman.



Dans notre situation, a chaque temps d’arrét le systéme suit une nouvelle technologie
et une nouvelle loi afin d’améliorer le profit de la firme. Dans ce cas, nous utilisons
le caractére markovien et homogéne entre deux instants d’impulsions ainsi que la
forme markovienne de chaque renaissance pour determiner un critére d’optimalité.
Notre travail est basé principalement sur les articles de J.P. Lepeltier et B. Marchal
([12, [14]). Au lieu de la construction canonique, nous choisissons une approche tra-
jectorielle qui pourrait donner des formes plus concrétes. De plus, en détaillant les
épreuves, on retrouve les résultats de J.P. Lepeltier et B. Marchal.

Notre travail est organisé en trois parties. La premiére est consacrée a définir le
modeéle correspondant au probléme du contréle impulsionnel posé ainsi que les filtra-
tions associées (section ). Dans la seconde, nous établissons un critére d’optimalité.
Nous énongons tout d’abord le principe de programmation dynamique a ’aide du
gain maximal conditionnel aprés un temps d’arrét 6. Ensuite, par des techniques
markoviennes, nous établissons un lien entre le gain maximal conditionnel aprés 6 et
la fonction valeur de la firme ce qui nous permet de déduire un critére d’optimalité
dépendant de cette fonction (section [3)). Enfin, nous définissons une stratégie qui
maximise la fonction valeur de la firme et qui réalise 'optimalité conditionnelle
(section []).

2 Modélisation

Soit (2, A, F,P) un espace de probabilité muni d'une filtration (F;)¢>o compléte
continue a droite et soit un mouvement brownien W = (W,);>¢. Nous noterons par
(Gi)i>o0 la filtration compléte définie par G, = Vo Fs, V s < L.

Le controle impulsionnel consiste en une succession de changements d’état a (7;)i>—1,
ol 7_1 = 0, une suite croissante des G-temps d’arrét et convergente vers une limite
notée 7 et qui vérifie:

Tn+l = Tn + T © ¢7'7L7 (1)

ou ¢; est lopérateur de translation défini, pour tous w € € et s,t > 0, par
(Pt w)(s) = w(t+s). Ainsi, pour tout processus X, nous aurons X;(¢sw) = X;is(w).
Notons que sur l'espace ' = {w € @ : I n(w) tel que 7,y = 7}, la suite (7,,) est
constante & partir du rang n(w) et elle sera strictement croissante sur I’événement
ng—l{TO o ¢Tn > O}

Nous introduisons, pour tout w € ), le processus cadlag & a valeurs dans U
I’ensemble fini des technologies possibles,

gt(w) = 50(("))1[0#0[@) + Z Cn—l—ll[m,mﬂ[(t) + @1[T,+OO[(t)7 (2>

n>0



ou () désigne I'absence de technologie. On suppose qu’au dela de 7 la firme a disparu.
Pour tout n € N, (,,11 la technologie choisie a I'instant 7,,, est une variable aléatoire
G,,-mesurable. Nous noterons U l'espace U U {(}} et P(U) la tribu triviale.

Proposition 2.1. Le processus & est G-adapté.

Preuve

Les instants 7, sont des G-temps d’arrét. Alors, {7, < t} € G;, et puisque (41 est
G-,- mesurable, (411}, oo[(t) est G- mesurable. De plus, par stabilité des tribus
par passage au complémentaire nous avons {7,411 > t} € G;. Dot 1, 54 (t) est
G;- mesurable. De méme, 01, yo[(t) est G;- mesurable car {7 <t} € G,.

Ainsi & est G;-mesurable comme somme de variables G;-mesurables. Par conséquent,
le processus & est G-adapté. ]

La valeur de la firme entre deux instants d’impulsions du systéme est donnée par
I’expression suivante : S; = expY;, t > 0, ou Y est le processus continu a droite
défini par:

Y= Yol + 2 A L0+ [ (HE ds + 0(6) AW + A T8, )

n>0

avec A signifie que la firme a disparu, b: U — R et 0 : U — R* sont deux fonctions
bornées sur U et A, la taille du saut du log de la valeur de la firme a l'instant 7,
est une variable aléatoire réelle G, -mesurable.

Nous noterons R = R U {A}. On notera aussi Y le processus Y donné par
I'expression (@) sur I’événement {Yy(w) = z}.

Par définition de 'opérateur de translation, le processus Y peut étre écrit aprés le
temps 7,, sous la forme suivante:

}/I;+Tn = }/;f o ¢Tn'
Proposition 2.2. Le processus Y est G-adapté.

Preuve

Les instants 7, sont des G-temps d’arrét. Alors, {7, < t} € G;, et puisque la taille
du saut A, est G, - mesurable, A, 1, () est G- mesurable. De plus, nous avons
{Tn+1 >t} € Gi. D'ott 1y, 54 () est G- mesurable. Par conséquent, la partie dis-
créte de 'expression ([B]) est G;- mesurable.

De méme, g(t)1}; 100((t) est G- mesurable car {7 < ¢} € G,. Ensuite, la partie con-
tinue de I'expression () est aussi G- mesurable car € I'est. Ainsi Y; est G;-mesurable
comme étant une somme de variables G;-mesurables. Par suite, le processus Y est
G-adapteé. [ ]

Remarque 2.3. La filtration G étant une sous-filtration de F, les processus & et Y
sont aussi F-adaptés.



Proposition 2.4. Désignons par (ﬂs>t G, t > O) la filtration (G, t > 0) rendue
continue a droite. Elle vérifie [’égalité suivante:

(6. = F

s>t

Preuve
D’'une part, G; est une sous-tribu de 7, : G, C F;. D'ou (., Gs C [),o;Fs- La
filtration F étant continue & droite,

7 =F.

s>t

Ainsi, ,., Gs C Fi. D’autre part, (o, Gs = (Nyoy Va<sFu-
Nous avons, Vs > t, G, = V, s F,. Par conséquent,

-Ftc\/u<sfu:gs, Vs > t.

Ce qui entraine l'inclusion inverse et par suite I'égalité () _, Gs = F. [ ]

En résumé, on obtient la définition :

Définition 2.5. Un controle impulsionnel (ou stratégie admissible) est la donnée
d’une suite o

a = (Tnv Cn-l-lv An),

ot (1,) est une suite croissante de G-temps d’arrét qui converge vers une limite

notée T et vérifiant T,41 = Tp + To © ¢r,, Cur1 est la technologie choisie a linstant

Tp, V.a. G, -mesurable et A,, =Y, —Y — est la taille du saut a linstant 7, v.a.
n

G, -mesurable, de telle sorte que la probabilité de transition r® définie sur U x R par
]P)(Cn—i-l =5,Y, =x+ dy ‘ Cn = 1, YT; = ZL’) = 7’3(2} 7, dy),
est indépendante de n. On note D l’ensemble des stratégies admissibles.

On introduit M un ensemble de probabilités de transition sur U x R, M =
U(i,w)eUXEM(i,x) ou M(i,x) vérifie:

{A%m:{w@ﬁw%%maeg}ﬁ@@ﬁH&A)
Mg.a) = 5(0.a) sinon.

(4)

De fait on réduit I'’ensemble des stratégies admissibles en supposant que la loi de
passage r® est indépendante de n. Ainsi, la famille des lois markoviennes est sta-
tionnaire.

Pour tout (¢, ), I'ensemble M, ;) est muni de la topologie faible suivante: la suite
(rn)n converge vers r si et seulement si pour toute fonction borélienne bornée g sur
U xR,

(14(g))n converge uniformément vers r(g) sur U x R. (5)

Hypothése 1: L’ensemble M; ) est faiblement fermé et faiblement compact pour
la topologie définie ci-dessus.



Exemple 2.6. Nous pouvons prendre comme exemple la mesure de probabilité dans
I’ensemble M; 4):

1 —(y—z—m)?
r(i, x; j, dy) :pi,j-\/ﬁe o2 dy ou Zp” 1VieU
jeu

Soit une fonction g borélienne bornée sur U x R et une suite (rn) € Mz

M
n(i 3 9) me/ 909 == 7

1,jeUXU

ou my, €5, S un compact de R.
D’une part, il existe une sous-suite extraite (my,,) convergeant vers m dans R.

) n . . . -
D’autre part, p; esi a valeurs dans le compact {3 x5 = 1} et donc il existe une
sous suite extraite p;% convergente vers p; ;. Ainsi, r,(i,x;g) converge vers (i, x; g)
dans lensemble M; ).

Définition 2.7. A chaque stratégie o nous associons le gain

ko) = / e FEe V) ds — 3 e PR Vg G Veg) ()

n>0

ot B est un coefficient d’actualisation; f : U xR - R* et c: UxRxU xR — R*
sont deuz fonctions boréliennes et bornées. Soit le gain moyen:

K (o) = E(k(a)|o (&0, o). (7)

La fonction f représente le bénéfice net de la firme et la fonction c représente le cott
de changement de technologie vérifiant pour tout couple (i,x) € UXR c(i,x,i,x) = 0,
ce qui veut dire que s’il n’y a pas dimpulsion, il ne peut y avoir un cott .

Définition 2.8. Etant donnés un G-temps d’arrét 6 et une stratégie admissible «,
nous dirons qu’une stratégie admissible u se comporte comme « jusqu’a 0 exclu, que
[’on note

{e =, Vt <0} (8)

des que les stratégies o et i arrétées en 0~ coincident. C’est a dire que pour w fixé,
il eziste n(w) tel que 75 (w) < B(w) < 724 (w) et nous avons, Yk < n(w):

no_
Tk Tk s

Ckv
r“:ro‘.

De méme, nous dirons qu’une stratégie admissible p se comporte comme « jusqu’a
0 inclus, que l'on note:
{/.Lt = O, Vi S 9}

6



des que les stratégies o et o arrétées en 0 coincident. C’est a dire que pour w fixé,
il existe n(w) tel que 74 (w) < B(w) < 751 (w), et par suite, Yk < n(w):

m o«

T = Tk s

CH _ Ca
k+1 — Sk+1s
rt = ro,

Le cas particulier 0 = 77 les stratégies o et v arrétées en 7, se traduit par le fait
que Yw, n(w) =n, et Vk < n:

TIQL:TI?’
Ck: :Clgv
rt = re,

Le cas particulier 0 = 7 les stratégies «v et p arrétées en T, se traduit par le fait
que Yw, n(w) =n, et Vk < n:

Ho_

T = Tk s

CM _ Ca
k+1 = Sk+1s
rt = re,

3 Critéres d’optimalité

Le probleme d’optimalité posé consiste a prouver 'existence d’une stratégie admis-
sible @ qui maximise la fonction gain K(«) définie par 'expression (), c’est a dire
trouver une stratégie a telle que

K(@) = esssup K(a). (9)

acD

La stratégie a est dite optimale.

3.1 Gains conditionnels

Nous introduisons, tout d’abord, deux notions que nous utiliserons fréquemment

(voir [10]):

Définition 3.1. Soit une filtration H et T une sous famille de H-temps d’arrét. Une
famille de variables aléatoires {X§,0 € 7, € D} est appelée un (H,t, D)-systéme
si, pour tout 0 € T et tout o € D, l’ensemble des stratégies admissibles, nous avons:

i/ Vv €1, sur ensemble {0 = v} nous avons Xg = X p.s.
ii/ Les v.a. X§ sont Hg-mesurables.

iii/ Si p € D, sur l'ensemble {p = a}, nous avons X = X' p.s.



Définition 3.2. Un (H, 1, D)sur-martingale-systéme (resp. martingale, sous-martingale)
est un (H,z, D)-systéme tel que:

i/ Pour tout 6 € T et tout « € D, X§ est P-intégrable.

it/ Siy et 0 sont deuz éléments de T tels que v < 0, alors:

E (Xﬂ’;’-[v) < X¢ p.s. (resp. =,>).

y -

La méthode de résolution des problémes de controle stochastique de type (@)
repose sur le principe de Bellman (voir [10]).
Plus précisément, si on connait une politique optimale & jusqu’a un temps d’observation
T , et une autre optimale & de T a T+ h, il reste optimal entre 0 et T+ h de garder
a jusqu'a T et de la prolonger aprés par @. C’est la raison pour laquelle nous
introduisons les gains maximaux conditionnels suivants:

Définition 3.3. Nous appelons gain maximal conditionnel la famille définie p.s.,
pour toute stratégie o € D par

{Fg' =ess sup E[k(u)|Go], 0 >0,0 €1},

pr=a,t<6

ou T est la famille de G-temps d’arrét. Respectivement, la famille:

{Fs" =ess sup  E[k(u)|Fg), 0 €1, 0> 00ub =0}

pr=ot,t<6

La variable aléatoire F§* (resp. F§') représente le gain maximal conditionnel
connaissant I’évolution du processus impulsé jusqu’a 'instant 6 en excluant (resp.
incluant) la renaissance éventuelle en cet instant.

Soit kg le gain aprés 6 donné par I'expression

@

ko(a) = /9 eI (E V) ds =Y Lrgzny €T e(CE, Yirg) Ciprs Yog),

AT n>0

et
Ko+ (a fe/wa _Bsf &, YY) ds — Zl ) ”C(Cnayra s Grrs Yrg)
kor () = k(a). =

D’ou la remarque suivante:

Remarque 3.4. De [’égalité ko+ () = k(a), il vient:

F&" =sup E[k(p)],  pour toute stratégie oo € D.
HED



De plus, Uexpression (k(a) —kg(a)) (resp. (k(a) — ko+ («0))) étant Gy (respectivement
Fy-mesurable),

{F5' = (k(a) — ko)) +ess  sup K (ko(p)|Go), 0 €, 0 >0}

{put=oc,t<0}

Respectivement,

{F3" = (k(a) — kgs () +ess  sup B (kg ()| Fo).0 €1, 0 >00uf =0},

{pe=ay, t<0}

Proposition 3.5. Pour toute stratégie o« € D et tout G-temps d’arrét 0, le gain
mazximal conditionnel Ff est un (G, 1, D)-systéme. Respectivement, Féj‘+ est un
(F,T,D)-systeme.

Preuve
I1 s’agit de montrer que la v.a. Fg* vérifie les propriétés de la définition [B.11
e VYV~ € 7, nous avons:

FS = (k(a) = ky(a)) +ess  sup  E(k ()| G,).

{m=ae, t<v}

Sur 'ensemble {# = v}, nous avons ky(p) = k(). Ensuite, nous sommes ramenés
a montrer ’égalité

Lio— E (ky (1) Go) = Lip=y E (ko ()] G5) -

De prime abord, {# =~} € G, N Gy.
D’une part, I'expression
Lio—yy B (ky ()] Gy) 1430

est Gi-mesurable. Elle est égale a expression 1yg—y E (k, ()| G,) Lip<s qui est G-
mesurable et donc I'expression 19—y E (k, (1) G,)} est Gg-mesurable.

D’autre part, I'expression 1yp—y E (b, (1) gg) est Gg-mesurable.

Puis, soit X une v.a. Gp-mesurable. Nous avons X 14—, € G,. Par suite,

E (X 1oy E[k,(1)| G,]) = E (X Lgg—ry by (1)) -

De plus,
E (X Lio=r} kw(ﬂ)) E (X Lig=y} E [k (1] ge])
Il en suit,
E (X 1=y B [ky (1) G5]) = E (X Lig—y E [k, ()| Gol) -
Ainsi,

Fy'=F} p.s. sur Uensemble {0 = 7},



e L’expression (k(a) — kg(cr)) est Gg-mesurable. De plus, par définition de Iess-

sup d'une famille mesurable, I'expression ess  sup  E(k,(u)| G,) est aussi Gp-
{pue=a, t<v}
mesurable. Ainsi, Fj' est Gp-mesurable.

e Sip € D, nous avons:

Fy' = (k(n) —ko(p)) +ess  sup K (kg(r)| Gp)-

{ut=a, t<0}

Sur I’ensemble {y = a},
Fg = F) ps.

D’ou, F§ est bien un (G, 7, D)-systéme.
On procede d'une maniére analogue pour montrer que (Fga+) est un (F,z,D)-

N + .
systéme en constatant que Fj' est Fy-mesurable puisque c’est la somme de deux
expressions JFy-mesurables. [ ]

Définition 3.6. Une stratégie a est dite (0, a)-conditionnellement optimale deés
qu’elle est admissible et qu’elle vérifie p.s.

Fy = E(k@)| F).

Le principe d’optimalité est basé sur la propriété de commutation de I’ess-sup et
de I'espérance conditionnelle, qui est en particulier satisfaite si la famille considérée
est un ensemble filtrant croissant (voir par exemple [10]).

Lemme 3.7. Pour tout G-temps d’arrétf et toute stratégie o € D, I’ ensemble

{E(k(1)|Go)\VE < 0; 1y = ou}

est un ensemble filtrant croissant. Egalement on a la méme propriété pour les en-
sembles

{E(ko(1)[Go)\VE < 0; py = cu} et {E(kg+(10)|Fo)\VE < 0; 1y = cu}.

Preuve
Considérons deux stratégies admissibles p' et p? vérifiant

{uf = ant <0} et {ui=at <0}

Introduisons, pour simplifier ’écriture, les variables aléatoires Gy-mesurables suiv-
antes:

F'=E(k(u')|Gs) et F*=E(k(1?)|Go).
On définit la stratégie admissible pu = (7, Guy1, Ay) par

[ p? oswr {F'< F?%}
R sur {F' > F?}
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Elle vérifie {p; = oy, t < 6}.

E k(1) Go) = E[lip<reyk(i) Go] +E [1ypspeyk(p)] Gol
= E(k(u)|Gs) Vpr<ry +E (K1) Go) Limspey
= F'VF?
Pour Pensemble {E(kg()|Go)\Vt < 0; iy = i}, au lieu des v.a. F' et F?, il suffit
de prendre les variables aléatoires Gyp-mesurables suivantes:

F} =E(kg(n')| Go) et Fy =E(ko(1s*)| Go).

et la démarche sera la méme que précédemment. Tandis que pour I’ensemble
{E(kg+ (10)| Fo)\Vt < 0; 1y = a4}, nous procédons d’une maniére analogue en consid-
érant les stratégies p® et u' vérifiant

{:u? =0y, t < 9} et {:u? =t < 9},
et les v.a. Fy-mesurables suivantes:

F? = E(kg+ (1°)| Fo) et F* = E(kg+ (") Fo).

Nous pouvons, donc, établir:

Proposition 3.8. Le gain mazimal conditionnel (Fg) (resp. (Fg)) forme un
(G,1,D) (resp. (F, 1, D))-sur-martingale-systéme positif.

Preuve
Soient 6 et v deux G-temps d’arrét avec v < . Alors, p.s.

E(Fy|G,) = E [ess sup B (k(p) \gg) ‘Qﬁ,}

pe=ov,t<0

< E [688 sup  E (k(1) |Gy) ‘gv]>

pr=ou, <y

le sup étant pris sur un ensemble plus vaste dans la deuxiéme inégalité. Nous
pouvons commuter 1" ess-sup et la G,-espérance conditionnelle, grace au lemme [3.7]
et obtenir p.s.

E(Fg|G,) < FY.

. ~ . . . . +
On applique le méme raisonnement pour le gain maximal conditionnel Fj* :

E(F|Fy) = E{ sup B (K(pe) \;e)m}
pr=a ,t<0
< E[ess sup B (k(p) ‘fe)}fy]a

pr=au t<y

11



le sup étant pris sur un ensemble plus vaste dans la deuxiéme inégalité. Nous
pouvons commuter 1’ ess-sup et la F,-espérance conditionnelle, grace au lemme [3.7]
et obtenir p.s.
+ +
E(Fg [ Fy) < FY.

Il reste a prouver que la variable aléatoire F§‘+ est positive pour tout G-temps
d’arrét 6. Il suffit de trouver une stratégie o appartenant & D dont le gain est positif.
Soit une stratégie o € D avec & =i, Vit et r® la mesure de Dirac. Le gain associé a
a est donné par

k() = / e, ds — i, Yo 1i Vo). (10)

Or au démarrage, le colit est nul et donc 'expression précédente est positive. Ce

qui entraine que son espérance conditionnelle par rapport a Fy est aussi positive.
< . . . + o e

En passant a l'essentiel supremum, on déduit que Fy' est une v.a. positive. ]

Une conséquence immédiate de cette proposition est le premier critére d’optimalité
suivant:

Corollaire 3.9. Une condition nécessaire et suffisante pour que la stratégie a soit
optimale est que le gain maximal conditionnel Ff‘+ soit un (F,T,D)-martingale-
systeme, c’est a dire V0,7 deuxr G-temps d’arrét, v < 0, nous avons

at at
E(Fy | F)) = F .
Preuve La stratégie admissible @ est optimale, alors elle vérifie:

E(k(@)) =supE(k(e)) = sup  E(k(e)) = E(k(a)).

aeD {a:ap =0, t<6}

D’ou I'égalité. De plus, la commutation de 'ess-sup et I'espérance conditionnelle et
I’égalité précédente entrainent

E(F{ ) =E (ess{ :Sllpt<9} E(k(a)] Fg)) = zlelgE(k:(a)) = E(k(@)) = F&". (11)

La derniéere égalité provient de la définition appliquée au temps 0.
Inversement, supposons que Fél+ est un F-martingale-systéme, c’est a dire

D.S. F$+ — E(FS| F,) pour tout vy < 6.

Citons le théoréme 1.17 d’El Karoui [I0] : " Une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un controle & soit optimal est que, pour tout temps d’observation -y, il soit
(@, y)-conditionnellement optimal, ou ce qui est équivalent, que le codt minimal con-
ditionnel par rapport o @, soit un (F, T, D)-martingale-systéme, c’est a dire que:

si vy et 0 sont deux temps d’observation avec v < 0:

E[Fy | F)] =F2" p.s”

12



On peut donc dire que la stratégie a est conditionnellement optimale donc opti-
male. |

Ce critére permet de réduire considérablement la classe des stratégies suscepti-
bles d’étre optimales.
Nous introduisons une nouvelle notion de gains maximaux :

Définition 3.10. Pour toute stratégie admissible o et pour tout G-temps d’arrét 0,
nous appellons gain maximal conditionnel aprés @ > 0 (respectivement a droite aprés
0 ou 0 =0), la famille définie p.s. par:

W =ess sup  E[ko(p)]|Gol.

{ut:at, Vt<9}

Respectivement, pour tout 6 > 0, nous avons:

W' = ess  sup B [ker (1) |F).

{ut=o, Vt<6}

Proposition 3.11. Pour toute stratégie a € D et tout G-temps d’arrét 0, le gain
mazximal conditionnel ' peut étre écrit, p.s., sous la forme suivante:

Fyt = (k(a) — ko)) + W5, 6 > 0. (12)
De méme, le gain mazimal conditionnel Fg‘”+ est donné par l’expression
Fgt = (k(@) — kge () + W5 (13)

Preuve
De la définition du gain maximal conditionnel, nous avons lorsque 6 > 0:

Fyt = (k(a) = ko(a)) +ess  sup K (kg(1r)] Go)

{ut:at, Vt<9}

ot l'on reconnait W dans le deuxiéme terme, soit (I2J).
De méme

Eg' = ess  sup  E[k(p)|Fol
{ut=ay, Vt<60}
= (k(a) — kot (a)) +ess  sup  E (kg+(p)| Fo) -

{ut=0v,t<0}

N . + P3N N 2 2 PRY P
ot l'on reconnait W§ dans le deuxiéme terme. D’ou I'égalité ([I3) est vérifice. m

Remarque 3.12. On déduit immédiatement des égalités (I3) et (I3) et du fait
que les gains mazimauz conditionnels F§ et F§™" sont des (G, 1, D) (respectivement
(F,z,D))-systemes que (W) définit un (G,T, D )-systeme et que (W) définit un
(F,1,D)-systeme.

13



Proposition 3.13. Le gain maximal conditionnel WT‘ff converge vers 0 p.s. lorsque
n tend vers l'infini.

Preuve

De la proposition B8, la famille (Fg", # € 7) est un (F,z, D)-sur-martingale-
systéme positif, donc (Ff:f, n > 0) est une sur-martingale discréte positive pour la
filtration F,.

Grace a la convergence des sur-martingales positives, il existe une limite p.s. positive
de Fg‘f, lorsque n tend vers l'infini, notée F Cj‘c“f et qui vérifie:

J [F;;*\fm] ps. (14)
Cette limite est F,-mesurable. En effet, nous avons, V B ouvert:

{weQ: FS eBy =] ({F2 €B} eV, F,, CF,

N n>N

D’une part, la commutation de ’essentiel sup et 'espérance conditionnelle par rap-
port a la filtration F,, permet d’établir l'expression suivante:

at
E(F7 )= sup  E[E(K(p)|Fr)]= sup  E(k(p)).
pr=at, t<Tp pr=o, t<Tp
La suite (Ff:f) étant une sur-martingale discréte positive convergeant p.s. et dans
L' vers F&', la suite E(F") décroit vers E[F2 ] et sup  E(k(n)) décroit vers

He=0ou, t<Tn
E (k(a)).
Par suite, nous avons E[F"] = E (k(a)). De plus, du fait que Fﬁ:f —E[k(a)| Fr,] >
0, on déduit que F2" — k(a) > 0. Nous pouvons donc augurer que F' = k(a).
D’autre part, k_+ (cv) converge vers 0 p.s. lorsque n tend vers l'infini. De I’expression

(@3, il en suit:
lim W' = lim (F2 +k.+(a) — k() = F2 — k().

n—-+4o00 n—-4o0o

. ~ +
Ce qui entraine que W< converge vers 0 p.s. |
n

Le principe de la programmation dynamique est un principe fondamental pour
la théorie du controle stochastique. Il a été initié dans les années cinquante par
Bellman et il s’énonce ainsi:

Proposition 3.14. Pour toute stratégie o € D et tout couple (v,0) de G-temps
d’arrét, 0 < v < 0, nous avons p.s.

we > E

y

ONT
/ e—ﬁsf(gsa, Ysa> ds — Z 1('YST,$‘<9) e_BTSC(C7?7 Y(TS)*v Cro;+17 YTﬁ‘) ‘ g’Y
Y

AT 77/20

+ E(WFG,). (15)
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Respectivement pour tout couple (v,0), 0 <y <6, nous avons p.s.

ONT™
W-?Jr Z E / e—ﬁsf(é:;l’ Y;a) ds — Z 1(’y<7'fj§9) e_ﬁTgc(Cga }/irg)* ) Cg—i-lu Y;'S) | f’Y
YATE n>0
+ E(Wg" | Fy). (16)

De plus, a est optimale si et seulement si [’égalité (1) a lieu p.s. pour tout couple

(0,7)-

Preuve
D’aprés la proposition B.8 la v.a F§* est un (G, 7, D) sur-martingale-systéme, c’est
a dire que pour v < ¢

p.s. F'> E(FgG,). (17)

De plus, en écrivant le gain maximal conditionnel F* sous la forme (I2) dans
I'inégalité ([IT), nous obtenons

k(o) — ky(a) + W2 > E(k(a) — kg(a) + W' |Gy).

D’ou
W:,l > E(k,(a) — ko(a) + Wg' |G,).

Nous obtenons ainsi l'inégalité (I3).

Nous appliquons le méme raisonnement pour démontrer l'inégalité (I6). En ef-
fet, D’aprés la proposition B8l la v.a Fg‘”+ est un (F, 7, D) sur-martingale-systéme,
c’est a dire que pour v < 0

p.s. Fo' > E(Fg" |F,). (18)

L, . . . oy +
De plus, en écrivant le gain maximal conditionnel F'*" sous la forme (I3)) dans
I'inégalité ([I8]), nous obtenons

k(a) = kyr (@) + WO > E(k(a) — kg+ () + W5 |F).

D’ou
+
,;’1 > E(ky+ (o) — kg () + Wgr | F).

Supposons que la stratégie a est optimale. Par suite, d’apreés le corollaire 3.9 F" at
est un (F, 1, D)-martingale-systéme et on a 1’égalité

at a+
Y =E(F [ F,).
Réécrivons cette égalité en remplagant F(,a+ par Uexpression ([I3)):
k(@) — k(@) + WS = E(K(@Q) — ko (@) + WS | F,).

15



Ainsi k(@) — k,+ (@) étant F,- mesurable, il passe sous I'espérance conditionnelle et
Wa =E (ifﬁ,+ (@) — kg (@) + WE" | .7-",Y> ,
I'égalité ([I6]) est vérifiée.

Réciproquement, si «v vérifie I’égalité ([I6) pour tout 7 et 0, en prenant § = +o00, on
obtient
at
W = E(ky+ ()| F).

On déduit de I'expression ([I3)):
at
P =E(k(a)| F).
Il s’agit donc d'un (F, 7, D)-martingale systéme et le corollaire permet de con-
clure. |

Le second critére d’optimalité permet d’examiner ce qui se passe entre deux
instants de changement de technologie et d’état.

Théoréme 3.15. Pour toute stratégie admissible o et tout couple (i,z) € U x R,
nous avons p.s. les inégalités suivantes:

70
W 2 ([ ety ds— e Pelen Y, 6 )l 7
0
+ E(WE| Fo). (19)
Pour tout n > 0,

WC!{

Tn

v

_6_57'11 / C(Cn,}/;-*ai7l’)ra('7z.’dl’) +E(W7('::L+| ng)
UxR "
(20)
Pour tout n > —1,

ez ([ et ol ) B0V ). @)

Ou le triplet (1,£,Y) est relatif a la stratégie o et Fo = o(&,Yo). De plus, la
stratégie & est optimale si et seulement si [’égalité a liew simultanément dans (19),

(20) et (21).

Preuve
1. (I9) est une conséquence directe de (2II) prise en n = —1 et (20) prise en n =0
que ce soit inégalité ou égalité.

2. Puisque l'ess-sup est pris sur un ensemble plus restreint, nous pouvons écrire
p.s.

Wﬂ?:z > ess sup E (/ e_ﬁsf(gga Y?) ds — Z €_BT50(C;;’ Y*(T;g)*vcg—i-lv Y:r,’;>| grﬁ) '

{me=as, t<r2} k>n
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Puisque p; = oy, Vt < 7%, nous avons 74 = 7,7, r* = 1% et G» = G.o. Et donc, nous
pouvons écrire ’égalité

E(e ﬁT”C(C Y(Tn n+1’ )|g n) = /ﬁ@e‘ﬁﬁic(ﬁ,nm,z',:)s)ra(.,i,d:)s).
x

Cette expression est G, -mesurable et ne dépend pas de la stratégie p. Elle peut
donc étre sortie de ’ess-sup pour obtenir p.s.

We > —e o / (G2 gy s ) (i do) +ess  sup B (kp(u)] Gop) -
UxR

{ut=cu, t<7n }

Du fait que r# = r® et F.» = Fa, nous avons:

We 2 e [l Vi i) (i de) 4B (ess s Bk (0] Fp)| G )
UxR {pe=cu, t<72}
D’ou I'inégalité (20).
3. Par définition du gain maximal conditionnel aprés 6,
g
Wf::r = €s$ sup E (/ _Bsf(g&yu ds — Ze BTkC CkaY7>Ck+1> )| ) .

{ne=ar,t<m} k>n

Soit dans la famille des p qui vérifient {p; = oy, Vt < 70} celles qui coincident avec
e ,

a jusqu'a (154)", donc 7, = T4 et an”“ e P f (&, YH) ds ne dépend pas de p.

Ainsi,

ng>E(/Tg YD) ] T ) HE ()] F2)

Comme F o C QTMH la minoration peut se récrire :
n

we' > E ( [ ey as f) FE(E (ko (1)] Gony) | Fo)

Puisque p coincide avec o jusqu’a (75,,)”, par essentiel sup il vient:

VVTO:L+ >E (/ e P f(&,,Y,) ds + ess sup E( s (10)] QTnH) | fm) )

a {ut=at, t<mny1}

Enfin, l'essentiel sup commute avec la F, -espérance conditionnelle ce qui im-
plique l'inégalité (21]).
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4. Supposons que la stratégie @ est optimale. D’une part, les inégalités (20) et
(2I) impliquent

WE 2 —e [ (G Yo dn) + EWE] G,
> —6_57”/__c((n,YTn,i,:B)ra(.,z',da:)

+ E (/ n+1 (LY )ds—l—Wf+1| gfn),

ou (1,&£,Y) est relatif a la stratégie a.
D’autre part, I'égalité (I3 appliquée aux temps d’arrét 7, et 7,.1 entraine I’égalité

=N Tn+1
Wf:l = [E |:/ _ﬁsf(é‘s, ) ds —e BTn (<n7}/;_77’cn+1’y7_n)| ng:| +E |:ng+1‘ ng] .
D’ou (20) est une égaliteé.
5. Ci dessous, le triplet (7,£,Y) est relatif a la stratégie &. En remplagant dans

l'inégalité¢ (2I)) le gain maximal conditionnel VVTO‘+1 par l'égalité¢ (20)) appliquée au
temps 7,1, nous obtenons

= Tn+1
ez m| [T ety asews | 7

Tn+1
> 8| [T a4 WEL - PG oG Vi) B

De plus, I'égalité (I0) appliquée aux temps d’arrét 7, et 7,41 entraine 'égalité

WE = B[ [ e s - G Ve G Vi) P
+ [W;*H| } .
Ce qui entraine que (2]) est une égalité.
6. Supposons qu’il existe une stratégie admissible a pour laquelle il y ait égalité

dans (I9), @0) et (ZI) pour tout n > 0 (respectivement pour tout n > —1). Nous
avons, d’apres I'égalité (I9) p.s.

Wéﬁ _E |:/0 —Bs]c( a Ya) 6_57—06(50,}/;&’@’}/;0)‘ ]—"0:| + E |:Woc+} f0:| .
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Nous posons I’hypothése de récurrence jusqu’au rang n suivante:

@

/ e FES YY) ds =) e PG, Yoy (s Yop) + Wi
0

k=0

wg' =E Fo

(22)
Montrons qu’elle est vraie au rang n+ 1. Les égalités ([2I)) et ([20) (prises en (n+1))
impliquent :

at T —Bs —Bre a a at
Wrn =K [/ ¢ ’ f(gsa Y:s) ds—e 7 "HC(Cn—Ha YV(TSH)*’ Cn+2’ }/;_70;+1) + WTnJrl‘ ]:Tn:| .
! (23)
En remplacant le gain maximal conditionnel W' par I'égalité (23)), I'égalité ([22)
devient

Ta 7L+1
ot e s « a —BTe « a at
WO =K /0 € g f(gsvy; ) ds—Ze Bkc(Ckvyr(T,?)*agk—l—hYTg)+WT7L+1‘ ‘F(]] .

k=0

Ainsi 'hypothése de récurrence est vérifiée au rang n+ 1. Enfin, lorsque n tend vers
. . + o . .
infini, W2" converge vers 0 p.s. (proposition B.I3)) et par suite nous avons

s = E(k(e)| Fo),
or d’aprés la remarque B4l F& = W, soit
Fe" = E(k(a)

c’est a dire que la stratégie a est optimale.

3.2 Propriétés markoviennes

Le critére d’optimalité présenté par le théoréme est insuffisant pour aider a
la construction d’une stratégie optimale car les variables aléatoires W1 et ijf
qui interviennent dépendent de la stratégie admissible . Et donc, en utilisant
le caractére markovien et homogéne entre deux instants d’impulsion, ainsi que la
forme markovienne de chaque renaissance, nous pouvons espérer obtenir que les
gains maximaux conditionnels ne dépendent que de I'état de systéme a I'instant du
conditionnement.

D’aprés le théoréme de Doob, VY intégrable il existe une fonction mesurable g telle
que:

E [Y} U(gtv Y;)] = g(gtv Y;)

Ainsi, prenons en compte la notation:

Efin (V) = (i, ) (24)
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Proposition 3.16. Introduisons les fonctions p et p sur l’ensemble probabilisé
(UxR,P(U)® Bg,P):

pli,x) = esssup By oy (k) et p™(i,2) =ess  sup  Egiay(k(p),
HeD {neD, (' #0}

ot l’ess-sup est au sens de Lebesgue. Ces deux fonctions sont P(U)® Bg mesurables.

Preuve

La mesurabilité de ces fonctions, sur 'ensemble probabilisé (U x R, P(U) @ Bg, P),
est assurée comme conséquence de la proposition 5.1.1 de J. Neveu [I8]:

"Pour toute famille F de fonctions réelles mesurables f : Q@ — R définies sur un
espace de probabilité (2, A, P) il existe une, et 4 une équivalence pres une seule,
fonction mesurable g : Q — R telle que

e g> f p.s. pourtout f € F,

e si h est une fonction mesurable telle que h > f p.s. pour tout f € F, alors
h>gp.s.

Cette fonction g, qui est la borne supérieure de la famille F' au sens de [’inégalité
p.s., est noté esssup(F'). En outre, il existe au moins une suite (f,,n € N) extraite
de F telle que esssup(F) = sup f, p.s.
Si la famille est filtrante croissante, la suite (f,,n € N) peut étre choisie p.s. crois-
sante et alors

esssup(F) = 1i71;n T ps”

Proposition 3.17. Vf, Ve, Yy, il existe des fonctions mesurables (Fy)1<i<q sur UxR
telles que:

Thk+1 7
E U e P f (&, Yy dt | Fr | = Filk—n, 6, Ys,), Ve >n > -1
Tk J
(25)
Thk+1 7
E U e P (& YA | Gr | = Fa(k—n,6,,Y,-), Ve >n >0, (26)
Tk J
E [e—fi(Tk—Tn)c(gk, Y G Yay) | Fr| = Fi(k—n,Cop, Ys,), Ve >n > —1.
(27)
E[e#0 oG Y Gt Vo) [ Gn | = Falk=n,Gu o)), Yk > > 0. (28)
Preuve

Pour montrer les assertions précédentes, il suffit de procéder par récurrence. Notons
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d’abord par (F/*,t > 0) la filtration (Fiir,,t > 0). Ensuite, mentionnons que les
processus Y et Y .. ont la méme loi F, -conditionnelle sur l'intervalle [0, 7,41 — 75 [
ot Y" est un processus de Markov homogeéne partant de Y, et vérifiant:

dY;" = b(Gus1)dt + 0(Gus1)dW,
Vg =Y,

ot W" est un mouvement brownien indépendant de la filtration F,.
De plus, le processus (t,Y") est un processus de Markov non homogéne pour la
filtration (F}*, ¢t > 0).

1. Commengons par 'assertion ([25). Pour [ = kK —n =0, n > —1, nous avons:

EU e‘ﬁ(t—m)f(ﬁt,ﬁ)dt‘fm} = E[ / P (G, Ve + (G 6~ )

n

+ (Cn+1)(Wt W) dt| F,]
_ E[/O e (G Y | T

De plus, 7,41 — 7 = To © ¢, €t (uy1 est G, -mesurable donc F,, -mesurable. Le
processus (t,Y™) étant un processus de Markov non homogéne pour la filtration
(F,t > 0), on obtient 'existence d'une fonction Fy(0, .,.) telle que

TOOD T,
E {/ e_ﬁtf(Crﬁle;n) dt‘fg:| = F1(0, Guy1, Yr,),
0
ol .
R =5 | [Tl
0

D’ou, 'assertion (28]) est vérifiee pour [ = 0.

G, ¢tant une sous-tribu de F,, , on conditionne ce dernier résultat, pour tout n > 0.
Ensuite, en se servant du théoréme de Fubini et en utilisant la loi conditionnelle r®
de passage de (Gn,Y,-) & (Guy1,Yr,) sachant G qui est indépendante de n, nous
avons:

E [Fl(o Cn-i—la Tn)

grn} = / Fl(O ] y) (Cnaytr;aja dy)
UxR

Cette derniére expression est effectivement une fonction mesurable de ¢, et Y, -.
D’ou lexistence d'une fonction F5(0,.,.) définie par

F2(0ai>z):/ 7F1(0,j,y)’f’a(i,l’,j,dy).
UxR
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Par conséquent, les assertions (28] et (20) sont vérifices pour [ = k —n = 0. Sup-
posons qu’elles sont vraies jusqu’ & | = k — n et montrons qu’elles sont vraies au

rang [ +
2. D’'un

Tk+1

E

D’aprés 'hypothése de récurrence (26) appliquée a | = (k4 1) —

1.

e part, du fait que F,, C G, ,, nous avons:

Tk+2
IE(/ e P £(£,Y)) dt}gTHl) \fm] .
Tk+1

e P £(€,Y)) dt} =E

obtenons:

E

Tk+2
E / o Blt=Tn f(gt,Y; )dt ‘ Groin ‘]:Tn
Tk+1

E |:€—B(Tn+1_Tn)F2(k n, Cnst, Y. .

E [e—ﬁmwm Fy(k —n, Gy, YT’ZH_M) }‘Fﬂ ’

(n + 1), nous

Or Y™ est un processus de Markov homogene pour la filtration (F;,,,,t > 0). D’ou
assertion (23]) est vérifiée pour [ + 1 avec

Fl(l + 1aja y) =E [e_BTO F2(laja Y;_yf)] .

D’autre part, G, C JF, et par suite en conditionnant 1’assertion (25]) par G, il
vient pour k+ 1= (I + 1) + n,

E [Fl(l + 1, Cn-i—l) YTn) } ng}

/ Fl(l‘l‘l ] y) (Cn>Y7—n’ajady)'
UxR

L’expression précédente est bien une fonction de [ + 1 et mesurable pour les v.a. (,

et Y - et assertion (26]) est vraie Vk > n avec

F2(l+1,i,x):/ B+ 1,y (i, g, dy).
UxR

3. On calcule pour l=k—n=0,n>0,

E [C(Cna K—g7 Cn+1> YTn) ‘ grn} = E [C(Cna Y;_n—, <n+1> An + an—

)| G-.]

= / (Cnv Tn— 7.] y) (CnaY;-n—v.jvdy)'
UxR

La derniére égalité provient de la définition de la loi conditionnelle r* de passage de

(Gn, Vo) &

(Cnt1, Yr,) sachant G, . Ainsi, on a l'existence de Fy(0, .,

Fi(0,4,2) = / (i, j,y) 1, s dy).
UxR
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Ensuite montrons que l'assertion (27) est vraie pour £ = n + 1, n > —1. Du fait
que F;, C G, .., on conditionne le dernier résultat pour (n + 1,n + 1):

E|Fi(0,Gur Y, )| Fr| = B[R0, G Vi) [ R

Or Y™ est un processus de Markov homogéne pour la filtration (Fii., )i>0. Par suite,
il existe F3(1,.,.) définie par

F3(1aja y) =E [F4(O>j> YTZ(/;):| :
Ainsi lassertion ([27) est vérifiee pour k =n + 1.

Par suite on pose les hypothéses de récurrence (27) et (28)) jusqu’au rang | = k —n
et on montre qu’elles sont vraies pour [ + 1.

4. Dune part, pour tout n > —1, F, étant une sous-tribu de G, ,

E [e_B(TkH_Tn)C(gk—l-lv Y*T/r;q7 §k+2’ YTkH) } an]

E |:E (e_B(Tk+I—Tn)C(Ck+1’ }/;_, Ck?"r27 YTk+1) ‘ng+1) ‘ ‘FTn] .

ki1’

D’aprés 'hypothése de récurrence (28]), appliquée a l = (k+ 1) — (n + 1), 1'égalité
précédente devient:

E e_ﬁ(mﬂ_q—n)c(gkﬁ-la Ytr* Ck-i-?a Y:Fkﬂ) ‘}—m} =k [e_ﬁ(TnH_Tn)F‘l(k -n, Cn+1> Y - ) ‘]:Tn}

ki1’ Tn+1

= E [6_6(7”“_T7L)F4(k — 1, (i1, YTZH_TR) ‘}—(ﬂ :

(t,Y™)i>0 étant un processus de Markov non homogéne pour la filtration (Fiis, )i>o0,
'égalitée ([27)) est vérifice ¥k > n avec 'existence de F5(I + 1,.,.) définie par

F3(l + ]->j> y) =E |:6_6T0F4(laja Y;_yf)] .

D’autre part, G, C F, . Par suite, pour tout n > 0, en conditionnant ’assertion
(27) en k + 1 > n par la filtration G,,, nous avons:

E |:6—5(Tk+1_7")0(<k+1> YTI;H’ <k+2> YTk+1) ‘ gm]

= E [E <€_B(Tk+1_T")C(Ck+1, Y;E Chg2s Yo y) }an> ’ ng]

41’

= E[F(k+1—n,Cu1,Ys) | Gnl -
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De la définition de la loi conditionnelle 7 de passage de ((n,Y,-) & (Cuy1, Yr,)
sachant G, , il vient:

E |:F3(k +1- n, Cn-i-lv YTn) } ng} = /_ _F3(k +1- nv.jv y),ra(gfh K’n—v.jv dy)7
UxR
On déduit l'existence de Fy(I + 1, .,.) définie par

F4<Z+1,z',x>=/ Byl + 1, j,y)r(is 2, 4, dy).
UxR

]
D’ou le corollaire suivant:
Corollaire 3.18. On a les égalités suivantes:
Wo = e p(C Yirgy-), Y0 =0 pas. (29)
Wt = e gt ((e, Vo), Y > =1 s, (30)

Preuve o
D’une part, on considére la trajectoire (£,Y) a partir de 7 notée &£,V :

PGS, Vi) ) = esssupE k(s & = G2, Vo = Yirg)-

neD

Puisque l'on considere les trajectoires partant de 77, de fait l’essentiel sup est pris
sur Uensemble {u; = oy, Vt < 72}, Pour de telles stratégies, 7/ = 7 (noté 7,
ci-dessous) il vient :

E k(1) [€ = G, Yo = Vi | =B [k(1) |6:.] = [Z AL G Y ) = 3 € PR G Y )

>0 >0
D’autre part, le gain maximal conditionnel aprés 7,,, n > 0, est égal p.s. a

P We =ess sup E [6ﬂT3an () ‘ng} )

{pe=at, Vi<m}

et I'intégrand est détaillé comme suit

Bmk [Z/ e~ Pls=m) (f” YF ds—ze_ﬁ(ﬂ‘ 7n) (CIWY Ck—i—l’ Tk)

k>n k>n

D’apreés les assertions (26]) et (28)) de la proposition BT il vient:

E [k, (1) [Gr] = SOk —n,G Y, ) = S Fi(k =G, Y, )

k>n k>n
= > e GG Y)Y e FR( G Y ).
Jj=0 Jj=0
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Ainsi, I'égalité [29]) est vérifiée.
De maniére analogue, nous vérifions 1'égalité ([B0), pour tout n > —1,:

e’ Wf: = ess sup E [em’?kﬁ(u) 7] -

{pi=ay, Vt<ro}

Puisque l'on considére les trajectoires partant a droite de 7,7, de fait ’essentiel sup
est pris sur P'ensemble {u;, = ay, YVt < 72}. Pour de telles stratégies, 7 = 7% (noté
T,) et il vient :

ﬁT"k‘ [Z/ _6(8 ™ (5# Yﬂ ds—Ze Blmh=ta) (CIwY Ck—i—l’ Tk)

k>n k>n

D’aprés les assertions (26]) et (28)) de la proposition BT il vient:

E [eﬁTnkrﬁL(:U’) ‘an} - ZF{L( —n, Cn+17 ’Tn ZF“ —-n, CTL—I—leTn)

k>n k>n
= 26_573 Flu(jv Cn-l-lu YTn) - Z e_BT;f Féu(j? Cn-l-la Y;'n>
7>0 7>0

De plus,
k +(,u) =k +( )1{<n+17£®}.

En effet ¢, = 0 implique que 7 = 7, et ainsi k1 (1) Lien  —py = 0.

Par suite, sachant F , (¢} ,,Y,) devient une condition initiale avec ¢}, # 0 et p
décrit I'ensemble des stratégies admissibles partant de 7, telles que ¢, ; # 0 et nous
avons:

W = ess sup [Z eI FL(, Gy Ya) = S e FE (G, G, V)

reD, (70 | >0 5>0

Par ailleurs, considérant la trajectoire (£,Y) qui part a droite de 7,, notée (£,Y) :

P Ya) = ess sup B[k é = (i Yo = Vo |
HED, ¢y, 70

L’essentiel sup est pris sur 'ensemble {u; = oy, ¥t < 7,} et il vient:
E k(1) [ = Gorn, Yo = Y, | = E[k(u)|7,]
D e F (G, G, Vo) = > e B (G G, V)

>0 >0

Ainsi, I'égalité (B0) est vérifice. u
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A la suite de Lepeltier et Marchal [12] nous introduisons I'application sur U x R:

(i,2) — mp*(i,r) = ess sup /_ v(i, 234, dy) (=i, 2, 5,9) +p(5,y)) -
I/EM(iyx) U><R

Posons, de plus, pour tout ensemble M(*Z 2)

= M) — (i)

(i,2) —> m*p*(i,x) = ess sup L/“u@,x;ndy>c—c@,xhzy>+—p+cny>>
IJEM(Z ) UxR

Proposition 3.19. Si M, ;) est séparable pour la topologie définie par (3), alors les
applications mpt et m*p* sont mesurables.

Preuve
L’ensemble M; ) est séparable ce qui implique qu’il existe un sous-ensemble M (0. 2)

dense dans M; ) tel que M = M; ). De plus, pour toute loi v € M, ), il existe
Up € M 2) tel que v, converge vers v lorsque n converge vers l'infini.
La mesurablhte de I'application

(i,1) —s ess  sup /%@%M@FM%@@+W@W
VneMO(i,x) UxR

est assurée comme conséquence de la mesurabilité de la fonction p* et des propriétés
de l'essentiel sup sur un ensemble dense.

La loi v, convergeant vers v, l'application précédente converge vers mp™ (i, z). Par
conséquent, mpt est mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables.
Nous procédons d’une maniére analogue pour montrer la mesurabilité de I’application
m*p*. n

Remarque 3.20. Les applications mp™, m*pt et mp, m*p sont liées par les rela-
tions suivantes

mp*(i,x) = p*(i,z) vV m*p* (i, z),

mp(i,x) = p(i,x) V m*p(i, ).

Proposition 3.21. Sous l’hypothése que M, ,) est faiblement compact faiblement
fermé (hypotheése 1), il existe un noyau borélien r* € M vérifiant,

UxR

mf@@z/ (i, 23 5, dy) (—cliy 2, 5,9) + G, ). (31)

Preuve
D’apreés la définition de 'opérateur mp™ et les propriétés de I'essentiel supremum il
existe, ¥(i,z) Vn, un noyau borélien TGy € M) tel que,

%erp*(i,x) S/U i (G5 g, dy) (=i z;4,y) + pt (G, y)) < mp*(i,2). (32)
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L’ensemble M,y est un ensemble faiblement compact faiblement fermé pour la
topologie faible, ainsi il existe une suite extraite (r;” T ))n>0 tel que

= lim 7’(’ ) € M ).

n—-4o0o

D’aprés le théoreme de selection mesurable, rZ‘i ) €st un noyau borélien obtenu
comme limite d'une suite extraite (T’(ijx))nzo de noyaux boréliens. Par suite, en
passant a la limite dans (32),

mp™ (i, x) =/ T (s g, dy) (=i, 5,y) + 07 (5, y) -
UxR
Par conséquent, nous définissons r* € M comme suit:

v (’é,!)ﬁ'), ’f’*('é,l',j, dy) = ’I"Eki7m)(i,l’,j, dy)

]
Proposition 3.22. Pour toute stratégie admissible o et tout n > 0, on a
We = e Pmpt(CF, Yiray-) s (33)
De plus, le gain moyen p(i,x) est égal a mp™(i,x).
Preuve
1.1l s’agit d’établir Vao € D 1'égalité
e mpt(CY, Yirey) =ess  sup (ke (p)|Gre) oS (34)

{pi=ay, Vi<ry}

Soit une stratégie p vérifiant {u; = oy, Vt < 7,}, alors r# = r®, (I = (%, # =15
et (¢S, Yira)—, - .) € Mice v, a0- 3 donc 'opérateur mp™ ({7, Y(re)-) vérifie:

5 mpt (G Yirgy-) = ¢ /U PGS, Yirg)- iy d) (—e(C2, Yirg)- i, 2)+0™ (7, 2)).
xR
De plus pour toutes ces stratégies p on a
6_673 / o TM(C7?7 }/(7',‘;‘)* 9 i7 d,’L’)(_C(CS, }/(Tﬁ)* 9 i? ZI}') + p+ (Z7 .Z'))
UxR
= e_BTSE( - C(Cﬁ> YV(T#)77 ﬁ—l—h YT,’;‘) + p+( ﬁ—i—h YT#)| grg‘)
Grace a l'égalité (B0), on peut remplacer e 7™ p* (¢, You) :

e P mp+( " Yr(ﬂ'ff)*) > E (_e_ﬁm (C YV(Tn n+1a Yo ) + WM+| gTﬁ‘) ’
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Soit encore, puisque W2 > E(k_+(u)| Fu), pour cette stratégie p qui vérifie {y; =
ap, Vi < Tn}

R (G Vi) 2 B [ (Gl Yoy G Vo) + Bl ()] Fo) |G
La tribu G,, étant une sous-tribu de F, , Vu € {u; = ay, Vt < 7, }:

eI (2, Vingy-) > B [—e (¢, Viogy- Cyn, V) + Ko ()] Grg]
Par suite, nous avons:

e T mpT (€2, Yisey-) > ess sup E [—e_BT”C(Cff, Yiewys Gugrs Yor) + ki (1) Grs] -

{ut=ay, Vt<rn}

Nous en déduisons donc l'inégalité
e mp*(CE, Vi) 2 W

Inversement, d’aprés I'expression (31I) prise en (i,2) = (¢, Y(re)-), il existe un
noyau borélien Tl € M tel que p.s.

e mpt (G, Yiey) = e‘BTS/ZJ (G Yy dy) (=e(G Yy, 59) + 27 (1)
X

Le noyau borélien T €St une loi conditionnelle de passage de la technologie ¢, a
Cny1 et de Y - a Yo . Ainsi il existe une stratégie p* qui vérifie {u; = oy, V1t < 7,}
telle que p.s.

e mpt (G, Yie)-) = e_BTnE<_C( WYy G Vo) 07 (Gl Y ) G )

De plus, d’apres Iégalité ([B0), nous avons p.s.:

€_BT”mp+(§mYT,j):E< —BTn (n 7}/’(#*) CnH’Y )—l—W“*

G ).

En appliquant I'inégalité (20), nous obtenons I'inégalité:

e mpt (G, Y, o) SWE =ess  sup E(kr, (v)| Gr).

{ve=pi t<tn}

Parce que pf = oy, Vt < 7,, les deux ensembles {1y = pf,t < 7.} et {vy = a, t < 7,}
coincident. Ainsi

ess  sup  E(k,, (v)|Gw) =ess sup  E(k., (V)| Gw).

{vi=pj t<mn} {vt=at,t<7n}

Par suite,
e Bmm (Cna )) < W” _ Wa
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Ainsi nous obtenons l'inégalité inverse et donc 'égalité (34).

2. Il reste a montrer 1’égalité

pli,x) = mo* (i, ).
Pour tout n > 0, des égalités (29) et (33)), il vient :

mp—’_(Cr?v}/(Tﬁ)*) = p(gga}/(ﬂ?)7> p-s.

En particulier, pour n = 0 et toute stratégie o qui démarre avec & = 1 telle que
70 = t, t > 0, nous avons p.s.

mp*(i,Y,-) = p(i, Yi-).
Or,
Yoo =z 4 b(i)t + o (i)W,

est une variable aléatoire gaussienne qui peut prendre toutes les valeurs de R. Ainsi,
V(i,z) € U x R,
p(i,z) = mp* (i, ).

Proposition 3.23. L’application p* satisfait a l’égalité suivante:

T((3,x),.) '
p+(i, I) = €SS sup E{i,x} (/ €_Bsf(i, Y;) ds -+ €_BT((Z’m)")mp+(i, YT*((i,x),.)) s
T>0TeR_, 0
(35)

ot R, est 'ensemble des applications mesurables T de (UxRxQ, P(U)@B(R)RF)
dans (R, BR)’ tel que pour (i,x) € U x R, T((i,),.) est un G-temps d’arrét.

Preuve
1. On rappelle que

pr(i,x) =ess sup  Egay(k(p)).
neD, ¢ #0

Soit T'((i,x),.) € R_,. Pour toute stratégie p qui démarre avec la technologie &, = i
et telle que 7' = T'((i,x),.) > 0, ¢} # 0 on a la suite d’égalités :

T((i,x),.) T
K = B ( / e (i, V) ds + /T . ))e—BSf@',mds

o _BT((Z ! (7' Y“ ((3,z) Cl ’ T( i,1) - Z 1(Tn>T((i71‘ o (CH Y“ n+17 Y;—i))

n>1

T((ix),.)
= E{i,;p}[—e BT ((i,x),. (Z YM (). Clv T(w ) +/ 6_68f(i,Y8”) ds
0

+ E (kr+(aa),) (1) Fria).)) |-
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D’ou, en prenant ’essentiel sup sur le dernier terme

T((i).) N
p+(i7 LE‘) Z E{va} < —AT(Ea). (7' Y“ ((4,x) Clv T( i,) )) + /(; 6_ﬁsf(i7 Y;H) ds + W#((z,m),)) .

D’apres I'égalité ([B0) prise en 7'((4, x), .), nous avons:

, T((w),.)
P 2 B (=T VR [ e ds
0
+ e T gt Yfﬁ((m),,)))-

Le processus Y est G-adapté et T'((i,z),.) est un G-temps d’arrét. D’ou en condi-
tionnant par la tribu Gr((; 4),.), nous pouvons écrire:

ptli,x) > E{m}[e—ﬁTW%-)E[ i, Yr-(.a0.0: G Yiaayy) + 1 (6 Yy G7().)
T((i,2),.)
+/ e " f(i,Y;) ds].
0

A toute stratégie p qui démarre avec & =i et 79 = T'((4, ), .), on associe le noyau
r* € M, nous avons:

E |:_C(z’ (ZZB ’Cl? T(zx ))+p (Z7Y;(zx )|gT (ZZ‘ =

/U Y oA (0 9 G
X

ot I'on reconnait la définition de I'opérateur mp™ (4, Yr(i),)), et en passant a l'ess
sup sur les T'((i,x),.) € R_,, il vient:

T((i,2),.) |
pt(i,r) > ess sup  Egay (/ e‘ﬁsf(i, Ys)ds + e‘ﬁT((l’””)")mpJr (1, YT((i,x),.))> )
T>0,T€R_, 0

2. D’aprés 'égalité ([B3) prise en n = 0 avec o = p déja utilisée dans le 1. qui vérifie
& =1, 7 =T((i,x),.):

Whiiar =€ T Impt (6, Y (1a.),

T((3,x)
soit

T((i2),) |
Efiq) (/0 eI f (i, Ye) ds + e T Impt (i, YT«ivr)v’)> -

T((@2),.)
Egi e (/0 e P f (4, Y)ds + Wi, )).
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De plus, sur 'ensemble {¢{' = 0}, nous avons kr(;q, (1) = 0. En effet, (' =
implique que 7 = T'((7, x), .) et donc le gain donné par I'expression suivante

)

kr((i2),) (1) Licr—py :/ e P F(0, Y d Ze AT()) (4, Y-.0,Yy)

T((i,x),.) k>n
est nul. Par suite:
W“ T((i,2),.) W;((i,x),.) 120y
Par définition du gain maximal conditionnel, nous avons, pour la stratégie pu qui
démarre avec & =i, 7o = T((i,z),.) > 0 et {; # 0

T((i,2),.)
Efizy (/0 e P f(i,Ys)ds + Wﬁ((i,x),,)) > Epiay (k1) = B, (1) + Elkra, ) (1] Gr(im.»)]) -

L’expression (k(p) — kr(),) (1)) étant Gr; .., -mesurable, nous avons

Efiay (k(1) = kr(im).) (11) + Elkrm . (1) Gr(a).)]) = By (k(1)-
D’ow, pour toute stratégie p qui démarre avec &y = i, 70 = T'((i,x),.) > 0 et {1 # 0:

T((i.2).)
Efia) < /0 e P f(i,Y,) ds + W#((i@),.)) > By (k(p))-

Par définition de 'ess sup (cf. [1§]), il en suit:

“€Q7<1 #@
D’ou I'égalité (BH)). u
Nous pouvons, par suite, exprimer le critére d’optimalité établi dans le théoreme

315 a l'aide de I'application p™ qui, par définition, est indépendante de toute
stratégie admissible.

T((@z),.)
Egixy </ e f(i,Ys) ds + WE i) ) >ess sup  Eygy(k(p) =p" (i, 2).
0

Théoréme 3.24. Pour toute stratégie admissible a« = (1,£,Y), nous avons les
mégalités suivantes p.s.:
prin) 2 B ([P s et ) (36)
Pour toutn > 0, i
PGY) 2 [ (G Yapide) (el Yo i) + 7)) (37

Pour toutn > —1,

Tn+1
e p (G, Yn) 2 Epgve (/ e f(Gurr, Ya) ds + €77 mp* (G, ml))’
(38)

De plus, a est optimale si et seulement si l’égalité a lieu simultanément dans (36),

(32) et (38).
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Preuve
Soit une stratégie « € D .
Gréce a la proposition B:23] appliquée au temps 7'((i, x),.) = 7§* € R_;, on obtient:

a

TO o
i) 2 B ([ 0T st e im0, ).
0
Ainsi I'inégalité ([B0) est vérifiée.

Quant a linégalité ([BT), pour tout n > 0, elle est tirée de l'inégalité (20) du
théoréme B.I5 en remplagant W2 par e "™ mp*((,, Y, ) (égalité [B3)) et Wg‘f par
e 77t (Curr, Yz, ) (Egalitée (B0)).

Puis, pour tout n > —1, l'inégalité ([B8) s’obtient immédiatement & partir de
I'inégalité (2I)) en remplacant ng par e P pt((,1,Y,) (égalité ([BO)) et we
par e P mpt (Coy, Yﬂ?ﬂ) (égalitée (B3)).

Ensuite, supposons que la stratégie a est optimale : dans ce cas, les égalités (I9)),(20)
et (2I) du théoréeme B.I0 sont vérifices . Ce qui entraine que ([B1) et (B8] sont des
égalités. L’égalité (B c’est exactement I'égalité [BS) en n = —1.

Inversement, supposons que les inégalités ([B6]), [B17) et ([BS) sont des égalités.
L ¢galité (20) s’obtient, pour tout n > 0, de I'égalité ([B7) en remplacant e 7™ mp™((,, Y.-)
par W (égalité @3)) et e ™ p* (Cop1, Ys,) par W (égalite (B0)).
Quant a I'égalité (21)), elle est tirée, pour tout n > —1, de I'égalité (B8] en remplacant
—BTn at (4 A —BTn el 2
€50 (Cur, Vo) par W (égalité @) et e mp* (G, ¥, ) par V2, (égal-
ite (33))).
Par suite les égalités (20) et ([2I) donc ([I9]) sont vérifices. Ainsi, d’aprés le théoréme

3.15] la stratégie o est optimale.
]

4 Résolution

Suivant la technique déja utilisée en contrdle impulsionnel (voir [5]), posons:

Définition 4.1. Nous appelons ensemble optimal de continuation le sous-ensemble
de U x R:
C={(i,x): p(i,x) >m*p*(i,2)}.
Supposons que (i,z) € C, il n’est pas intéressant de changer de stratégie a cet
instant. En effet p(i, x), le meilleur gain en partant de x est strictement supérieur
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au meilleur gain quand on réalise au moins un changement. Il faut donc laisser le
systéme évoluer librement, on voit que le premier instant de changement de tech-
nologie est celui ol le systéme atteint la frontiere de C.

Nous noterons par I son complémentaire dans U x R qui est I'ensemble d’impulsion.
Il est défini comme suit:

I={(i,z): p(i,z) =m*p*(i,z)}.
En effet, de la remarque [3.20, il vient:
mpt(i,x) = pt(i,x) Vm pt(i,z).
En remplagant mp™ (i, x) par p(i,z) (proposition B.22),
pliyx) = p* (i, ) vV m*p" (i, ).
On en déduit que p(i, ) > m*p* (i, z), pour tout (i,x) € U x R.
Pour construire la suite de temps d’impulsion, on introduit le temps

.l f if{t >0:ePp(i,VE) = e Pimrpt (i, V)
(G 2),.) = { +00 si ’'ensemble est vide.

Lemme 4.2. 1. T* est une application mesurable de (U x R x Q, P(U) x Bz x F)
dans (R, Bg ) telle que pour tout (i,x), T*((i,),.) soit un G-temps d’arrét.
2. Celui-ci vérifie pour toute loi v sur (U x R x Q,P(U) x Bg x F):

BT ((0,2),.) o(i, ngc*((m)’.)) — BT (1)) m*p* (i, Y:ﬁ**((i,x)7-)) vV p.s. (39)

3. Pour tout (i,x) de C' et T*((i,x),.) >0

T ((5:),) |
pr(i,2) = Egiay (/ e f(i,Ys) ds + e T ((Z’x)")mPJr(i,YT*(z',.))) - (40)
0

4. Pour tout (i,z) € I, T*((i,x),.) =0.

Preuve
1. Commencons par montrer la mesurabilité de 'application 7™, i.e. montrer

{(i,2,w) eUxRxQ: {T*((i,x),w) >t}} € P(U) x By x F.
Pour tout (i,2,w) € U x R x €, nous avons
{T*((6,2),w) >t} = {¥s <t,e7p(i, V(W) > e P mp* (i, Y (W)}
= () {e®(—mpH)i, Y (w)) > 0}.

s<t,s€Q
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La deuxiéme égalité provient du fait que le processus Y est continu a droite et on
peut donc se contenter des instants rationnels.

Les applications p et mpt sont mesurables et le processus Y est G-adapté ce qui
entraine que T* est une application mesurable sur (U x R x Q, P(U) x Bg x F).

I reste & prouver que pour tout (i, z), 7*((i,x),.) est un G-temps d’arrét.
Pour tout (i,z) € U x R,

{w:T((i,2),0) >t} = {Vs <t,e”™p(i,YT) > e ™ m*p*(i,Y])}
= () {e®p@YE) > e mtpt (5, Y8}
s<t,scQ

Les applications p et mp™ sont mesurables et pour (i, x) fixé, le processus Y est con-
tinu a droite et aussi G-adapté ce qui implique que 7*((7, x), .) est un G-temps d’arrét
qui satisfait a I'égalité ([B9).

2. Le processus Y* est continu & droite. Par suite, pour toute loi v sur(U x R X

Q,PU) x Bg x F):

V(i,x, ) S U X R X Q, p(’l, Yf*((z,x),w)) = m*p+(i, Yﬁ**((iﬂ:),.)) V p.s..
D’ou l'égalité ([39).
3. Soit (i,z) dans C, T*((i,x),.) est strictement positif car sinon il existerait
wo tel que T*((i,x),wp) = 0. Cela voudrait dire que pour z = Yjy(wp), nous au-
rions p(i,z) = m*pT(i,x) soit (i,x) € I. Ce qui contredirait (i,z) € C, donc
Yw, T*((i,z),.) > 0.

Donc T*((i,x),.) est un G-temps d’arrét strictement positif : il appartient a R_;.
D’ou, d’aprés la proposition [3.23]

T ((i).) |
pt(i,2) > Egimy ( / e P f(i,Y,) ds + e TGP mpt (4, YT*((zm,.)))
0

Pour toute stratégie p € D telle que 78" = T*((i, x),.), nous avons, d’aprés 1'égalité

B3) :
» TG
pr(i,x) > By / 1Y) ds + Wre gy, | -
0

Par définition du gain maximal conditionnel, nous avons, pour toute stratégie 1 qui
démarre avec & =1 et 7o = T*((i,x),.) > 0,

T (())
Eia) ( /0 e (i, Ys) ds + W”*((i,xx.)) > iy (k1) = kre (i), (1)
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L'expression (k(ft) — kr=((iz),) (1)) étant Gp«((; 2, )-mesurable, nous avons

Egiay (k(1) = kre(.0).) (1) + Elkre(i.2).) (1)) G+ (6.20.]) = Egiay (k(1))-

D’ou, pour toute stratégie p qui démarre avec {y =i et 79 = T*((4,x),.) > 0, nous
avons

T ((5,2)..)
Efio) (/0 e F(, Y ds + Wi (0. ) > Egioy (k1))

Par définition de l'ess sup (cf. [1§]), il en suit:
T((i,7),)
Efi e} / (6, Ya) ds + Wi 0.y | Z ess sup Ega(k(n)) = p* (i, 2),
0 neD, G170
d’on I'égalité. Ce qui entraine (40).
4. Soit (i,x) € I, alors :
pli,x) = m*p+(ia ).

Le processus Y étant continu a droite, 7%((7, x),.) = 0. n

Lemme 4.3. Pour toute loi v sur (U x R x Q,P(U) ® Bg x F), le noyau borélien
TGwy € M qui réalise le mazimum (cf. Proposition[ZZ1), c’est a dire que pour tout
(1,x2) de I

o) =g = [ v mdy) (<cliw g+ 07 G0) v ps.
UxR

(a1)
Preuve

De la proposition B:22T] nous avons 'égalité V (i, x)

mp* (i, z) :/U Rmx)(z 5 J, dy) (=i, z; 4,y) + p7(5,9)) -

Ensuite, V (i,z) € I, nous avons p(i,z) = m*p*(i,x). De plus, de la proposition
3.22] nous avons p(i,x) = mp™*(i,2). D’ou

V(i,x) €I, mp*(i,z) =m*p"(i,x).

Posons

T((60, Y, )ow) sur (6o £0) N (T*((6, Y, ) ) > 0)
Toi={ +oo sur (& 7 0) N (T ((§0,Y,),w) = 0)
0 sur (& =0),
TG (SO, Y ,C1,Yr,) est la loi de passage sur Gz, du couple (&, Y, ) au couple ({1, Yr, ),
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puis par récurrence pour tout n > 1 :

?n = ?n—l + T*((<n7 YTn71)7 ')7
TGy (Gos Yoz, Gug1, Y7,) est laloi de passage sur Gz, du couple (Gn, Yz-) au couple (Got1, Y7,).

Par suite,

3 — { T*(Cnay?;; ) ) sur (<n+1 7é (D) N (0 < T*((Cnay?,f)aw) < +OO)
" IN! sinon,

est Gz, -mesurable.

Théoréme 4.4. La famille R
a= (?nv Cn-l-lu An)
est une stratégie admaissible qui réalise ['optimalité conditionnelle.
Si de plus la fonction ¢ vérifie ¢(i,xz; j,y) > 1 > 0 lorsque (i,x) # (j,y) cette stratégie
vérifie de plus la propriété

P(r < 7 < +00, Vn) =0. (42)

Preuve

1. Si(i,x) € I, alors T*((i,x),.) = 0, alors & = i, 78 = T*((i,2),.) = 0 et r® = & 4.
Ainsi la stratégie a constitue un contréle impulsionnel.

Ensuite, nous somme ramenés a établir que la stratégie a satisfait les égalités (34),

D) et (B8) du théoreme 241
L’¢galite ([B0) s’obtient immédiatement du fait que 7§ = T%((7, x),.) = 0.

Puis, I'égalité () prise au point (i, x) = (¢,, Yz-) € I implique:
mp+(Cn,Y?;) = m*PJr(CmY?;)

= / _ Tzkz}:c) (Cna Y?n*a Cn-i—la Y?n) (_C(Cna Y?,;a Cn-i-la Y?n) + p+(gn+l> Y?n)) )
UxR
ot r* = 1% = §(; ). Et donc Dégalité ([B7) est vérifice.

Enfin, sur l'événement {((,+1,Ys,) € I}, l'égalité (B8) est tirée de l'égalité (40)
appliquée au point (i,z) = ({441, Yz, ) en remarquant que 7,41 = 7, et YTf+1 =Y:
et que

mp* ((Cnt1,Y2,)) = p7 (Gt Y7,)) = mp™ ((Gosr, Y2,))-

Les égalités ([30l), (37) et (BR) étant satisfaites, la stratégie & est optimale pour tout
(i,z) € I.

2. Soit (i,x) € C. Commengons par montrer que la famille & constitue un con-
trole impulsionnel c’est & dire qu’elle vérifie les propriétés de la définition 2.5
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T*((i,z),.) est un G-temps d’arrét appartenant a l'ensemble R_,. Soit la stratégie
& qui démarre avec la technologie {y =i et 7§ = T*((7,x),.) > 0 puisque (i, z) € C.
Grace a l'expression de récurrence de définition , nous avons, pour ((,,Y, ) € C :

?n - ?n—l = T*((Cnu K’n—l)’ ) > 0.

Par suite, (7,,) est une suite strictement croissante de G-temps d’arrét sur 'ensemble

m {(Cn41,Y5,) € C}. Tandis que sur Pensemble U {(Caw YT*( )) € I}, il existe un
n n(w)

rang n(w) a parir du quel cette suite est constante.

De plus, au point ((,, Y, ,), nous avons:

T0(¢Tn71) = T*((Cnv YTn71)7 ) = T*((Zv ZL’) © ¢Tn717 )

Ainsi, de la relation de récurrence, nous avons:
o~ gy
Tn — Tn—1 = T ((7'7 LU), ) © ¢Tn—17

et 7,, vérifie 'expression ().

Ensuite, 7*(Cn, Yz, ., .) est la loi de passage du couple ((,, Yz-) au couple ((ny1, Yz,)
qui est G- -mesurable. Ainsi, par construction de la famille &, nous voyons que c’est
un controéle impulsionnel.

3. Ensuite, du théoréme B.24] nous sommes ramenés a établir que la stratégie a

satisfait les égalités (B6), (B7) et (B8]).

D’une part, comme (i, z) € C, I'égalité ([Bal) est exactement I’égalité (@0 appliquée
au temps 7o = T%((¢, x),.) > 0.

D’autre part, I'égalité (&) prise au point (i, 2) = (¢, Y- ) € I implique

mp+(<na Y?;) = /U Erzki,m) (Cna Y?;;ja dy) (_C(Cn> Y?,j>j> y) + p+(j> y)) :
X

D’ou I'égalité ([B1) est obtenue sur I.
En remarquant que sur I'événement {((,.1,Yz,) € C}, nous avons 7, = T,i1,
Y.- =Y;,, légalite (B7) a lieu aussi sur cet événement.

4. Ensuite, sur l'événement {((,11,Ys,) € C}, légalité (@) appliquée au point

(1,2) = (Cpa1, Yz,) entraine:

T*((Cn+1,Yz,)s-) s
p+ (CTH'I’ Y?n) = ]E{Cn+1vy-?n} ( / e sf(gn-i-h n) ds
0

+ e AT (Gn ’Y?")")m/)—l— (Cns1s YT*((CnHvY?n)v-V )) :

De la relation de récurrence, nous avons
% o~ o~
T ((CrH-la YV?n)? ) = Tnt+1 — Tn
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D’ou l'égalité ([B8)) est vérifice. Si (Cny1,Ys,) € I, nous sommes ramenés a 1.
Les égalités ([B4), B7) et [B) étant satisfaites, la stratégie a est optimale.

5. Il reste donc a établir que la stratégie a vérifie I'expression (42)).
Sur les ensembles U ((Gas1 # 0) O (T (Gt Vi) = 0)) et Up(Coyr = 0), il existe n

n
tel que 7, =7,V k> n.
Sinon, sur ’ensemble complémentaire de la réunion des précédents, soit
ﬂ((<n+1 #0) N (T*(Cus1, Yz ) > 0)), nous avons, pour la stratégie @, Vn:

n

pi,z) = Egay (k(@))

= E{Z,m} <_ Z 6_B?§C(Cka Y?I;’ Ck-i-l) Y?k) + /(; 6_Bsf(§8> Y:S) ds + ki?,f (a)) :
0<k<n

D’une part,

_ +00
Efiz) ( Z e P C(Ck,YTk,CkH,Y?k)) < Ega </0 e P f(&,Ys) ds+ k?;(a)) — p(i, )

0<k<n

= A

Puisque 1" application f est bornée et k_+(a) converge vers 0 lorsque n tend vers
Uinfini, A est fini.
D’autre part, en utilisant l'inégalité c(i,r,j,y) > 1 > 0 et le fait que (¢,, Yz-) #
(Cnt1, Yz,), nous avons:

(Gns Yo s Gui1, Yz,) 2 1> 0.

Par suite,

(n+ 1) 1B (™) < Egpm ( > e (G Yy, <k+1,Ya€>> <A
0<k<n
D’ou,
E{i,x}(e_ﬁ?n) < — i U

Ce qui signifie
Tn —7n—oco T — +00 pP.S..

Ce qui entraine la propriété attendue. [ ]
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