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Résumé

Ce mémoire est consacré a la résolution du probleme de Plateau & bord polygonal
dans 'espace euclidien de dimension trois. Il s’appuie sur la méthode de résolution propo-
sée par René Garnier dans un article publié en 1928 et qui a été oublié depuis, voire ignoré
a I’époque. L’approche de Garnier est tres différente de la méthode variationnelle, elle est
plus géométrique et constructive, et permet d’obtenir des disques minimaux sans point de
ramification. Cependant, elle est parfois treés compliquée, voire obscure et incomplete. On
retranscrit sa démonstration dans un formalisme moderne, tout en proposant de nouvelles
preuves plus simples, et en en complétant certaines lacunes. Ce travail repose principale-
ment sur I'utilisation plus systématique des systemes fuchsiens et la mise en évidence du
lien entre la réalité d’un systéme et sa monodromie.

La méthode de Garnier repose sur le fait que, par la représentation de Weierstrass
spinorielle des surfaces minimales, on peut associer une équation fuchsienne réelle du se-
cond ordre, définie sur la sphere de Riemann, a tout disque minimal a bord polygonal.
La monodromie de cette équation est déterminée par les directions orientées des cotés du
bord. Le bon point de vue consiste a considérer des polygones pouvant avoir un sommet
en l'infini. Pour résoudre le probléme de Plateau, on est donc amené a résoudre un pro-
bleme de Riemann-Hilbert. On procede ensuite en deux étapes : on construit d’abord, par
déformations isomonodromiques, la famille de tous les disques minimaux dont le bord est
un polygone de directions orientées données. Puis on montre, en étudiant les longueurs des
cOtés des bords polygonaux, qu’on obtient ainsi tout polygone comme bord d’un disque
minimal.

Mots-clefs
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Hilbert ; déformations isomonodromiques ; systemes intégrables ; systéme de Schlesinger.
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The Plateau problem, Fuchsian equations and the
Riemann—Hilbert problem

Abstract

This dissertation is devoted to the resolution of the Plateau problem in the case of
a polygonal boundary in the three-dimensional euclidean space. It relies on a method
developped by René Garnier and published in 1928 in a paper which seems today to be
totally forgotten. Even if Garnier’s method is more geometrical and constructive than
the variational one, it is sometimes really complicated, and even obscure or incomplete.
We rewrite his proof with a modern formalism, we fill some gaps, and we propose some
alternative easier proofs. This work mainly relies on a systematic use of Fuchsian sys-
tems and on the relation that we establish between the reality of such systems and their
monodromy.

Garnier’s method is based on the following result: using the spinorial Weierstrass
representation for minimal surfaces, we can associate to each minimal disk with a polygonal
boundary a real Fuchsian second order equation defined on the Riemann sphere. The
monodromy of the equation is encoded by the oriented directions of the edges of the
boundary. To solve the Plateau problem, we are thus led to solve a Riemann—Hilbert
problem. Then, we proceed in two steps: first, by means of isomonodromic deformations,
we construct the familly of all minimal disks with a polygonal boundary with given oriented
directions. Then, by studying the edges’s lengths of these polygonal boundaries, we show
that every polygon is the boundary of a minimal disk.
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Minimal surfaces; Fuchsian equations and Fuchsian systems; the Riemann—Hilbert

problem; isomomodromic deformations; integrable systems; Schlesinger system.
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Introduction

Ce mémoire a pour but de présenter, tout en 'améliorant, la résolution du probléeme
de Plateau développée par René Garnier dans le cas d’un bord polygonal dans 'espace
euclidien de dimension trois. Garnier a exposé cette méthode dans un article intitulé
Le Probléme de Plateau [Gar28|]. Publié en 1928, c’est-a-dire environ deux ans avant les
démonstrations du probléeme de Plateau obtenues indépendamment par Radé [Rad30] et
Douglas [Dou3l], cet article semble avoir été complétement oublié, voire ignoré a I’époque.
Méme si 'existence de cette résolution est aujourd’hui connue de certains spécialistes,
lorsque j’ai commencé ma theése (dont ce mémoire est un des résultats), personne ne
semblait étre en mesure de dire comment elle fonctionnait, ni méme si elle était correcte
ou non. Je propose ici une nouvelle présentation de cette preuve, qui contient a différents
endroits de nouvelles démonstrations plus simples, et qui en complete certaines lacunes. Ce
travail repose principalement sur 'utilisation plus systématique des systemes fuchsiens et la
mise en évidence du lien entre la réalité d’un tel systéme et sa monodromie. J’explicite ainsi
un certain nombre de propriétés « cachées » que Garnier lui-méme ne mentionne jamais,
mais qui jouent pourtant un role essentiel dans le fonctionnement de sa démonstration,
et qui nous donnent un nouveau point de vue sur son approche. Cette clarification des
fondements de la preuve de Garnier m’a permis d’étendre facilement sa méthode au cas
ou l'espace ambiant est ’espace de Minkowski de dimension troisfl.

Les surfaces minimales sont les surfaces dont la courbure moyenne est partout nulle.
Elles constituent les points critiques de la fonctionnelle d’aire pour les variations fixant le
bord. La théorie des surfaces minimales a commencé au XVIII® siecle, avec les débuts du
calcul des variations, et connalt d’importantes avancées dans la seconde moitié du X1x°®
siecle, avec notamment la représentation due a Weierstrass de toute immersion conforme
minimale & partir de deux fonctions holomorphes. A la fin du X1x¢ siécle et au début du xx®
siecle, les mathématiciens s’intéressent au « probléme de Plateau », du nom du physicien
belge Joseph Plateau qui en 1873, a établi expérimentalement, par de trés nombreuses
expériences sur les films de savon, que toute courbe fermée de 'espace est le bord d’une
surface minimale. L’énoncé mathématique du probleme de Plateau est le suivant : étant
donné une courbe fermée connexe de Jordan de l’espace euclidien de dimension trois,
montrer qu’il existe une surface minimale réguliére et ayant la topologie d’un disque dont
le bord soit la courbe fermée. Au début des années 1930, Tibor Rad6 [Rad30] et Jesse
Douglas [Dou31] obtiennent indépendamment par la méthode variationnelle les premiers
résultats généraux (reconnus!) du probléeme de Plateau. Cependant, ils ne parviennent
pas a exclure I'existence de points de ramification isolés a l'intérieur ou au bord du disque
minimal. Il faut attendre les années 1970 pour obtenir une démonstration du probleme de
Plateau qui soit absolument compléte.

La méthode de Garnier pour résoudre le probleme de Plateau est tres différente de

1. Mazimal disks with polygonal boundary in the Minkowski space, en préparation.
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la méthode variationnelle. Son article est d’ailleurs beaucoup plus long et technique que
celui de Douglas, et le résultat qu’il obtient est en un sens plus faible, puisqu’il se limite
aux contours polygonaux. Mais il obtient, contrairement a Douglas, une surface réguliére
partout. De plus, 'approche de Garnier est plus géométrique, elle s’inscrit dans la conti-
nuation des travaux de Weierstrass, Riemann, Schwarz et Darboux. Elle est également
plus constructive que la méthode variationnelle.

La méthode de Garnier repose sur la correspondance de tout disque minimal & bord
polygonal avec une équation fuchsienne réelle du second ordre définie sur la sphere de Rie-
mann. Cette correspondance est antérieure aux travaux de Garnier. Elle est donnée par la
représentation de Weierstrass, aujourd’hui dite spinorielle, des immersions conformes mini-
males. Cette équation fuchsienne semble étre mentionnée pour la premiere fois, de maniere
indépendante et presque simultanée, dans un bref article de Karl Weierstrass [Wei66] publié
au mois de décembre 1866, et lors d’une présentation posthume des travaux de Bernhard
Riemann [Rie98] par Hattendorf le 6 janvier 1867 a la Société Royale de Gottingen. Rie-
mann n’utilise pas la représentation de Weierstrass, mais deux représentations conformes
(sphérique et plane) du méme disque minimal. Gaston Darboux ([Dar89], chapitre Xiir)
étudie en détail cette équation associée & un disque minimal & bord polygonal, et expose
les difficultés a surmonter pour étre en mesure de résoudre le probleme de Plateau. Au
premier rang de celles-ci figure la détermination d’une équation fuchsienne & partir de sa
monodromie : c’est le « probleme de Riemann—Hilbert », qui deviendra bientot le vingt-
et-unieme des vingt-trois problemes proposés par David Hilbert au Congres International
de Paris en 1900. C’est seulement une vingtaine d’années apres ces observations de Dar-
boux que seront obtenues les premieres solutions du probléeme de Riemann-Hilbert, par
Plemelj [Ple08] et Birkhoff [Birl3] — solutions qui se sont d’ailleurs avérées bien plus tard
erronées en général.

Garnier est un éleve de Paul Painlevé. En 1912, il publie un article [Garl2] qui ras-
semble les résultats de sa these et dans lequel il étudie en particulier les déformations
isomonodromiques d’équations fuchsiennes ayant un nombre arbitraire de singularités et
aucune singularité logarithmique. Le systéme différentiel qui gouverne ces déformations,
connu aujourd’hui sous sa forme hamiltonienne sous le nom de systéme de Garnier, est
en un sens une généralisation de la sixiéme équation de Painlevé Py1. En 1926, il propose
une résolution du probleme de Riemann-Hilbert [Gar26] basée sur I'étude du systeme
Schlesinger au voisinage de ses singularités non mobiles, et de ses liens avec le systéme de
Garnier. Les résultats obtenus dans ces deux articles lui permettent d’espérer étre en me-
sure de lever les difficultés mises en évidence par Darboux pour la résolution du probleme
de Plateau. Il lui reste néanmoins encore beaucoup de travail a accomplir pour obtenir
cette résolution [Gar28].

Depuis les années 1970, leurs liens avec des problémes issus de la physique sont a
I'origine de I'intérét nouveau que suscitent les équations de Painlevé, et consécutivement,
le systéeme de Garnier. C’est & Kazuo Okamoto et a Hironobu Kimura que l'on doit la
« redécouverte » du systéme de Garnier au début des années 1980 et, en particulier,
la mise en évidence de sa structure hamiltonienne [Oka86]. Dans ce contexte, et grace
notamment aux travaux de Mikio Sato, Tetsuji Miwa et Michio Jimbo [SMJ79] sur le
probleme de Riemann—Hilbert et le systéme de Schlesinger, la résolution du probleme de
Plateau par Garnier revét elle aussi un intérét nouveau, avec entre autre la possibilité
d’une simplification.
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Résumé des chapitres

Le but principal de ce mémoire est la démonstration du théoreme suivant. On se
restreint aux polygones dont les directions orientées des cotés (D, ..., Dy13) sont dans
I'ensemble D" (définition [2.2]), i.e. on suppose qu’elles sont en position générique : deux
directions quelconques d’un polygone ne sont pas colinéaires et trois directions quelconques
ne sont pas coplanaires.

Théoréme (Probléme de Plateau a bord polygonal). Pour tout polygone P a n+ 3 cotés
(n € N*) de lespace euclidien de dimension trois, ayant éventuellement un sommet en
Uinfini et dont les directions orientées des cotés sont dans l’ensemble D", il existe une
immersion conforme minimale X du demi-plan supérieur C, dans R dont le bord de
l'image est le polygone P. De plus, si P a un sommet en l'infini, alors l'immersion X a
un bout hélicoidal en ce sommet.

Apreés un premier chapitre introductif, on explicite au deuxiéme chapitre le lien qu’éta-
blit la méthode de Garnier entre la théorie des surfaces minimales et celles des équations
fuchsiennes : on constitue en quelque sorte un dictionnaire entre ces deux domaines. Les
chapitres [3] et d] sont consacrés a la résolution du probléeme de Plateau proprement dite.
Au chapitre 3] pour toute collection (Dy, ..., Dy+3) de directions orientées, on construit la
famille de tous les disques minimaux a bord polygonal (ayant éventuellement un sommet
en l'infini) dont les directions orientées des cotés sont (Dy, ..., Dyy3). Au chapitre @ on
montre que tout polygone de directions orientées (D1, ..., Dy+3) est obtenu a partir de
cette famille, c’est-a-dire est le bord d’au moins un disque minimal.

Chapitre [Il. Surfaces minimales et équations fuchsiennes On expose des aspects
généraux de deux domaines a priori éloignés : d’'une part sur les surfaces minimales de
I’espace euclidien de dimension trois, d’autre part sur les équations et systémes fuchsiens.

Le point essentiel en ce qui concerne les surfaces minimales est la représentation de
Weierstrass que ’'on appelle aujourd’hui spinorielle : tout couple de fonctions (G, H) ho-
lomorphes sur une surface de Riemann ¥ et sans zéro commun définit une immersion
conforme minimale de ¥ (ou éventuellement de son revétement universel) dans R3. Réci-
proquement, toute immersion conforme minimale d’une surface de Riemann dans R? est
obtenue par un tel couple de fonctions holomorphes.

Pour les équations et systemes fuchsiens, on donne une introduction assez détaillée des
notions de base telles que le comportement local au voisinage des singularités, la monodro-
mie, le probleme de Riemann—Hilbert et les déformations isomonodromiques. On introduit
du point de vue des déformations isomonodromiques les deux systémes complétement in-
tégrables que sont le systéme de Garnier et le systéme de Schlesinger.

Chapitre 2l L’équation associée 4 un disque minimal & bord polygonal Ce
chapitre n’est pas consacré a la résolution du probleme de Plateau proprement dite. Il
constitue plutot une préparation a la méthode de Garnier, en associant a toute immersion
conforme représentant un disque minimal & bord polygonal une équation fuchsienne du
second ordre sur la spheére de Riemann. Cette correspondance est antérieure aux travaux
de Garnier sur le probleme de Plateau et remonte au moins & Darboux ([Dar89], chapitre
XIII), et méme a Riemann [Ric98| et Weierstrass [Wei66].

On considére une immersion conforme minimale X : C; — R3 du demi-plan supérieur
Ci = {x € C| J(x) >0} dans l'espace euclidien de dimension trois, dont l'image est
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limitée par un polygone P a n + 3 sommets. On note
1 <--- <tn<tn+1 :0, tn+2:1, tn_;,_g:OO

les antécédents, qui sont réels, des sommets du polygone P par I'immersion X'. On associe
a 'immersion X’ I'unique équation différentielle linéaire du second ordre (E*) ayant comme
systéeme fondamental de solutions les données de Weierstrass spinorielles (G, H) de X. On
étudie cette équation, en traduisant des propriétés géométriques de I'immersion conforme
minimale, en terme de propriétés analytiques de I’équation (E*). Le but de ce chapitre est
d’obtenir une caractérisation des équations (E*) qui proviennent en ce sens d’un disque
minimal & bord polygonal & n + 3 cdtés. On établit que cette caractérisation est donnée
par trois conditions, que ’on note et . La premiere condition demande que
I’équation soit fuchsienne et porte sur ses singularités et ses exposants. Ses singularités
sont de deux natures : d’une part, les antécédents ¢; des sommets de P, et d’autre part,
les ombilics de 'immersion X, qui définissent des singularités apparentes (i.e. en lesquelles
les solutions de I’équation sont uniformes). Il y a au plus n — 1 singularités apparentes.
La deuxieéme condition concerne la monodromie. En appliquant le principe de réflexion
de Schwarz, on détermine comment les données de Weierstrass sont transformées autour
des singularités, et on montre ainsi que la monodromie de I’équation (E*) est entierement
déterminée par les directions orientées D = (Dq,...,Dy43) des cdtés du polygone P.
La troisieme condition impose que I’équation soit réelle, i.e. que ses coefficients soient
analytiques réels.

Par contre, il n’y a aucune traduction naturelle des longueurs des c6tés de P en terme
de propriétés de I’équation (E*).

On définit, pour tout (n + 3)-uplet de directions orientées D = (D1,..., Dy13) len-
semble £ des équations satisfaisant les conditions et [(iii)l ou D est fixé. Cet
ensemble est isomonodromique. Par construction, a toute équation de ’ensemble 7 est
associé au moins un disque minimal ayant un bord polygonal de directions orientées D. On
définit le quotient P de I’ensemble des polygones & n + 3 cotés de R? dont les directions
orientées des cOtés sont D, par le groupe G des translations et des homothéties de rapport
positif de R3. En fait, on montre que I’ensemble &P est en bijection avec ’ensemble des
classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux dont le bord est un polygone
de Pp.

Pour toutes directions orientées D = (Dy,..., Dy43), il faut obtenir une description
plus explicite de ’ensemble &7, afin de pouvoir étudier la famille des polygones qu’il
définit. Ceci passe principalement par la résolution d’un probleme de Riemann—Hilbert
(condition et par I'étude de la condition de réalité C’est I'objet du chapitre

suivant.

Chapitre Bl Déformations isomonodromiques Etant donné un (n + 3)-uplet de
directions orientées D € D™, le but initial de ce chapitre est de décrire explicitement
I'ensemble d’équations £F. Ce faisant, on va se rendre compte qu’il est plus commode,
voire nécessaire d’utiliser des systemes fuchsiens a la place des équations fuchsiennes.
Finalement, le résultat que I’on va obtenir, et qui nous sera utile pour conclure la résolution
de probleme de Plateau au chapitre suivant, est la description d’une famille de systemes
fuchsiens associés a D.

On commence par observer qu’il est plus naturel, tant du point de vue géométrique que
dans la résolution du probleme de Riemann—Hilbert, de considérer, non pas des polygones
de R3, mais des polygones de R3 U {00}, c’est-a-dire d’autoriser un des sommets & étre
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en l'infini. On demande aux disques minimaux limités par de tels polygones d’avoir un
bout hélicoidal au sommet a l’infini. Du point de vue des équations fuchsiennes, cela
revient a autoriser une singularité apparente de plus. On définit donc le quotient P, de
'ensemble des polygones & n + 3 cotés de R3 U {oco} dont les directions orientées des cotés
sont données par D, par le groupe G. L’ensemble P}, est une partie de P. On définit
également ’ensemble £, des équations différentielles linéaires du second ordre vérifiant une
version plus générale de la condition |(i)| obtenue en autorisant une singularité apparente
de plus, et les conditions et [(iii)} Comme précédemment, on trouve que ’ensemble
d’équations £, est en bijection ’ensemble des classes d’équivalence par le groupe G de
disques minimaux dont le bord est un polygone de P%,.

Pour résoudre le probleme de Plateau pour tout polygone, il faut donc montrer que
I’ensemble des polygones associés a une équation de l’ensemble £7 est I'ensemble PP
tout entier. Un systeme de coordonnées sur ’ensemble P? est donné par n rapports de
longueurs de cotés. 11 suffit donc de montrer que la fonction qui va de £ dans |0, +00[™ et
qui a toute équation de £ associe les rapports de longueurs des cotés du polygone qu’elle
définit est surjective. Malheureusement, on n’a pas d’expression simple de ces longueurs.

En utilisant des systémes fuchsiens, on établit une condition nécessaire et suffisante
portant sur la monodromie d’une équation fuchsienne (ou d'un systéme fuchsien) pour
que celle-ci soit réelle. Ce résultat n’apparait pas dans I’article de Garnier, ni méme seule-
ment le fait qu’on ait besoin d’un tel résultat. Comme cette condition est vérifiée par
la monodromie des équations de £, on obtient que les équations satisfaisant les condi-
tions |(i)| et |(ii)| vérifient automatiquement la condition de réalité On en déduit que
I'ensemble £ est une famille isomonodromique (E7,(t),t € ©™) paramétrée par le n-uplet
de singularités t = (t1,...,t,) variant dans le simplexe

Elle est décrite par le systeme de Garnier (G,). Toute équation E7},(t) de cette famille
admet un systéme fondamental de solutions (G(z,t), H(z,t)) qui est M-invariant et qui
constitue les données de Weierstrass d’un disque minimal dont le bord est dans I’ensemble
P%. Les rapports de longueur de ses cotés sont données par

) [ (160 + 10 PR) do
ri(t) = —

(16 O + [H(z,6)) da
0

(1t = 1,...,n). On définit la fonction « rapports des longueurs » Fp(t) associée a un
(n + 3)-uplet de directions orientées D € D"

Fp :ﬂ"—)]O,—i—oo[", FD(t) :(rl(t),...,rn(t)).

Comme le systéme de Garnier n’a pas la propriété de Painlevé, le comportement de la fonc-
tion Fp(t) est difficile & déterminer. C’est la raison principale pour laquelle, contrairement
a Garnier, on va travailler a présent uniquement avec des systemes fuchsiens.

On définit I’ensemble A7, des systemes fuchsiens du premier ordre vérifiant les condi-
tions analogues pour les systémes aux conditions et On montre que I’ensemble
A% contient une famille isomonodromique de systémes fuchsiens (Ap(t),t € 7™) qui est en
bijection avec I’ensemble des classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux
dont le bord est un polygone de P%. Cette famille est paramétrée par les singularités
t = (t1,...,ty) et elle est décrite par le systéme de Schlesinger, qui a la propriété de
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Painlevé. On obtient de plus, et ceci ne figure pas non plus chez Garnier, que la so-
lution (Aj(t),...,Ant+2(t)) du systéme de Schlesinger correspondant a cette famille est
holomorphe en tout point du simplexe 7". L’introduction de ’ensemble A7, associé aux
directions orientées D € D™ apporte un point de vue nouveau a la démonstration originelle
de Garnier, puisque celui-ci ne voit les systéme fuchsiens que comme un outil transitoire
permettant d’étudier les équations de 'ensemble £%. Je vais au contraire définir et étu-
dier la famille de disques minimaux associés aux directions orientées D € D™ & partir
exclusivement de la famille (Ap(t),t € ©™).

Chapitre [4. Rapports de longueurs des c6tés Le but de chapitre, qui conclut la
résolution du probléme de Plateau, est de montrer que I’ensemble des polygones associés a
I’ensemble de systemes A% est 'ensemble P tout entier, c’est-a-dire d’établir le théoreme
suivant.

Théoréme. FEtant donné un (n + 3)-uplet de directions orientées D € D", la fonction
« rapports des longueurs » Fp : m™ —]0,4+00[" est surjective.

Je propose une démonstration de ce théoréme tres différente de celle Garnier, bien que
j'utilise les mémes outils que lui, & savoir 1’étude de la famille (Ap(t),t € 7™) au bord
du simplexe 7™ et une récurrence portant sur le nombre n + 3 de c6tés des polygones.
Par identification naturelle des simplexes 7™ et ]0,+oo[™, on peut définir une fonction
Fp :]0,+00[™ —]0,400[™ associée & la fonction Fp. Pour montrer que la fonction Fp
est surjective, je vais montrer que la fonction Fp est de degré 1, c’est-a-dire homotope a
I'identité. L’étape la plus importante de ma démonstration est la preuve de la proposi-
tion [£.6] dont 1’énoncé parait naturel : la fonction Fp(t) s’étend continliment & chacune des
faces du bord du simplexe 7™ (qui sont des simplexes de dimension inférieure). Chaque
face est caractérisée par la « disparition » de certains ¢; (qui ont fusionné avec la singu-
larité suivante t;11). On affirme qu’alors la fonction Fp(t) restreinte & chaque face est,
4 homéomorphisme preés, la fonction « rapports des longueurs » Fpr : 78 —]0, +oo[*
(1 < k < n— 1) définie par les directions orientées D' € D* obtenues & partir de D en
« enlevant » les composantes D; correspondant aux t; qui ont disparu. Une fois que ’on a
obtenu la proposition [4.6], il suffit pour conclure de faire une récurrence forte, dont ’hypo-
theése au rang n — 1 est la suivante : pour tout entier £ < n — 1, pour tout jeu de directions
orientées D' € D*, la fonction Fpr :]0, +00[*¥ —]0, +00[ ¥ est de degré 1. On obtient ainsi
au rang n pour tout D € D"

Flg o sociy # 210, +00[™) = (10, +00[ ")
est de degré 1, ce qui assure, par le résultat de topologie de la proposition L5l que la
fonction Fp :]0,400[™ —]0,+00[™ est de degré 1, et donc I'hérédité de la récurrence.
L’initialisation au rang n = 1 (cas d’un bord quadrilatéral) est immédiate une fois que
I’on a obtenu la proposition 4.6l

La majeure partie de ce chapitre est donc consacrée a la démonstration de la proposi-
tion La partie difficile est d’obtenir la continuité de la fonction Fp(t) au bord, et non
pas son interprétation géométrique. On va s’appuyer sur des résultats généraux sur les sin-
gularités fixes du systéme de Schlesinger, que Garnier appelle les pseudo-chocs, ¢’est-a-dire
en les points tels que t; = t;, © # j. Ces résultats sont une partie plus connue du travail
de Garnier |Gar26], et sont développés et généralisés par Sato, Miwa et Jimbo [SMJ79].
On rappelle ces résultats, tout en les complétant dans l'optique d’étudier I’holomorphie
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de la fonction Fp(t) en ces singularités. Puis on applique cette étude générale aux solu-
tions particulieres du systeme de Schlesinger qui nous intéresse, c’est-a-dire au cas réel.
En rassemblant et en adaptant les résultats généraux, on établit la proposition 4.6l






Chapitre 1

Surfaces minimales et équations
fuchsiennes

On expose dans ce chapitre de maniére indépendante des aspects généraux de deux
domaines a priori éloignés : d’'une part sur les surfaces minimales de ’espace euclidien de
dimension trois, d’autre part sur les équations et systémes fuchsiens.

1.1 Surfaces minimales

On s’intéresse dans cette section aux surfaces immergées dans I'espace euclidien de
dimension trois (R3, (,)). On note (O, ey, e2,e3) un repere orthonormal de R?. Dans toute
cette section, ¥ désigne une surface de Riemann quelconque, et ¥ son revétement universel.

Une immersion conforme X : ¥ — R3 de la surface de Riemann ¥ dans R? est dite
minimale si sa courbure moyenne est partout nulle. Rappelons que la courbure moyenne
d’une immersion est la moitié de la trace de sa deuxiéme forme fondamentale.

Comme on va le voir, les résultats dont on aura besoin par la suite et que ’on introduit
ici sont connus depuis longtemps. La plupart se trouvent, sous une forme un peu différente,
dans [Dar89], excepté la description des surfaces minimales en terme de quaternions.

1.1.1 Représentation de Weierstrass

La représentation de Weierstrass est un outil fondamental dans I’étude des surfaces
minimales. Elle permet & la fois de caractériser et de construire des surfaces minimales.
Donnons tout d’abord une premiere forme, classique, de cette représentation.

Théoreme 1.1. Soit x¢ un point de la surface de Riemann X.
Soient une fonction g méromorphe dans % et une 1-forme différentielle w holomorphe
dans X telles que

e les zéros de w sont d’ordre pair,

® g a un pole d’ordre m en un point a € 3 si et seulement st w a un zéro d’ordre 2m
en a.

Alors Uapplication X définie sur le revétement universel by par
xr

K@) =R [ (1= g%+ %), 20)
xo

est une immersion conforme minimale de ¥ dans R3.
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Réciproquement, si X : ¥ — R3 est une immersion conforme minimale, alors il existe
un point Xy dans R3, une fonction g méromorphe dans ¥ et une 1-forme différentielle w
holomorphe dans ¥ vérifiant les deux conditions ci-dessus tels que

X(r) = Xo+§R/ (1-¢%i1+¢%),29)w
zo

Par définition, la 2-forme différentielle définie par

d?x )

est la différentielle de Hopf de 'immersion X. Elle s’exprime en fonction des données (g, w)
par Q = —wdg. On peut voir facilement que la fonction g est le projeté stéréographique
par rapport au pole nord du vecteur de Gauss N : ¥ — S? de I'immersion X. Les données
géométriques de l'immersion X sont caractérisées par les données (g,w) : sa métrique
induite et sa seconde forme fondamentale sont

2 _
ds? = (1+9) [, T=Q+Q.

Cependant, la représentation qu’utilise Garnier, et que 'on va utiliser exclusivement
dans ce mémoire, est la représentation aujourd’hui dite spinorielle des surfaces minimales.
On verra ensuite a quelle structure de spin elle correspond. On pourra se reporter & [KS96]
pour plus de détails sur la représetation spinorielle..

Théoreme 1.2. Soit xg un point de la surface de Riemann 3.
Pour tout couple (G, H) : ¥ — C2 de fonctions holomorphes dans % n’ayant aucun
zéro commun, 'application X définie sur le revétement universel ¥ par

H(£)2)
§R/ + H(E? | de (1.1)
"0 QZG H(¢)

est une immersion conforme minimale de Y dans R3.

Réciproquement, si X : ¥ — R3 est une immersion conforme minimale, alors il existe
un point Xy dans R3, et un couple (G,H) : ¥ — C2 de fonctions holomorphes sans zéro
commun tels que

H(¢)?)

X(@) XO+§R/ +H(£)2 de.
o\ Cieone

Comme on utilisera exclusivement cette représentation, on I'appellera, contrairement
a 'usage actuel, la représentation de Weierstrass et le couple de fonctions holomorphes
(G, H) les données de Weierstrass de I'immersion X'. La correspondance entre les deux
représentations précédentes est donnée par

Le projeté stéréographique nord du vecteur de Gauss N est —G/H. La différentielle de
Hopf est donnée par le Wronskien des fonctions G et H

Q=i(GH — HG') dx*
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FIGURE 1.1 — Une hélicoide

FIGURE 1.2 — Une caténoide
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et la métrique induite et la seconde forme fondamentale par

2 _
ds* = (|G + [H?) |daf?,  T1=Q+Q.

Exemple. Voici les exemples les plus classiques de surfaces minimales.

(i) Si les fonctions G et H sont proportionnelles, alors 'immersion associée définit une
surface minimale contenue dans un plan (c’est méme une équivalence). Si ¥ = C et
si les fonctions G et H sont constantes, on obtient un plan entier.

(ii) Sion choisit ¥ = C*, G(z) = 1, H(z) = 1/z, on obtient une hélicoide. L’immersion
X est définie dans le revétement universel de C*. Les hélicoides sont des surfaces
réglées (figure [LT).

(iif) Si on choisit ¥ = C*, G(z) = €'%, H(x) = €'4 /x, on obtient une caténoide. On
peut montrer qu’alors 'immersion X est bien définie dans C*. Les caténoides sont
les seules surfaces minimales de révolution (figure [[.2)).

Comme on ne s’intéresse dans ce mémoire qu’aux disques minimaux, on choisit de les
représenter dans le demi-plan supérieur ou demi-plan de Poincaré

Ci={zeC|S(z) >0}, (1.2)

ou (x) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z. Il n’y a pas alors de probléme
de période, et toutes fonctions G et H holomorphes dans le demi-plan supérieur et non
simultanément nulles définissent par la formule (LI]) une immersion X de C, dans R3. La
régularité des fonctions G et H au bord R U {oco} du demi-plan supérieur dépend de la
régularité de la courbe limitant la surface minimale.

On voit que 'immersion X ne change pas si on change le signe du couple (G, H). En fait,
les données de Weierstrass (G, H) associées a une immersion conforme minimale X" sont
uniques au signe pres. Par ailleurs, si on considére une autre représentation X; : ¥ — R3
de la méme surface minimale, alors I'immersion X7 est la composée X o f de I'immersion X
par une représentation conforme f : ¥ — 3 de la surface de Riemann ¥ dans elle-méme.
Les données de Weierstrass de 'immersion X7 sont alors

Glz\/%Gof, le\/g]{of.

Lorsque la surface de Riemann X est le demi-plan supérieur, les fonctions f ci-dessus sont
des applications de Mo6bius

ar +b . <a b
T~ ou

o+ d d) € PSL(2,R).
Il suffit donc de fixer 'image de trois points par une immersion X pour la déterminer
entierement a partir de son image.

Remarquons que si la représentation de Weierstrass donne une description locale tres
simple des immersions conformes minimales, elle parait a priori peu utile a la résolution
du probleme de Plateau. Il semble en effet difficile de déduire d’une courbe que 'on s’est
fixée a l'avance des conditions sur les données de Weierstrass (G, H) qui assurent que
I'immersion conforme minimale associée passe par cette courbe. On obtient au mieux le
comportement local de (G, H) au voisinage des points de I’axe réel.
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1.1.2 Surface minimale conjuguée et famille associée

Les coordonnées d’une immersion conforme minimale sont les parties réelles de fonc-
tions holomorphes : elles sont donc harmoniques. Rappelons qu’a toute application har-
monique f définie sur la surface de Riemann X, on peut associer une autre application
harmonique f*, qui est a priori définie dans le revétement universel i, telle que la fonction
f +if* soit holomorphe dans ) (f* est définie & une constante additive pres). L’applica-
tion f* est appelée 'application harmonique conjuguée de f. On peut ainsi introduire la
définition suivante.

Définition 1.3. Soit X : ¥ — R? une immersion conforme minimale. Alors I'immersion
conforme minimale X* : ¥ — R3 dont les coordonnées sont les applications harmoniques
conjuguées de celles de X est appelée I'immersion conjuguée de X. Elle est définie a une
translation pres.

Si immersion X a pour données de Weierstrass (G, H), alors 'immersion conjuguée

X" s’écrit
(1O - H(e?)
2@ =3 [ | G+ HE? | de
©\ 2GEOHE)

et ses données de Weierstrass sont
. .
1@, €e'1H.

Les immersions X et X* ont la méme application de Gauss, et elles sont localement
isométriques. Par exemple, la surface conjuguée d’'une caténoide est une hélicoide, bien
qu’elles ne soient pas globalement isométriques. Par ailleurs, ’équation différentielle des
lignes de courbure de X est donnée par

R(GH' — HG') dz* = 0,
et celle des lignes asymptotiques par
Ri(GH' — HG')dx* = 0.

Les lignes de courbure et les lignes asymptotiques sont donc échangées entre une surface
minimale et sa conjuguée. Comme une surface minimale et sa conjuguée ont les mémes
géodésiques et la méme application de Gauss, on en déduit donc le lemme suivant.

Lemme 1.4. Soit une surface minimale (M) de R3, et soit (M*) sa surface minimale
conjuguée. Si la surface (M) contient un segment de droite de vecteur directeur v, alors ce
segment correspond sur la surface (M*) d une courbe plane contenue dans un plan normal
a v et que la surface (M™) coupe perpendiculairement.

En effet, si (S) est une surface immergée dans R3, alors les droites contenues dans (S)
sont exactement les courbes qui sont a la fois des lignes asymptotiques et des géodésiques
de (S). De méme, les courbes tracées sur (S) et contenues dans un plan que la surface
(S) coupe perpendiculairement sont exactement les courbes qui sont a la fois des lignes de
courbure et des géodésiques de (S).

Par exemple, les méridiens d’une caténoide correspondent sur une hélicoide conjuguée
aux droites qui engendrent 1’hélicoide. Le cercle médian de la caténoide correspond a la
droite centrale de I’hélicoide.
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Plus généralement, pour tout A € C*, on peut définir 'immersion conforme minimale
X\ : ¥ — R3 de données de Weierstrass A(G, H). On a

Xy (2) = RODX(z) + SN X ().

Si le scalaire A est réel ou purement imaginaire, alors les immersions X sont homothétiques
a l'immersion X. Lorsque le scalaire A appartient au cercle unité S', les immersions X sont
localement isométriques a l'immersion X. La famille d’immersions conformes minimales
(X)) rest est appelée famille associée a I'immersion X'

1.1.3 Principes de réflexion de Schwarz

Les deux propositions suivantes mettent en évidence certaines symétries apparais-
sant sur les surfaces minimales. Elles permettent également d’étendre les surfaces mi-
nimales ayant un bord au dela de celui-ci, lorsque ce bord contient un segment de droite
ou une courbe contenue dans un plan que la surface coupe perpendiculairement. Ces
résultats nous seront tres utiles par la suite. On note D le disque unité ouvert de C,
Dt ={zeD|3(x)>0}etD ={zxeD| () <0}

Proposition 1.5. Soit une immersion conforme minimale X : Dt — R3. S§i X s’étend
continiment a Uintervalle | — 1,1[= DN R, et si l"image par X de Uintervalle | — 1,1] est
un segment de droite, alors l'immersion X se prolonge da D~ par réflexion par rapport a
cette droite et X : D — R3 est une immersion conforme minimale. De plus, deux points
symétriques sur l'image X (D) ont des antécédents conjugués.

Proposition 1.6. Soit une immersion conforme minimale X : Dt — R3. §i X s’étend
continiment a Uintervalle | — 1,1[= DN R, et si l"image par X de Uintervalle | — 1,1] est
une courbe contenue dans un plan que la surface X (D) coupe perpendiculairement, alors
Uimmersion X se prolonge ¢ D~ par réflexion par rapport a ce plan et X : D — R3 est
une immersion conforme minimale. De plus, deuzr points symétriques sur l'image X (D)
ont des antécédents conjugués.

On donnera une démonstration de ces propositions au chapitre [21

Par le lemme [[L4] une réflexion axiale sur une surface minimale correspond sur la
surface minimale conjuguée a une réflexion par rapport a un plan orthogonal a cet axe, et
réciproquement.

1.1.4 Description quaternionique

Considérons I'isomorphisme de R? dans I'ensemble E? des matrices de M (2, C) hermi-
tiennes & trace nulle, qui identifie un vecteur X = (X1, Xo, X3)! € R? avec la matrice X

définie par
X _ —X3 X1 — 11Xy
X+ X, X3 '
Le produit scalaire de R? induit sur E? le produit scalaire suivant
1 o
(X,Y) =5 Tr (xv),
et la norme euclidienne d’un vecteur X est donnée par l'opposé du déterminant de la

matrice X B
X2 4+ X2+ X2 = —det X.
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Pour toute matrice A € SU(2), application
Ra:Mw— A'MA

est une isométrie directe de E® pour ce produit scalaire. On identifie SO(E3) avec le
groupe SO(3) des rotations de R? : pour toute matrice A € SU(2), on appelle aussi R
la rotation correspondante dans SO(3) et pour tout vecteur X € R3, on a

(RaX) = AX A.
On obtient le morphisme de groupe

R: SU(2) = SO(3)
A~ RA

qui est le revétement a deux feuillets de SO(3) par le groupe Spin(3) ~ SU(2). On
peut expliciter ce morphisme : si R € SO(3) est une rotation d’angle ¢ et d’axe unitaire
0 = (01,02, 93), alors les deux relevés de R sont A et —A avec

_ ¥ ¥ —0d3 01 — 19
A—cos<2)I2—zsm<2) (51+i62 5 ) (1.3)

Rappelons que si on pose
0 -1

alors pour toute matrice M € SU(2), on a
MJ=JM. (1.4)

La proposition suivante donne une propriété essentielle de la représentation de Weiers-
trass.

Proposition 1.7. Soit X : ¥ — R? une immersion conforme minimale de données de
Weierstrass Y = (G, H). Soit une matrice A dans SU(2). Alors le vecteur Y A constitue les
données de Weierstrass de l'immersion conforme minimale R (X) image de 'immersion
X par la rotation R4.

Démonstration. Supposons que I'immersion X = (X1, X2, X3) : ¥ — R3 soit donnée par le
vecteur Y par la formule de Weierstrass (1) (i.e. Xp = O). Il suffit d’écrire I'immersion
X en terme de matrices 2 x 2 :

TR —Xs3(x) Xy (z) — iX(x)
) = (Xl(x) Fi%@) ) ) '

Calculons X; +iX5 :

(o) +ido) = 3 [ (G - H€P)de 5 [ (Glep - THeP)
;
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On obtient donc

. »(_GH -H? »(GH -G\ .-
X:c:i/ d£+i/ <_ _>d§,
(@) m( G*  GH ) w \H —GH

ce que l'on peut écrire sous la forme

T

Bay=i [ 1¥(© V(e +i [ T T(e) I

Zo

Par l'identité (L), on trouve

T

Ax@A=i [ T @©A) VA +i [ TOA  TEOA) - Jde.

o

Les données de Weierstrass Y A définissent donc I'immersion conforme minimale R4 (X).

O

Lemme 1.8. Soit X : ¥ — R3 une immersion conforme minimale de données de Weiers-
trass Y : X — C2. Soit v une courbe continue tracée sur X. Alors

e [image par l'immersion X de la courbe v est un segment de droite si et seulement
sl existe une matrice A € SU(2) telle que le vecteur Y A soit a valeurs réelles ou
purement imaginaires le long de la courbe -,

e ['image par l'immersion X de la courbe v est une courbe contenue dans un plan que la
surface coupe perpendiculairement si et seulement s’il existe une matrice A € SU(2)
telle que le vecteur €'1Y A soit & valeurs réelles ou purement imaginaires le long de
la courbe ~.

Démonstration. Soit Y = (G, H) les données de Weierstrass de 'immersion X. Pour la
premiere assertion, on va montrer que 'image de la courbe v par I'immersion A est un
segment de droite dirigé par le vecteur de base e3 = (0,1, 0) si et seulement si les fonctions
G%(z), H*(x) et G(x)H(x) sont réelles le long de 7, c’est-a-dire si et seulement si les
fonctions G(x) et H(x) sont toutes les deux réelles ou purement imaginaires. On en déduit
alors la premiere assertion par la proposition [[L71

La condition suffisante est immédiate. Pour la nécessité, il faut exprimer par exemple
que le long de la courbe 7, la troisieme composante X3(z) de I'immersion est constante et
que son application de Gauss N (x) est orthogonale au vecteur e;. Comme la projection
stéréographique nord de N(z) est —G(z)/H(x), on obtient que le long de la courbe ~

~G/H€eR o GH =GH
GHeR © GH = GH

Ceci donne le résultat annoncé, puisque les données de Weierstrass G(x) et H(z) ne
peuvent pas étre simultanément nulles.

Pour la deuxiéme assertion, il suffit de considérer I'immersion conjuguée X*, qui a
pour données de Weierstrass e'1Y". Alors le lemme [ nous permet de nous ramener au
cas précédent. O

Comme on va le voir & la section 2.2] le lemme [[.§ permet de retrouver les principes
de réflexion de Schwarz.
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1.2 Equations fuchsiennes et systémes fuchsiens

On présente dans cette section les notions de base de la théorie des équations et sys-
temes fuchsiens sur la sphére de Riemann. On se concentre particulierement sur les équa-
tions fuchsiennes, on mentionnera les résultats analogues pour les systémes d’équations
a la fin de cette section. Pour une approche plus complete, ainsi que pour connaitre les
démonstrations des résultats énoncés, on pourra se reporter principalement a [[KSY91]
—particulierement pour les transformations isomonodromiques, que ce soit le systeme de
Garnier ou le systeme de Schlesinger. Pour le probleme de Riemann—Hilbert pour les sys-
témes fuchsiens, on pourra se référer & Anosov et Bolibruch [AB94], ou plus simplement
a [Bea93| pour une présentation générale du probléeme et des résultats de Bolibruch.

On considére une équation différentielle linéaire du second ordre définie sur la sphere
de Riemann P! = C U {oc}

Dy + p(z)Dy + q(z)y = 0 (E)

ouD = % désigne la dérivation par rapport a la variable complexe z € P'. On suppose que
les coefficients p(x) et q(x) sont des fonctions méromorphes sur P1. On note S 1’ensemble
des points en lesquels p(x) ou ¢(z) a un pole

S={x1,...,zn}

L’ensemble S est 'ensemble des singularités de ’équation (El). Les coefficients p(x) et ¢(x)
sont holomorphes dans I’ensemble

X =P S

Les solutions de I’équation (El) sont des fonctions multi-formes dans X, c’est-a-dire des
fonctions holomorphes dans le revétement universel X de 'ensemble X. Par abus de lan-
gage, on notera encore y(z) une telle fonction. Ces solutions forment un espace vecto-
riel de dimension 2. On appelle systéme fondamental de solutions un vecteur Y (z) =
(y1(x),y2(x)) dont les composantes forment une base de cet espace.

1.2.1 FEtude locale

On commence par rappeler la théorie locale au voisinage de chaque singularité de
I'équation (E)). On en déduira ensuite une caractérisation globale des équations fuch-
siennes.

Singularités réguliéres et singularités fuchsiennes

En général, les solutions de I’équation (El) ne sont pas uniformes au voisinage d’une
singularité. On distingue certains types de singularités.

Définition 1.9. On dit qu’une singularité = = xg de I'équation (E)) est fuchsienne si la
fonction p(z) a en x = x¢ un pole d’ordre au plus 1 et la fonction ¢(z) un pdle d’ordre au
plus 2.

On définit une autre catégorie de singularités : on considere les singularités x = xg
au voisinage desquelles toute solution a une croissance au plus polynomiale en 1/|x — x|
quand z — 9. Comme a priori une solution de I’équation (El) a un point de branchement
logarithmique en une singularité, il faut étre plus précis dans cette définition.
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Définition 1.10. On dit qu’une singularité z = zg de 'équation (El) est réguliére si pour
tout secteur S centré en zg, pour tout revétement S de ce secteur dans X et pour toute
solution y de I'équation (El), la restriction Y5 a une croissance polynomiale en 1/|x — x|
quand x — xg, = € S.

Comme on va le voir, une singularité fuchsienne est toujours réguliere. Pour les équa-
tions, la réciproque est également vraie ([Har64]), mais elle est fausse en général pour les
systémes d’équations.

Méthode de Frobenius

La méthode de Frobenius permet de décrire le comportement local des solutions de
Iéquation (E]) au voisinage d’une singularité fuchsienne. On se place au point z = 0 en
supposant qu’il est une telle singularité.

Si on cherche les solutions formelles de I’équation (El) de la forme

y(z) = «® Z bpz™,
n=0

on se rend compte que le nombre complexe s ne peut prendre au plus que deux valeurs,
qui sont les racines de I’équation quadratique

s+ (a—1)s+b, (1.5)

avec

L’équation (LH) s’appelle 1'équation caractéristique de Péquation (E]) en la singularité
fuchsienne = = 0. Ses racines s’appellent les exposants en x = 0. Si on les note s1 et so
avec

Jisp < RNsy,

alors on peut vérifier qu’il existe toujours une solution convergente (multi-valuée) y;(z)
de I’équation (E)) de la forme

oo
n() =2 3 b, b=l
n=0

Pour expliciter une autre solution linéairement indépendante de yi(x), il faut distinguer
deux cas :

e s’il existe également une solution convergente ys(x) de la forme
oo
yo(z) = %2 Z bpx", bp =1,
n=0

alors la singularité fuchsienne x = 0 est dite non logarithmique. En particulier, ¢’est
toujours le cas si s; — so n’est pas un entier naturel;

e sinon, la singularité fuchsienne x = 0 est dite logarithmique, et la deuxieme solution
canonique en z = 0 est de la forme

o o0
y1(z)log x + Z cpx” + 52 Z dp,x™.
n=0 n=0
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On peut observer que la singularité fuchsienne x = 0 est non logarithmique si et seule-
ment s'il existe un systéme fondamental de solutions Y (z) dont la matrice de monodromie
en x = ( soit diagonale.

Les expressions que 1’on vient de donner pour les solutions de I’équation ((El) au voisi-
nage d’une singularité fuchsienne montrent qu’une singularité fuchsienne est réguliere.

Equations fuchsiennes

Il nous reste a étudier le point x = oco. Pour cela, on fait le changement de variable
w = 1/x dans équation (El), et la nature du point x = co est celle du point w = 0 dans
la nouvelle équation. On montre ainsi facilement que le point £ = oo est une singularité
fuchsienne de I’équation (E)) si et seulement si les fonctions

wilp (wfl) , w*2q (wfl)
sont holomorphes au point w = 0. On pose alors
oo = lim w™lp (w_l) . beo = lim w2g (w_l) ,
w—0 w—0
et ’équation caractéristique au point x = oo est
§% 4+ (1 — aoo)s + boo = 0.

Définition 1.11. On dit que I'équation (El) est une équation fuchsienne sur la sphére de
Riemann P! si toutes ses singularités, y compris éventuellement le point en I’infini, sont
fuchsiennes.

On obtient alors la caractérisation suivante des équations fuchsiennes.

Proposition 1.12. L’équation (E) est fuchsienne sur la sphére de Riemann P!, de sin-

gularités x1,...,Tpn_1, Ty = 00, si et seulement si ses coefficients sont de la forme
n—1 a n—1 b n—1 .
(2 7 (2
=% S = e S
i=1 ( i=1 ¢ i=1 v
avec

n—1
Z C; = 0.
=1

On range dans un tableau appelé schéma de Riemann les singularités fuchsiennes de
I'équation (El), et les exposants (92TF et 6, en chaque singularité z = z; :

r=x1 -+ T =2y
of - or |. (1.6)
91* 9;

Proposition 1.13 (Relation de Fuchs). Supposons que l’équation (El) soit fuchsienne et
que son schéma de Riemann soit donné par (L8). Alors la somme de tous les exposants
de (E)) ne dépend que du nombre de singularités, et plus précisément

n

SO +607)=n-2. (1.7)

i=1
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Démonstration. 11 suffit d’écrire que la somme des résidus du coefficient p(z) est nulle.
Par la proposition [[L12, on a

ple) =3 %

i1 X

et par définition du résidu as, on a

n—1
Ao — E ;.
i=1
D’apres les équations caractéristiques en chacune des singularités, on déduit

ai=1-0 -0 (i=1,....n—1), a=1+061+0,,

)

ce qui permet de conclure. O

1.2.2 Equations projectivement équivalentes et schwarzien
Le schwarzien

Etant donné une fonction u non constante et méromorphe dans un ouvert U d’une
surface de Riemann, le schwarzien de u par rapport a une coordonnée conforme z est

donné par
AN Y 2
=2 32
u 2 \u
2
ounu = %. Si z est une autre coordonnée conforme, alors S,(u) = S,(x) + Sz(u) (g—ﬁ) .

De plus, le schwarzien est invariant sous l'action de PGL(2,C) :

> = Sz(u) pour tout (Z 2) € GL(2,C).

s, (au +b

cu—+d

Ces deux propriétés assurent en particulier que le schwarzien S, (u) est identiquement

nul si et seulement si la fonction w est une homographie u(x) = Z;fjr'g Une fonction

u est dite PGL(2,C)-multi-forme si deux branches arbitraires de wu(z) sont reliées par

une homographie. Si une fonction est PGL(2,C)-multi-forme, alors son schwarzien est
uniforme.

Relation avec les équations différentielles

Pour tout systéme fondamental de solutions Y (z) = (y1(x), y2(z)) de I'équation (El),

le schwarzien du rapport u = % est indépendant du choix de Y (z) et vaut

Y 1
5. () = 24(0) - 3p(a)? - Dla). (18)

Le rapport % est défini & partir de ’équation (E]) & une homographie pres.

Définition 1.14. La classe d’équivalence du rapport de deux solutions linéairement in-
dépendantes de 'équation (El) est appelée la solution projective de ’équation (El). Deux
équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients méromorphes dans la sphere
de Riemann sont dites projectivement équivalentes si elles ont la méme solution projective.
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Deux équations projectivement équivalentes ont le méme ensemble de singularités.
Deux équations (E7) et (E2) ayant le méme ensemble de singularités S sont projectivement
équivalentes si et seulement s’il existe une fonction ®(x) holomorphe et jamais nulle dans le
revétement universel de ’ensemble P!\ S telle que toute solution yo(x) de I'équation (E»)
soit obtenue par la multiplication d’une solution y;(z) de ’équation (FE;) par la fonction
®(z). Sipi(z) et gi(x) désignent les coefficients de 'équation (E;) (i = 1,2), alors on a

o'(x)
o

p2(z) = p1(z) +2

?)
B (o) = a(o) + @) G + G-

L’équation (E]) est dite de type SL(2,C) si son coefficient p(z) est identiquement nul.
Cette dénomination provient du fait que dans ce cas, sa monodromie est contenue dans
SL(2,C). Son coefficient ¢(z) est alors la moitié du schwarzien du rapport de deux solutions
linéairement indépendantes.

Si léquation ((EJ) est fuchsienne, alors toute équation projectivement équivalente & ((El)
qui soit également fuchsienne est obtenue par une fonction ®(x) de la forme

O(x) = H (z — a)

a€S~{oo}

ou les A, sont des nombres complexes quelconques et I’ensemble S est ’ensemble des
singularités de I’équation (El). Les différences des exposants en chaque singularité sont les
mémes pour deux équations fuchsiennes projectivement équivalentes.

1.2.3 Monodromie

On ne suppose pas que I'équation (El) est fuchsienne. On a vu qu’en général, les
solutions de 1’équation (El) sont des fonctions multi-formes dans X. Pour mesurer ce
défaut d’uniformité de ses solutions, on introduit la monodromie de 1’équation (El), qui
est une classe d’équivalence de représentations du groupe fondamental de I’ensemble X.

Soient un point xg de 'ensemble X et un ouvert simplement connexe U de X contenant
xg. On considére un systéme fondamental de solutions Y (x) de 'équation (El) défini dans
U. On peut prolonger analytiquement le systéme Y (z) le long de tout lacet de point de
base xg et contenu dans X, et ce prolongement ne dépend que de la classe d’homotopie
du lacet. Pour toute classe a dans le groupe fondamental 71 (X, z¢), on peut donc noter
a * Y (x) le prolongement du systéme Y (z) le long de tout représentant de a. Alors le
systeme a * Y () est défini dans U et il est aussi un systéme fondamental de solutions de
I'équation (EJ). Il existe donc une unique matrice M, (Y) € GL(2,C) qui vérifie

axY(z) =Y (x)My(Y).

On appelle la matrice M,(Y) la matrice de monodromie du systeme Y (z) le long de a.
On définit ainsi une application

py T (X,z0) > GL(2,C), aw— My(Y).

On choisit un ordre dans le groupe fondamental 71 (X, z¢) de la fagon suivante : on définit
le produit Sa de deux éléments a, f € w1 (X, z9) comme étant la classe du lacet qui suit
d’abord « puis /5 (dans le sens naturel). On a alors (Ba) * Y (z) = B * (a*Y) (z), donc

Mpa(Y) = Mp(Y)Ma(Y),
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et 'application py est un homéomorphisme du groupe m(X,zg) dans GL(2,C) : c’est
une représentation linéaire de rang 2 (si on inverse l'ordre dans 71(X,zg), on obtient
une anti-représentation). On appelle 'application py la représentation de monodromie de
Iéquation ((El) par rapport au systéme fondamental Y (z).

Considérons a présent un autre systeme fondamental de solutions Z(z) défini dans
Pouvert U. 11 existe une unique matrice C' € GL(2,C), appelée matrice de connexion entre
les systemes Y (z) et Z(x), telle que

Alors pour tout a € 7m1(X, zp), on a
axZ(x)=axY(z) - C=Y(x)M,(Y)C = Z(z)C~ M, (Y)C,

c’est-a-dire
My (Z) = CT M (Y)C. (1.9)

Les deux représentations py et pz sont donc conjuguées. La relation de conjugaison entre
représentations est une relation d’équivalence. On voit donc que 'ensemble de toutes les
représentations de monodromie de I’équation (E]) (par rapport a chaque systéme fonda-
mental) constitue une classe de conjugaison. Cette classe est canoniquement associée a
I’équation ((El) : on lappelle la monodromie de 1’équation (El).

Le groupe fondamental 1 (X, z¢) est engendré par les classes de lacets 71, ..., 7, tour-
nant respectivement une fois dans le sens direct autour de la singularité x = z;, en laissant
les autres singularités a l’extérieur, soumises a la relation -, - --y; = 1. La représentation
de monodromie py par rapport a un systeme Y (z) est donc déterminée par la famille
(Ml, ey Mn), ou

M; =M, (Y).
Les matrices M; vérifient aussi
My - My = Is.
On appelle la famille (M, ..., M,) un systéme de générateurs de la monodromie de 1’équa-

tion (E).

Définition 1.15. Une représentation p : G — GL(m,C) d’un groupe G est dite irréduc-
tible si les sous-espaces vectoriels de C™ invariants par p sont exactement {0} et C™.

La monodromie de 1’équation (El) est dite irréductible si elle admet un représentant
irréductible, c’est-a-dire si elle admet un systéme de générateurs (M, ..., M,) constitué
de matrices triangulaires supérieures. Si ’équation (El) est fuchsienne, alors le fait qu’elle
ait une monodromie irréductible est équivalent a ce qu’elle soit elle-méme irréductible, i.e.
que 'opérateur différentiel

L =D?+p(z)D +q(x)

n’admette que des factorisations triviales.

1.2.4 Le probleme de Riemann—Hilbert pour les équations linéaires du
second ordre

On ne considere pour l'instant le probleme de Riemann—Hilbert que dans le cas des
équations du second ordre. Il n’y a pas de différence fondamentale avec les équations
d’ordre supérieur. Par contre, la discussion est différente dans le cas des systémes fuchsiens.
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Le probléme de Riemann—Hilbert pour les équations fuchsiennes est exactement le vingt-
et-uniéme des vingt-trois problémes proposés par Hilbert au Congres International de Paris
en 1900 :

Le probleme de Riemann—Hilbert. Trouver une équation fuchsienne ayant des singu-
larités données et une monodromie donnée.

Formulé ainsi, on peut facilement voir que le probléeme de Riemann—Hilbert n’a en
général pas de solution. En effet, soit S = {x1,...,2,_ 1,2, = 0o} C P! un ensemble de
singularités. D’apres la proposition [[LT2], une équation fuchsienne du second ordre dont
I’ensemble des singularités soit S dépend de e(.S) parametres, avec

e(S) =3n—4.

Par ailleurs, on peut montrer que ’ensemble des classes de conjugaison de représentations
p:m (PN S, x9) = GL(2,C) dépend de m(S) parametres, avec

m(S) =4(n —2) + 1.

Des que n > 3, on a donc
m(S) —e(S) > 0.

A singularités fixées, I'application qui & une équation fuchsienne du second ordre associe sa
monodromie n’est donc pas surjective des que n > 3. Ce calcul remonte & Poincaré [Poi84].
Si on veut pouvoir construire une équation fuchsienne dont la monodromie est donnée, il
faut donc s’autoriser a ajouter des parameétres supplémentaires : les singularités apparentes
sont les seuls parametres possibles.

Définition 1.16. Une singularité fuchsienne de I'équation (El) est dite apparente si elle
n’est pas logarithmique et si ses exposants sont des entiers relatifs.

Une singularité fuchsienne x = a est apparente si et seulement si toutes les solutions
de 'équation (E]) sont méromorphes en zz = a. Il n’y a donc pas de monodromie en ces
singularités.

On vérifie alors qu’une équation fuchsienne du second ordre ayant ses singularités dans
S, et ayant au plus N singularités apparentes a l'extérieur de S dépend de e(S)+ N para-
metres. Pourtant, il n’est pas évident qu’autoriser N = m(S)—e(S) = n—3 singularités ap-
parentes soit suffisant pour obtenir une réponse positive au probleme de Riemann—Hilbert.
Lorsque la monodromie est irréductible, Ohtsuki [Oht82] a obtenu la bonne majoration du
nombre de singularités apparentes, a la condition qu'un des générateurs de la monodromie
soit diagonalisable. Mais le résultat le plus général est dii & Bolibruch.

Théoréme 1.17 ([Bol90]). Etant donné un ensemble fini S C P! a n éléments et une
représentation irréductible p : m (P! . S) — GL(2,C), il eviste une équation fuchsienne
du second ordre dont l’ensemble des singularités soit S, dont la monodromie soit la classe
de p et ayant au plus n — 3 singularités apparentes.

1.2.5 Déformations isomonodromiques

On s’intéresse a présent au probléme suivant : si on considére que les singularités
x; = x;(t) dépendent d’un parametre variable ¢, comment décrire 'ensemble des équations
fuchsiennes ayant une monodromie donnée ?
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On consideére une famille de systéemes différentiels linéaires 2 x 2 dépendant d’un pa-
rametre ¢ variant dans un ouvert simplement connexe U de C" :

DY = A(z,t)Y (1.10)

ot la fonction A(z,t) est définie dans P! x U, & valeurs dans M(2,C), et on D = %
désigne la dérivation par rapport a la variable € P'. On suppose que pour tout ¢ € U
fixé, la fonction = + A(x,t) est holomorphe en dehors d’un ensemble fini S(t) C P! de
points singuliers, et que les points de S(t) sont des fonctions holomorphes de t. On définit
le sous-ensemble S de P! x U des singularités du systeme

S=J S(t) x {t},
teU

qui est donc une hypersurface. Localement, I’ensemble S a autant de composantes connexes
qu’il y a de points dans les ensembles S(t) et chacune de ces composantes connexes est un
graphe de P! x U au dessus de I'ouvert U. Quitte & restreindre ’ouvert simplement connexe
U, on suppose que ceci est vrai dans U entier. Sans entrer dans des détails techniques de
topologie, on voit que les classes d’homotopie des lacets de P* \ S(t) basés en un point
xo(t) de P!\ S(t) sont alors indépendantes de ¢. Quitte & restreindre de nouveau I’ouvert
U, on peut choisir un point de base zg € P! indépendant de ¢. Il suffit pour cela que zq et
U vérifient

({xo}XU)ﬂSZQ.

On note m; (Pl N S(t),z0) le groupe d’homotopie correspondant.

On peut ainsi définir la monodromie de la famille de systémes (LI0). Soit une solution
fondamentale Y (x,t), i.e. une matrice solution de (IL.I0), holomorphe et inversible en tout
point (xo,t) (t € U). Pour toute classe d’homotopie a € 1 (P! \ S(t), o), le prolongement
analytique a x Y (x,t) de Y(z,t) le long de « est encore une solution fondamentale en
(xo,t) : il existe une unique matrice py (¢, ) € GL(2,C) telle que

axY(z,t) =Y (z,t)py(t,a).
On obtient donc une famille analytique de représentations de monodromie
py(t;+) w1 (PN S(8),20) — GL(2,0),

Définition 1.18. Une solution fondamentale Y (z,t) est dite M-invariante si sa repré-
sentation de monodromie py(¢,-) est indépendante de .

Définition 1.19. La famille (II0) de systemes différentiels est dite isomonodromique si
elle admet une solution fondamentale qui soit M-invariante.

On note d la différentiation par rapport a la variable t = (¢1,...,t,)

LI,
d= —dt;.
Z: ot
=1
On a les résultats suivants.

Lemme 1.20. Une solution fondamentale Y (z,t) est M -invariante si et seulement si la
1-forme d valeurs matricielles

O(x,t) == dY (2, )Y (z, )~

est uniforme dans (P* x U) \. S.
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Proposition 1.21. Le systéme de Pfaff

DY = A(z,t)Y
(1.11)
dY = Q(z,t)Y
est compléetement intégrable si et seulement si le systéme suivant est vérifié
dA(z,t) = DUz, t) + [Qz, t), Az, t
(1) = DRz, ) + [, 1), Ale, 1) 1)

dQ(z,t) = Q(z,t) A Q(x,t).

Le systeme (LII) s’écrit
dgpnY =wY

ot la 1-forme w est définie par w = Adx +, et d(, ) est la différentiation par rapport a la
variable (z,t). S'il existe une matrice inversible Y (x,t) telle que w = d(, Y - Y~ alors
on a de maniere immeédiate

dizHw =w A w,

ot le produit extérieur a A d’une 1-forme o = (o) a valeurs dans M (2, C) est la matrice
dont I’élément (i, j) est a1 A a1 + a2 A ag;. La réciproque constitue le théoreme de Fro-
benius. La condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité d(, jw = w A w est exactement
le systeme (LI2]). Le systeme (LI2)) s’appelle I’équation de déformation de (LIOI).

La proposition [[L2ZTnous dit donc que le systéme (LI0) admet une solution fondamen-
tale M-invariante Y (z,t) si et seulement si le systéeme ([LI2]) admet une solution Q(x,t)
uniforme dans (P! x U) \ S. La solution fondamentale Y (z,t) vérifie alors

DY = A(x,t)Y, dY = Q(z,1)Y.

La 1-forme €2 dépend du choix d’une solution fondamentale M-invariante. La proposi-
tion suivante permet de comparer entre elles les solutions fondamentales M -invariantes.

Proposition 1.22. On suppose que la famille de systemes (LI0) est isomonodromique,
de monodromie irréductible. Soit une solution fondamentale Y1(x,t) M-invariante. Alors
une solution fondamentale Yo(x,t) est aussi M-invariante si et seulement s’il existe une
fonction holomorphe p: U — C* et une matrice C € GL(2,C) indépendante de t telles
que

Yo(z,t) = p(t)Yi(z, 1) - C.

1.2.6 Le systeme de Garnier

On considére une équation fuchsienne sur la sphére de Riemann P!
D%y +p(x) Dy + q(z)y =0 (1.13)

de singularités t1,...,tp, the1 =0, th4e =1, t43 = 00 et A1,..., A,. On suppose que ces
singularités sont toutes distinctes et que le schéma de Riemann est donné par

rT=t T=00 T =N
0 @ 0
0; o+ 0 2

1=1,...,n4+ 2, k=1,...,n.
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On suppose également que les singularités = = A sont apparentes (définition [L16) et que
les exposants 6; vérifient

0, ¢7 (i=1,...,n+3), (1.14)
ou pour simplifier les notations, on a noté, comme on le fera souvent, 6,13 pour 6
L’équation (I3 n’a donc aucune singularité logarithmique. La relation de Fuchs (7))

impose
n+3
a5

Le théoréme [[.T7 nous assure que pour toute monodromie irréductible, il existe une équa-
tion de ce type ayant cette monodromie. Le but de cette section est de décrire les trans-
formations isomonodromiques de I’équation (LI3)). On va commencer par expliciter sa
forme.

D’apres la proposition [L12] les coefficients p(x) et g(x) de 'équation (LI3)) s’écrivent

plz) = — + ,

i:lx_ti k:lx_)\k

n+2 n n+2

b; dg K; i

Q('I) = + - 9

;(w—tl)Q kz::l(x—)\k)Q ;x—tz == A

avec
n+2

—ZK+Z%_0 (1.15)

Les exposants de I’équation nous permettent de calculer certaines des constantes interve-
nant dans l'expression de p(x) et g(x). L’équation caractéristique en z = t; est

24 (a; —1)s+b; =0,
et ses racines sont 0 and 6;. On en déduit
aizl—«%, bz‘:O.
De méme, en une singularité apparente x = Ag, on obtient
c, =—1, dp=0.

En l'infini, I’équation caractéristique est

n—+2 n—+2

82+ <Z(9,~—1>s+< ZtK +Z)\kuk> =0,
i=1

et ses racines sont o and a + 04,. On en dedult
n+2

ala+0) ZtK —i—Z)\k,uk

De cette relation et de (LI3]), on déduit K, et Kn+2 en fonction des autres constantes
et on obtient 1’expression suivante des coefficients p(m) et q(z)

n+21 n
p) = le—t kzx
(2

(a—i—@ il tz(t, 1)K; (1.16)

z(x—1) Ha@-1)(r—1t)
S A 1
2 D

k=1
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ou les K, ug sont des constantes inconnues

K; = —Res(q(x),x = t;)
pi = Res (q(z),x = M) .

Pour chaque valeur fixée de § = (61,...,0,13), 'équation (LI3) correspondante dépend
donc d’au plus 4n parametres

tla"'atna )‘la"'aAna M1 ey Bny Kla"‘aKn-

Cependant, toutes les valeurs de ces parameétres ne définissent pas nécessairement une
équation ayant des singularités apparentes en les A\ (vu les exposants en ces singularités,
elles peuvent étre logarithmiques). La proposition suivante, obtenue en appliquant la mé-
thode de Frobenius aux points £ = A, donne une condition nécessaire et suffisante pour
que 'équation (LI3) n’ait aucune singularité logarithmique. Sa démonstration se trouve
dans [IKSY91].

Proposition 1.23. Les points Ai,..., A\, sont des singularités non logarithmiques de
léquation (LI3) de coefficients p(x) et q(x) définis par (LIG) si et seulement si les résidus
K; sont donnés par

n n+2
- 0; — dij ala+ 0)
K, =M M2 — J %, BT eo)
];1 M ]Zl )\k—tjluk MOw —1)

ou M; et M** sont définis par

_ A i T (Ax)
M=y M= (M = i) A (A)’
avec . o
Ax) = H(:U — ) et T(x)= H (x —t;).
k=1 i=1

Les résidus K; sont donc des fractions rationnelles de (0, A\, i, t). Les équations (LI3))
vérifiant les hypotheéses souhaitées dépendent uniquement des parameétres (0, A, u, t). Soit
Ep(A, p, t) Péquation (LI3)) de parametres (0, A, i, t) (c’est-a-dire I’équation dont les co-
efficients p(x) et ¢(z) sont donnés par (LI6]) avec les K; définis a la proposition [[.23]).
On cherche a quelle condition des variations de ces parametres préservent la monodro-

mie d’une telle équation. Les exposants 6 = (61,...,60,,4+3) sont nécessairement constants
pendant une déformation isomonodromique continue. On pose
B" ={(t1,....tn) € (C*"~{1}D)" | Vi#j t; #t;}, (1.17)

et on cherche a caractériser les sous-variétés M de C" x C™ x B™ telles que la famille d’équa-
tions Ep(A, i, t), (A, p,t) € M) soit isomonodromique. Dans |Garl2], Garnier donne le
systeme d’équations aux dérivées partielles qui décrit les déformations isomonodromiques
des équations Ey(\, p,t). Le parametre de la déformation est le parametre ¢, et le systéme
décrit les variations des parameétres A\, (t) en fonction de ¢, tandis que les résidus pg(t), vus
également comme des fonctions de ¢, s’expriment rationnellement & partir des A\i(t) et de
leurs dérivées premieres. Okamoto [Oka86] a mis en évidence la structure hamiltonienne
de ce systéme, et lui a donné le nom de systéme de Garnier. C’est sous cette forme qu’il
est connu aujourd’hui.
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Définition 1.24. Le systéme de Garnier (G,) de dimension n est le systéme hamiltonien

N 0K
3tj N G,ui
({9/%' . _8Kj
ot; O\

(i, =1,...,n). Les Hamiltoniens

Ki = KZ(H, )\, I, t)
sont donnés & la proposition [[.23]

On a alors

Théoréme 1.25. On suppose que 0 = (01,...,0,13) est firé et vérifie la condition (LI4).

o Le systéeme (Gy,) est complétement intégrable.
e Soit M une sous-variété de C" x C™ x B". Alors la famille d’équations Eg(\, p,t)

)
(A, p,t) € M) est isomonodromique si et seulement si M est une sous-variété d’une
variété intégrale du systéme de Garnier (Gy).

Une solution (A(¢),u(t)) du systéme de Garnier (G,) est déterminée par la donnée
d’une monodromie pour I'équation Eg(\, p,t).

Remarque 1.26. Dans le cas o n = 1, en notant (A, p, t, K) les quantités (A1, u1,t1, K1),
on obtient que 'Hamiltonien K (A, u,t) est donné par

K\, p,t) :ﬁ MO =D =2 = (60 = 1)(A = 1)
+0AN = 1) + (01 — DA = 1)) g+ £(A = )]
m:%((91+92+93—1)2—9§).

En éliminant la variable conjuguée pu, on trouve que le systéeme de Garnier (Gy) est équi-
valent a la sixieme équation de Painlevé (Pyq)) :

’x 11 1 1 d\\? (1 1 1\ dA

s Gt (@) -G ) a P

AA=1)(A—1t) t t—1 £t —1) Vi
A (e )

G2 O e

avec
1, _ 1y _ 1o _ 1 2
04—504, ,8——5(92, (5—593, "}/—5(1—01)

En ce sens, le systeme (G,,) constitue une généralisation de 1’équation (Pyj) en un systéme
aux dérivées partielles complétement intégrable.
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1.2.7 Systémes fuchsiens
Définitions
Considérons un systeme différentiel linéaire du premier ordre
DY = A(z)Y (1.18)

ouD = % et la fonction A(z) est méromorphe sur la sphére de Riemann P!, & valeur dans
M (2,C). On suppose que le systeme (ILI8]) est fuchsien, c’est-a-dire que tous les pdles de
A(z) sont simplesll. Comme ’ensemble des systéme fuchsiens sur la sphére de Riemann
est stable par transformation de Mobius, on peut choisir comme précédemment

Uy evstn, tnp1 =0, tppa =1, tpgg =00

les singularités du systeme ([LI8]), et on a donc

n+2 A
)

Ax) = Z

i=1

: 1.19
oy (1.19)

Comme on suppose que I'infini est un point singulier, le résidu

n+2
Aoo = — Z Az
=1

n’est pas la matrice nulle. On note S(¢) 'ensemble des singularités :
S(t) :={t1,...,tht3}.
Le systeme ([LI8) est donc défini dans I’ensemble
X(t) =P S(t),

et X (t) désigne un revétement universel de X (¢). Les solutions du systéme (ILI8]), qui sont
des couples de fonctions définies sur X (t), forment un espace vectoriel de dimension 2. On
appelle matrice fondamentale de solutions une matrice Y (z) dont les colonnes Y (z), Ya(z)
forment une base de cet espace. Une telle matrice vérifie I'équation DY = A(z)Y. On
définit la monodromie du systéme (LI8]) comme on I’a fait pour les équations du second
ordre.

On suppose de plus que le systeme ([LI8]) vérifie les deux hypothéses suivantes.

o Le systeme est non résonnant : pour tout ¢ = 1,...,n + 3, les valeurs propres HZTF et
;" de la matrice A; satisfont

0. —0; ¢ Z
(on note indifféremment 'indice co ou n + 3).

e Le systeme est normalisé en l'infini :

n+2
of 0
p (0,

e ¢}

1. contrairement a ce qui se passe pour les équations, les notions de singularités régulieres et fuchsiennes
ne coincident pas pour les systemes d’équations. Une singularité fuchsienne, c’est-a-dire un pdle simple,
est réguliére (¢f définition [[I0), mais la réciproque est fausse.
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Comme le systeme (LI8) est non résonnant, les singularités x = ¢; ne sont pas lo-
garithmiques. Ceci assure 'existence au voisinage de chaque singularité d’une matrice
fondamentale de la forme suivante.

Proposition 1.27. On suppose le systéme (LI8) non résonnant. Alors, pour tout i =
1,...,n + 2, il existe une unique matrice P;j(x) holomorphe au point © = t; vérifiant
Pi(t;) = Iz et telle que

Py(x)(x — ti)

soit une matrice fondamentale de solutions du systéme (LI8]), ot

(z — ;) = exp (4;log(z — t;)) .

On ne donne pas la démonstration de cette proposition, mais remarquons simplement
que la matrice P;(x) est solution de I’équation

DP, = A(x)P; — P—2L

CC—tl'.

Soit L; la matrice diagonalisée de A;

0 0
w5 )

Alors, il existe des matrices fondamentales de solutions de la forme
Ri(z)(z — ;)b

ou la matrice R;(x) est holomorphe et inversible au point =z = t; et R;(t;) € GL(2,C)
diagonalise A;

A; = Ri(t;)LiR; (t;) L.

On dit que ces solutions sont dites canoniques au point x = t;, parce que leur matrice de
monodromie en ce point est diagonale :

o+
e2z7r«91, 0
0 62i7r9i_ :

En Pinfini, comme le systéme (LI8)) est normalisé en I'infini, il existe une unique solution

canonique de la forme

1
Yoo (z) = Roo (—) g b
x

ou la matrice Roo(w) est holomorphe en w = 0 et R (0) = Io.

Le systéme de Schlesinger

Considérons a présent ¢ = (t1,...,t,) comme un parametre du systeme (LIS8]), dont
dépendent les matrices A; = A;(t). On suppose que les valeurs propres HQL et 0, (i =
1,...,n+ 3) sont indépendantes de ¢. Soit U un ouvert simplement connexe de ’ensemble

B™ défini par (ILI7). Les déformations de parametre ¢ € U du systeme (LI8]) qui préservent
la monodromie sont gouvernées par le systéme de Schlesinger :
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Théoréme 1.28. On suppose le systéme fuchsien (LI8)) non résonnant et normalisé en
Uinfini. Alors la matrice fondamentale de solutions Y oo(x,t) est M -invariante si et seule-
ment si les matrices A;(t), i = 1,...,n + 2, satisfont le systéme aux dérivées partielles
(systéme de Schlesinger)

n+2
dA; =Y [Aj, Ajldlog(t; — t;), i=1,...,n+2. (1.20)
j=1
J#i
De plus, le systéme de Schlesinger (L20]) est complétement intégrable.

De maniere plus détaillée, le systeme de Schlesinger s’écrit

0A;  [A;, Aj] . ) o,
at] tz—t.] 1 ) ’n+ 7] ) ’nﬁl#j
n+2

0A;

31:0 j=1,...,n.
= 9t

La premiere partie du théoréme est obtenue en appliquant la proposition [[21] La
premiére étape consiste a calculer la 1-forme Q(z,t) associée a la matrice fondamentale
Y oo(z,t) et définie au lemme Elle est obtenue par une étude locale au voisinage de
chaque singularité z = t; grice aux matrices fondamentales canoniques R;(x)(x — t;)%i.

Lemme 1.29. Si la matrice fondamentale de solutions Y o (x,t) est M-invariante, alors
la 1-forme Q(z,t) = dY oo (7, 1) Yoo (2, 1) 7L s’écrit

n+2 )
Qz,t) = - fl_(tt)' dt;.
=1 ¢

On montre ensuite facilement que I’équation de déformation (LI2)

dA=DQ+[0A4], d2=QAQ.
avee +2 +2
K Ai(t) K A,(t)
Az, t) = Oz, t) = — dt;

est équivalente au systéme de Schlesinger (L20]).

Remarque 1.30. Contrairement au systeme de Garnier, qui décrit toutes les transforma-
tions isomonodromiques a exposants fixés des équations fuchsiennes Fy(\, i1, t), le systéme
de Schlesinger (L20) ne décrit que les transformations de parameétre ¢ du systeme (LIS]).
D’apres le lemme [B.12] une transformation isomonodromique quelconque est donnée par
une solution du systéme de Schlesinger (A;(t),..., Ap+2(t)), et par une matrice de conju-
gaison C(u) € GL(2,C) holomorphe en un parametre u variant dans un ouvert de C™.
Alors la famille de systemes fuchsiens

n—+2

DY = %Y Bi(t,u) = C(u)Ai(t)C(u)™"

est isomonodromique, et c’est la déformation isomonodromique la plus générale possible.
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La propriété de Painlevé

Soit une équation différentielle

dy d”y>
Flt,y, 2. 27%) =0 1.21
< Y T (1.21)
ou la fonction F (t,y0,y1,...,Yn) est polynomiale en (yo,y1,...,yn) & coefficients méro-

morphes en t.

Définition 1.31. On dit que ’équation (L.2I]) a des points de branchement (respective-
ment des singularités essentielles) mobiles si ses solutions ont des points de branchement
(respectivement des singularités essentielles) dont la position dépend des constantes d’in-
tégration.

On dit que 1’équation (L2I) a la propriété de Painlevé si elle n’a ni point de branche-
ment mobile, ni singularité essentielle mobile.

Quand n = 2, les six équations de Painlevé Pq, ..., Py constituent, a changement de
variables pres, 'ensemble des équations ([.2I]) rationnelles ayant la propriété de Painlevé
qui ne sont ni linéaires, ni intégrables par une quadrature.

Théoréme 1.32 ([Mal83], [Miw81]). Le systéme de Schlesinger (L20) a la propriété de
Painlevé. De plus, toute solution du systéme de Schlesinger (L20) s’étend au revétement
universel de l’ensemble B" de maniére méromorphe.

Par contre, le systéeme de Garnier (G,,) n’a pas la propriété de Painlevé.



Chapitre 2

L’équation associée a un disque
minimal a bord polygonal

Dans ce chapitre, on se donne une immersion conforme minimale X : C; — R3 du
demi-plan supérieur C; dont I'image (M) est limitée par un polygone P a n+ 3 sommets.
On suppose que la surface minimale (M) n’est pas contenue dans un plan. Soit

Yo = (G,H):Cy — C?

les données de Weierstrass de X. La fonction Yj(z) est holomorphe dans le demi-plan
supérieur Cy et 'immersion X est donnée par
)2 = H(S)?)

2 (1(G(E)?
X =R [ | GEeP+HE? | de
T\ 2G(OH(E)
ou xg est un point de C. On définit les points

11 <o <tpgs

de RU{oo} qui sont les antécédents des sommets de P par I'immersion X. On peut toujours
supposer
tny1 =0, tpyo=1, tpp3=00.

Ceci détermine entiérement 'immersion X' & partir de la surface (M) qu’elle représente.
La fonction Yy(x) est unique au signe prés. On suppose de plus que la fonction Yj(z)
est continue sur chacun des intervalles |¢;,¢;+1[. Cette hypothése est naturelle si 'on veut
pouvoir prolonger la surface a travers chacun des cotés du polygone P, et appliquer le
principe de réflexion de Schwarz. Sous cette hypothese, 'application de Gauss N(z) de
I'immersion X admet une limite en chaque sommet de P, qui est orthogonale aux cotés
adjacents au sommet. On note N (¢;) le vecteur de Gauss limite en x = ¢;.

Comme la surface minimale n’est pas plane, on voit facilement que les fonctions G(z) et
H (x) sont linéairement indépendantes : la fonction Yj(x) constitue un systéme fondamental
de solutions d’une unique équation différentielle linéaire du second ordre

Dy +p*(x)Dy +q"(z)y =0 (E*)
ou D = % représente la dérivation par rapport a x. L’équation (EF]) est définie dans le
demi-plan supérieur C, ses coefficients s’expriment en fonction des données G et H par

p* _ _GH/I _ HG/I q* _ G/HI/ _ H/G/I
GH' — HG"’ GH' — HG'
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On peut remarquer que 1’équation (E¥) est 'unique équation dont I'ensemble des solutions
est constitué des fonctions y qui vérifient dans C

G H vy
G H o |=0.
GI/ H// y//

On obtient 1’équation (EF)) en développant ce déterminant par rapport & sa troisiéme
colonne.

Rappelons que le projeté stéréographique nord du vecteur de Gauss de 'immersion X
est donné par

g:_ﬁa

et, par (L.8)), le schwarzien de g est donc relié aux coefficients p*(z) et ¢*(x) par

1

Sx(9) = 20" (@) = 5p"(2)* = Dp*().

La différentielle de Hopf est donnée par le Wronskien du systéme fondamental Yy (z)
Q=i (GH — HG') dz*.

On peut tout de suite observer que les fonctions p*(z) et ¢*(x), qui sont méromorphes
dans C4, ont deux types de singularités : les antécédents ¢; des sommets du polygone (ot
la fonction Yp(x) est singuliere), et les ombilics de I'immersion X, en lesquels le Wronskien
GH' — HG' s’annule (et ou la fonction Yy (z) est holomorphe). Les ombilics sont des poles
simples pour les fonctions p*(x) et ¢*(z). La nature des t; est a déterminer; on va voir
qu’il s’agit également de poles.

On peut définir une équation (E¥]) & partir de toute surface minimale qui n’est pas
contenue dans un plan. Différentes immersions conformes minimales peuvent définir la
méme équation. A la proposition[IZ7] on a vu qu’une rotation de la surface (M) se traduit
par une transformation linéaire sur Yp(z). Une telle transformation ne change donc pas
I'équation (E¥]). De méme, les immersions conformes minimales X (A € C*), qui ont pour
données de Weierstrass \ - Yy(z), et en particulier 'immersion conjuguée a X', définissent
la méme équation que 'immersion X'. Pour étudier I’équation (EF]), on pourra donc trans-
former le systeme Yp(z) par toute application linéaire inversible, et par exemple changer
la position du repeére orthonormal (O, eq, ez, e3) de R3.

Le but de ce chapitre est d’obtenir une caractérisation des équations différentielles li-
néaires du second ordre qui proviennent, dans le sens que I’on vient de donner, d’une surface
minimale & bord polygonal. On va voir que certaines propriétés géométriques de I'immer-
sion X se traduisent élégamment en terme de propriétés analytiques de 1’équation (E¥),
comme la nature des singularités et leurs exposants (proposition 2.9] et lemme 2.12]). On
va montrer que 1’équation (E7) est fuchsienne réelle et que sa monodromie est entierement
déterminée par la direction des cotés du polygone P (proposition [Z8]). Le contenu de ce
chapitre était connu avant que Garnier ne s’attaque au probleme de Plateau. Les résultats
connus a la fin du XIx® siecle sont rassemblés par Darboux au chapitre X111 de [Dar89].
J’y ajoute, et ceci ne figure pas non plus chez Garnier, des précisions sur l'orientation du
polygone, I'expression de la monodromie de 1’équation et surtout la démonstration de la
proposition [ZT5] qui, bien qu’elle ne soit pas difficile, assure la validité de la méthode de
résolution proposée par Garnier.



2.1. POLYGONES DANS L’ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION TROIS 41

2.1 Polygones dans ’espace euclidien de dimension trois

On commence par introduire des notations sur ’ensemble des polygones de R3, et par
préciser la structure de cet ensemble qui apparaitra naturellement dans la résolution du
probleme de Plateau.

Soit un entier naturel n strictement positif. Soit un polygone P & n + 3 sommets
distincts de R3. On va noter aq, ..., a,4+3 ses sommets, et pour tout i = 1,...,n + 3

li = |la;aiz1]| >0

la longueur du ¢-iéme coté, et
—
;41
U; =
l;
le vecteur unitaire qui dirige et oriente le i-iéme c6té de P. Alors on a la condition de
fermeture du polygone

n+3

Z Elul = 0. (2.1)
i=1

Définition 2.1. On dit qu’un polygone P est gauche s’il n’est pas contenu dans un plan,
i.e. si les vecteurs uq, ..., u,43 forment une famille génératrice de R3. On dit qu’il est non
dégénéré si aucun des produits vectoriels u;—1 x u; n’est nul (i = 1,...,n + 3, les indices
se comprennent modulo n + 3).

L’ensemble des polygones gauches a n + 3 sommets est donc paramétré par un point
de R3, n nombres réels non nuls et n + 3 vecteurs unitaires formant une famille génératrice
de R3. Comme on peut extraire une base de cette famille génératrice, les trois longueurs
manquantes seront définies de maniére unique par la condition de fermeture (2], mais
les cotés du polygone ne seront pas nécessairement orientés par les vecteurs unitaires que
l'on s’est donnés (les longueurs ¢; peuvent étre négatives).

Si le polygone P n’est pas dégénéré, on peut définir en chacun de ses sommets a; :

e la mesure ;7 de I'angle entre les vecteurs —u;_1 et u; telle que 0 < a; < 1,

e le vecteur unitaire normal au polygone P au sommet a;

—Uj—1 X Uj
v = ——
[lui1 X wil|
Pour tout ¢ = 1,...,n+ 3, on définit également la direction orientée D;, dont la direction

et l'orientation sont données par le vecteur unitaire u;. Tous les résultats des chapitres
et Bls’appliquent a I'’ensemble des polygones gauches non dégénérés. Mais pour résoudre le
probleme de Plateau, on sera amené, au chapitre [ & imposer des restrictions supplémen-
taires sur les polygones que 'on considére. Comme on va procéder par récurrence, il faut
introduire une famille de polygones telle que les conditions sur les directions des cotés se
transmettent a des sous-ensembles de directions.

Définition 2.2. On définit 'ensemble D™ des (n + 3)-uplets D = (Dq,...,Dpy3) de
directions orientées de R? qui vérifient les deux conditions suivantes

e deux directions quelconques D; et D; (i # j) ne sont pas colinéaires,

e pour tout i #n+1, n+ 2, les directions D;, D, 11 et D, 12 ne sont pas coplanaires.

On appellera un élément de D™ un jeu de directions orientées.
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Si les directions D = (Dj,...,Dy13) d'un polygone sont dans D", alors pour toute
partie non vide I a p éléments de l'ensemble {1,...,n,n+ 3}, le jeu de directions orientées
Dy = (D;,i € TU{n+ 1,n+2}) est dans I'ensemble DP~1. En particulier, le jeu D; est
tel que deux directions successives ne sont jamais colinéaires et que ses directions ne sont
pas toutes coplanaires.

Dans la résolution du probleme de Plateau, on va voir que les objets qui apparaissent
naturellement ne sont pas des polygones, mais des classes d’équivalence de polygones pour
le groupe G des translations et des homothéties de rapport positif de R? (ce qui n’est
pas restrictif pour la résolution du probleme de Plateau). Les directions orientées sont
invariantes par 'action de G. Par abus de langage, on appellera toujours des polygones
ces classes d’équivalence.

Définition 2.3. Pour tout jeu D € D", on définit le quotient Pp par le groupe G de
'ensemble des polygones & n+3 sommets distincts de R3 dont le jeu de directions orientées
soit D. On définit

Pr=J Pp
DeDpn
le quotient par le groupe G de I’ensemble des polygones & n + 3 sommets distincts de R?
dont les directions orientées sont dans ’ensemble D".

On définit ainsi un fibré au dessus de l’ensemble D". Tous les jeux D € D" ne sont
pas nécessairement les jeux de directions orientées d’un polygone de R3? : on peut avoir
Pp = 0. Comme on 'a vu, ceci serait exclu si l'orientation des cotés n’était pas imposée.
Il ne parait pas trés naturel de paramétrer un polygone par ses directions orientées. Cette
paramétrisation est plus naturelle sur la famille d’objets suivants.

Définition 2.4. On appelle polygone & n + 3 sommets de R U {oco} la donnée de n + 2
points ay, ..., a,2 de R? et de deux directions orientées D,, 1o et Dy, 3.

En quelque sorte, un polygone de R? U {oo} est un polygone dont le dernier sommet
an+3 peut étre en Uinfini. Soit P un tel polygone de R¥*U{oo}. Notons D' = (Df,..., D} )
le jeu de directions orientées du polygone de R? de sommets ai, ..., a, 2. Alors le jeu de
directions orientées de P est D = (D},..., Dl 1, Dpi2, Dny3). Le polygone P de R3U{oo}
est un polygone de R? de direction D si et seulement si les demi-droites affines (a2, Dp12)
et (a1,—Dyny3) sont sécantes; le point d’intersection est le sommet supplémentaire. On
peut remarquer qu’il y a une numérotation canonique des sommets d’'un polygone de
R3 U {o0}, donnée par les orientations des directions D, ;2 et D, 3, si I'on impose que ce
soit le dernier sommet a3 qui soit en l'infini. On définit alors :

Définition 2.5. Pour tout jeu D € D", on définit le quotient P, par le groupe G de
'ensemble des polygones & n + 3 sommets distincts de R? U {oco} dont le jeu de directions
orientées soit D. On définit
= U Bp
DeDn
le quotient par le groupe G de I’ensemble des polygones & n + 3 sommets distincts de
R3 U {oo} dont les directions orientées sont dans 1’ensemble D™.

Contrairement aux Pp, les ensembles P7, ne sont jamais vides, puisqu’il n’y a plus de
condition de fermeture. Pour tout jeu D € D", I'’ensemble P} est contenu dans ’ensemble
P’. Sur chaque fibre P}, un systeme de coordonnées est donné par le choix de n rapports
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de longueur (entre les n + 1 longueurs finies). On choisit le systéme de coordonnées défini
par

(Fioesra) P =10, 400[?,  ry(P) = %i%intll (2.2)
|ant1an+2||
oil ag,...,a, 2 sont les sommets qui sont dans R d'un représentant de P € P'%. Le fibré

P est trivial

P" ~ D"x]0, 400 ".

2.2 Monodromie et propriétés de réalité
On note S(t) 'ensemble des singularités de I'immersion X
S(t):={t1,...,thy3} CR

ot R = RU{oo}. On va voir que I'équation (EF]) est bien définie dans la sphére de Riemann,
tandis que les données de Weierstrass G(x) et H(x) ont des points de branchement en les
points & = t;, et sont donc holomorphes dans le revétement universel X (¢) de 'ensemble

X(t) =P S(t).

On va déterminer, par des considérations géométriques, le comportement et la monodromie
des fonctions G(z) et H(x) en ces singularités. On va voir que ceux-ci sont reliés aux
propriétés de réalité de 'immersion X.

2.2.1 Propriétés de réalité

La proposition suivante est une conséquence directe du lemme [[.8 Elle assure en
particulier que les points x = ¢; ne sont donc pas des points de branchement pour les
fonctions p*(z) et ¢*(x).

Proposition 2.6. Les coefficients p*(x) et ¢*(x) de l'équation (EF) sont d valeurs réelles
dans R~ S(t) et s’étendent en des fonctions méromorphes et uniformes dans P1 ~ S(t).

Démonstration. Pour montrer que les coefficients p*(z) et ¢*(x) sont réels sur l'axe réel,
il suffit de trouver pour tout ¢ = 1,...,n + 3 un systeme fondamental de solutions
(Gi(x), H;i(z)) dont les composantes soient toutes les deux réelles ou toutes les deux pure-
ment imaginaires sur 'intervalle |¢;, ¢;11[. Par le lemme[I.8], on sait qu’il existe une matrice
S; € SU(2) telle que le systeme fondamental (G;(z), H;(x)) = Yp(x) - S; convienne. La ma-
trice S; est un relevé d’une rotation envoyant le vecteur u; sur le deuxiéme vecteur de base
es = (0,1,0), ou sur son opposé (0,—1,0).

On peut donc prolonger les fonctions p*(z) et ¢*(x) au demi-plan inférieur C_ = {z €
C | (x) < 0} en posant pour tout z € C_

p*(x) =p*(x),  ¢(z) = ¢*(2),
et on obtient ainsi qu’elles sont méromorphes dans P!~ S(¢). O

Comme les propriétés de réalité jouent un role essentiel dans 1'étude de ’équation (E7),
on introduit 'application suivante 7 définie sur le faisceau des fonctions méromorphes Mpi,
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qui & une fonction méromorphe dans un ouvert 2 associe sa « conjuguée » définie dans €Q,
dans le sens suivant :

7 Mpr (Q) = Mp (Q)
fr(f) = (@ f(2)).

L’application 7 est anti-linéaire. Si € est un domaine de P! stable par conjugaison (i.e.
symétrique par rapport a l'axe réel), alors pour toute fonction f méromorphe dans 2, on
a

(2.3)

T(f)=f< f(QNR) cR
T(f)=—-f< f(QNR) C iR.
La fonction holomorphe 7(Yy) = (7(G),7(H)) : C_ — C? constitue également les
données de Weierstrass d’une immersion conforme minimale X~ : C_ — R3. Un calcul

rapide montre que cette immersion représente la surface minimale symétrique de (M) par
rapport au second axe de coordonnées (O, e2). Comme la matrice

0 -1
est un relevé du demi-tour par rapport au second axe de coordonnées, on obtient :

Lemme 2.7. Soit une fonction holomorphe Y : CL — C? dont les composantes ne sont
jamais simultanément nulles. Alors, les deux fonctions

Y:Cy—C* et 7(Y) J:C_—C?
définissent par les formules de Weierstrass la méme surface minimale.

On obtient ainsi le principe de réflexion de Schwarz. En effet, de méme que les coef-
ficients p*(z) et ¢*(x), pour tout i = 1,...,n + 3, le systéeme fondamental (G;(x), H;(x))
introduit & la démonstration de la proposition[2.6]se prolonge analytiquement au demi-plan
inférieur C_ & travers l'intervalle |¢;,;11] en posant pour tout z € C_

(Gi, Hi) (x) = £7 ((Gs, Hy)) (2).
Le systeme (G;, H;) est alors holomorphe dans 'ouvert simplement connexe Uj,
U, =Ct U C_U]ti,ti+1[.

L’immersion de données de Weierstrass (G;, H;) se prolonge donc également en une immer-
sion définie dans 'ouvert U;, et le lemme 2.7 nous dit qu’elle définie une surface minimale
symétrique par rapport au second axe de coordonnées (O, ez). Comme on a

(G H) - (Gi H) St

on obtient ainsi n+3 prolongements Y;(z) du systéme Yy (z) a travers chacun des intervalles
Jti, i :
Y;:U; = C* Y. =Y. (2.4)

Chacun de ces prolongements induit un prolongement X : U; — R? de 'immersion X, qui
représente dans C_ la surface minimale symétrique de (M) par rapport au i-ieme cété du
polygone P. De plus, les points symétriques sur la surface minimale ont des antécédents
par 'immersion X* qui sont conjugués. Ceci nous permet de déterminer la monodromie

de I’équation (EF]).
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FIGURE 2.1 — Les lacets ~;

2.2.2 Monodromie

L’étude précédente des propriétés de réalité de 'immersion X et de 1'équation (E¥])
nous permet de déterminer comment le systéme fondamental Yp(z) est transformé autour
de chaque singularité x = ¢;, c’est-a-dire de déterminer un systéeme de générateurs de la
monodromie de I’équation (EF]). On fixe un point z¢ dans le demi-plan supérieur C,.. Le
groupe fondamental 1 (X (t), xo) est engendré par les classes de lacets 71, ..., Vnt3 basés
en xg, qui sont représentés a la figure 21l Chaque lacet v; (i = 1,...,n + 2) tourne une
fois dans le sens trigonométrique autour de la singularité x = t; et ne coupe 'axe réel
qu’entre t;_1 et t;, puis entre t; et ¢;11. Le lacet y,4+3 tourne en sens inverse du sens
trigonométrique et coupe l'axe réel entre t,,1o et +o00, puis entre —oo et ;. On note
My, ..., M43 les matrices de monodromie du systéme fondamental de solutions Yy(x) le
long des classes de lacets ~; :

M; := M, (). (2.5)
Ces matrices constituent un systéme de générateurs de la monodromie de I’équation (EF).

Proposition 2.8. Les matrices de monodromie M; (i =1,...,n+ 3) du systéme fonda-
mental de solutions Yo(x) autour des singularités x = t; s’écrivent

M; = D;D; Y, (2.6)

ot pour tout i =1,...,n+3, la matrice D; est un relevé dans SU(2) du demi-tour vectoriel
autour de l'axe dirigé par le vecteur u;.

Par cette proposition, on obtient que la monodromie de I’équation (EF]) est déterminée
par les directions des cOtés du polygone P. L’expression des matrices M; sous la forme de
produit de demi-tours successifs n’apparait nulle part, ni chez Darboux, ni chez Garnier.
Cette expression sera pourtant essentielle pour établir que les déformations isomonodro-
miques que 'on va construire définissent bien des solutions du probléme de Plateau (par
la proposition BI4)), fait qui n’est jamais justifié par Garnier.
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Démonstration. On note ; * Yy(z) le prolongement du systeme fondamental Yp(x) le long
du lacet ;. Ce prolongement est également holomorphe dans C_, et c’est encore un systeme
fondamental de solutions de 1'équation (EF]), étant donné que les fonctions p*(z) et ¢*(x)
sont uniformes dans X (). La matrice M; est 'unique matrice inversible qui satisfait

vi * Yo(x) = Yo(x)M;.

Le systéme fondamental ~; * Yp(z) constitue les données de Weierstrass d’une immersion
conforme minimale. Pour déterminer la matrice circulaire M;, on compare cette immersion
a 'immersion X. Lorsqu’on suit le lacet ~;, on croise d’abord 'axe réel entre ¢;_1 et t; et
I'immersion X’ se prolonge donc en définissant la surface minimale symétrique de (M) par
rapport au (i — 1)-iéme coté de P; puis on croise l'axe réel entre t; et ¢;11 et on fait un
nouveau demi-tour par rapport au i-ieme coté de la surface obtenue a ’étape précédente.
L’immersion de données de Weierstrass ; * Yp(x) est donc I'image de I'immersion X’ par le
produit de ces deux demi-tours, c’est-a-dire par la rotation d’axe v; et d’angle 2(1 — o).
On en déduit que la matrice M; est un des deux relevés de cette rotation. On remarque
que le vecteur de Gauss N (¢;) au sommet est égal au vecteur v; ou & son opposé —v;. Ceci
constitue le résultat qu’obtiennent Darboux et Garnier.

On veut pouvoir comparer les relevés des demi-tours intervenant dans des matrices
de monodromie successives M; et M;,1, c’est-a-dire, en fait, associer un unique relevé au
demi-tour autour du i-itme coté de P. On vient de voir que 'immersion X% : C_ — R3,
de données de Weierstrass Y; : C_ — C? définies par (Z.4]), représente la surface minimale
symétrique de la surface (M) par rapport au i-ietme co6té de P. D’apres le lemme [2.7] il
existe donc un relevé D; € SU(2) du demi-tour autour de ce coté tel que pour tout z € C4
on ait

Yo(z) - Dy =7 (Y3) (%) - J,
ce qui s’écrit
Yo(z) = =7 (Y- J - Dy) (),

vu que les matrices A € SU(2) qui sont des relevés de demi-tours sont caractérisées par
'équation A2 = —I5. En écrivant la relation précédente pour les systémes Y;_1(z) et Y;(z),
on trouve que pour tout z € C_ on a

ce qui, par l'identité (L), donne
Yii(z) = Yi(x) - Di- DY
Or la matrice M; est 'unique matrice qui vérifie
Yi-1(z) = Yi(z) - M;

ce qui donne le résultat annoncé. ]

2.2.3 Exposants en les sommets du polygone

Pour l'instant, la monodromie de 1’équation (E¥) n’est pas entierement déterminée a
partir du bord polygonal de 'immersion X, puisqu’elle dépend du choix des relevés de
chaque demi-tour D;. L’étude locale de 'immersion X au voisinage des singularités x = t;
va nous permettre de lever cette indétermination. Ceci nous permet également de calculer
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précisément les exposants de 1’équation (E¥]), qui ne sont donnés par la monodromie qu’a
un entier pres.

On suppose que la surface minimale (M) ne se recouvre pas elle-méme au sommet a;,
c’est-a-dire qu’elle fait un angle de a;7 ou de 2w — ;7 :

O<am<m ou — 7T <27 — oy < .
Proposition 2.9. Les points x = t1,...,thts sont des singularités réguliéres et non loga-
rithmiques de 'équation (EF). Pour touti = 1,...,n+ 2, les exposants en x = t; sont de
la forme
0; 0;
_EZ’ 7“2‘+5Z (TiGN)

et les exposants au point x = oo sont de la forme

1 —0Onys 1 —bni3

Tn, Tn4+3 — Tn (rnts € N* X {1}).

On a respectivement
Hizl—ai ou Hi:ai—l
suivant que la surface minimale fait un angle cym ou de (2 — ay)m au sommet a; (i =
1,...,n+ 2). Dans le deuxiéme cas, on a de plus r; > 1. De méme, en linfini, on a
respectivement
Onts = —Qny3 ou Opiz = apys

suivant que la surface minimale fait un angle a4 3m ou de (2 — ayyy3)™ au sommet ap 3.
Démonstration. Montrons tout d’abord que la singularité x = t; est réguliere. Comme
on s’intéresse a présent a des propriétés locales de I'équation (E*]), on peut choisir la
position du repére orthonormal de R3 tel que le vecteur normal v; coincide avec le troisieme
vecteur de base e3 = (0,0,1). On note toujours Yy = (G, H) les données de Weierstrass

correspondant a cette position, et X I'immersion associée. La matrice circulaire M; du
systeme Yj(x) est alors un relevé de la rotation d’axe (O, e3) et d’angle 2(1 — a;)7 et elle

s’écrit donc
eiozmr 0
M;=e 0 e—loum (27)

ou € = +1 ou —1. Les fonctions G(z) et H(z) de la forme

1—¢

Gla) = (o= 1) 7% o)
T y()

ou les fonctions ¢(x) et (x) sont uniformes au voisinage de z = t;. Comme les primitives

&wﬁw &mﬁ& &mwmm

qui interviennent dans I’expression de I'immersion X prennent des valeurs finies en x = t;,
les fonctions p(z) et ¥ (x) n'ont pas de singularité essentielle en = ¢;. On en conclut
donc que la singularité x = t; est réguliere. Comme la matrice M; est diagonalisable, cette
singularité n’est pas logarithmique. Ses exposants sont de la forme

1—¢
4

1—¢ o
4 2

+ 5+ +17,
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ou r; et r! sont des entiers relatifs.

Pour étre plus précis sur la valeur des exposants, il faut étudier le comportement du
systeme fondamental Yj(x) en utilisant I'expression de l'immersion X aux sommets du
polygone. Supposons tout d’abord i # n + 3. Soient s} et s} les exposants en z = t;,
st < sb. Leur somme 7; := s} + s4 = 7/ + 7/ est un entier relatif. On a vu que le fait
de supposer v; = e3 implique que le systéme fondamental Yy(x) est canonique en x = ¢;.
Comme la projection stéréographique nord de N(x) est —G(z)/H(x), on voit que si le
vecteur de Gauss N (t;) est égal a eg, alors la fonction H(x) est canonique pour l'exposant
le plus grand s, et si N(;) est égal & —es, alors G(x) est canonique pour sb. Supposons
par exemple que N(t;) = v; = e3. On a alors en x = t; les équivalents

Q
3
2

a(r — ti)sli
b(z — )2,

=
2
2

ot les constantes a et b sont non nulles. A une rotation d’axe (O, e3) pres, on peut supposer
ces constantes réelles. On en déduit, si r; # —1,

ia? (1, o tj)QsiJrl

2ai2+1 )
_ )~ _a” )2s7+1
X(z)—X(t;) ~R T 1 (x — ;)%
ia _ 4\t
ri+1 (1‘ t’)
Mais on ne peut pas avoir r; = —1, car alors 'immersion X serait asymptote & une hélicoide

en r = t;; on ne peut pas non plus avoir r; < —1, vu que I'immersion X est & valeurs
finies en x = t;. Lorsque, dans ’équivalent précédent, la quantité x — t; prend des valeurs
réelles infiniment petites, positives puis négatives, on voit que la quantité (2s + 1)7 est
I’angle que fait la surface minimale au sommet a; :

25t +1=a; ou 2si+1=2—q,

c’est-a-dire s} = —% avec

Hizl—ai ou Hi:ai—l.

Dans tous les cas, on en déduit e = —1. Si0; = 1—qy, alors 7, = 0et r) = ;. Si6; = o; —1,
alors r; = r; et ] = 0, et l'inégalité s} < s}, donne la minoration r; > 1.
Pour déterminer les exposants au point * = oo, on fait le changement de variables

w = 1/z dans 'immersion X
B

i(c? (4
X % =R G2 (%) +H2 () 5
( ) / 2iG l)H(l)

w w

En procédant comme précédemment par des équivalents au point w = 0, on obtient

2513 —1=aqu3 ou 2870 —1=2—aq,3

et on conclut de méme. O

On représente aux figures 221 23] 4] et les différentes configurations locales pos-
sibles pour une surface minimale en un sommet d’un polygone. On a choisi un angle
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GURE 2.3 — Situation générique ave

¢ un angle de 57/3 (0 = —2/3, r=1)
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FIGURE 2.4 — Avec un ombilic et un angle de 7/3 (6 =2/3, r =1)

FIGURE 2.5 — Avec un ombilic et un angle de 57/3 (0§ = —2/3, r = 2)
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de 7/3 au sommet considéré, i.e. « = 1/3. La surface fait donc une angle de 7/3 ou
de 2m — w/3 = 57/3. Dans le premier cas, la constante 6 vaut 2/3 et les exposants de

I’équation sont

1 1
—g, 7"+§ (TGN)

Dans le second cas, la constante 6 vaut —2/3 et les exposants sont

(r € N*).

Wl

1
3"
La situation au sommet est générique lorsque lentier r est minimal, i.e. lorsque r = 0
dans le premier cas (figure [Z2]), et lorsque r» = 1 dans le second (figure 2.3). On a une
situation quelconque lorsque l'entier r est supérieur a ces valeurs. Comme on le voit sur
les figures 2.4] et 2.5 on peut considérer que ceci se produit lorsque le sommet a est, en
un sens, également un ombilic.

Remarque 2.10. Dans la démonstration précédente, on a déterminé les valeurs propres
des matrices M; : leurs diagonalisées sont données par (Z7) o ¢ = —1. On a ainsi dé-
terminé entierement la matrice M; a partir du polygone P, puisqu’on a levé la derniere
indétermination, a savoir le choix du relevé de la rotation d’axe v; = (v}, v?,v3) et d’angle
2(1 — a;)m : par (3], les matrices M; valent donc

3 1 52

.. —V; v; +

M; = —cos(aym)lo —isin(aym) | | % o 1 g "
vy — g v;

Cette information supplémentaire provient du fait qu’on a exprimé quelles sont les orien-
tations des cOtés du polygone, et non pas seulement leurs directions. En effet, en étudiant
le comportement de I'immersion X au voisinage du point x = ¢;, on a distingué le cas
ou les c6tés adjacents au sommet a; sont dirigés par les vecteurs u;—1 et u;, du cas ou ils
sont dirigés par les vecteurs —u;_1 et u;. Dans le second cas, la normale au sommet a;
est —v; et langle est am = (1 — a;)7. Ces deux cas définissent au sommet a; la méme
rotation, puisque la rotation d’axe v; et d’angle 2(1 — a; )7 est également la rotation d’axe
—v; et d’angle 2(1 — o). Le choix du relevé permet de distinguer ces deux cas. On en
déduit donc également que les choix des relevés D; des demi-tours sont déterminés par
les orientations des cotés du polygones (& une indétermination globale pres, puisque si
on remplace toutes les matrices D; par leurs opposées, on ne change pas les matrices de
monodromie M;). A un jeu de directions orientées D = (Dy, ..., D,43) correspond donc
un (n 4 3)-uplet de relevés de demi-tours autour de ces directions (défini au signe pres),
que 'on notera également D.

Les singularités ¢; (i = 1,...,n + 3) sont réguliéres. Les autres singularités de 1’équa-
tion (EF]) sont les ombilics de 'immersion X (et leurs conjugués), c’est-a-dire des points
ou le systéme fondamental de solutions Yj(x) est holomorphe. Ces autres singularités sont
donc aussi régulieres. On en déduit donc la proposition suivante.

Proposition 2.11. L’équation (E¥)) est une équation fuchsienne réelle sur la sphére de
Riemann P'.

On dit que I'équation (EF]) est réelle pour signifier que ses coefficients p*(z) and ¢*(z)
sont réels sur Iaxe réel (proposition 2.6)).
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2.3 Singularités apparentes

Les singularités qui nous reste a étudier sont les points ou les fonctions G(x) et H(x)
sont holomorphes, mais ot leur Wronskien G(z)H'(x) — H(z)G'(x) s’annule : ce sont les
ombilics de 'immersion X, et leurs conjugués dans le demi-plan inférieur C_ ( on peut
remarquer que, pour une surface minimale, les courbures principales sont nulles en un
ombilic). Ces singularités sont réguliéres et apparentes (définition [[16) et leurs exposants
sont des entiers naturels. Les deux lemmes suivants précisent la valeur de leurs exposants,
et le nombre des singularités apparentes.

Lemme 2.12. Les singularités apparentes de ’équation (EF)) sont réelles ou conjuguées
deuz a deux. Deux singularités apparentes qui sont conjuguées ont les mémes exrposants.
Les singularités apparentes de l’équation (EF) qui sont réelles ou dans C,. sont les ombilics
de Uimmersion conforme minimale X : C4 — R3. Les exposants en une de ces singularités
x = A sont 0 et un entier naturel m > 2, tel que m—1 soit lordre du zéro de la différentielle

de Hopf Q en x = A.

Démonstration. Considérons tout d’abord un point régulier quelconque x = A de I'im-
mersion X, A € C; ~ S(t). Comme précédemment, on choisit une position du repére
orthonormal de R3 tel que le vecteur de Gauss N()) de I'immersion X en z = A coincide
avec le troisieme vecteur de base e3. Dans cette position, on a

(= A) p1(x)
X@)-=XA)=R| (z-A) p(z) |,
(z = A"+ p3(x)

ou lentier m est supérieur ou égal a 1, et ou les fonctions ¢;(x) sont holomorphes au
voisinage du point x = \. La fonction ¢3(z) ne s’annule pas en x = A, ni 'une ou lautre
des fonctions 1 (x) et po(x). Comme, par définition de la différentielle de Hopf, on a

d?x
= ( —=,N )dz?,
Pentier m — 1 est ordre du zéro de Q(x) en x = A. La situation générique correspond a la
valeur m = 1, et le point £ = A est un ombilic si et seulement si 'entier m est supérieur
ou égal a 2.

Supposons a présent m > 2. De I'expression de 'immersion A au voisinage de z = A,
on déduit que les fonctions G(z) et H(z) satisfont

e 'une des primitives / G(€)%d€ ou / H (€)2d€ est de la forme (2 — \)p(2),
A A
e la primitive / G(&)H (€)dE sécrit (z — )™ FHlp(a),
A

ou la fonction ¢(x) représente toute fonction holomorphe et non nulle au point x = A. Si
on a par exemple

| 6©2de = @ = Nel)
alors la fonction G(x) ne s’annule pas en = A. De la deuxiéme assertion on déduit alors
H(z) = (z = A)"p(2).

On obtient donc que les exposants de la singularité = A sont 0 et m.
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Dans le demi-plan inférieur C_, les singularités sont les conjugués des singularités
contenues dans C (elles correspondent a des points symétriques sur la surface minimale).
Comme les exposants en une singularité apparente sont réels, les exposants en deux sin-
gularités conjuguées sont les mémes. O

L’équation (EF]) a un nombre fini de singularités, et en particulier un nombre fini de
singularités apparentes (parce que, par exemple, la fonction p*(z) est méromorphe sur
la sphére de Riemann P! et a un péle simple en chaque singularité apparente, de résidu
1—m # 0). Le lemme suivant donne une majoration du nombre de singularités apparentes.

Lemme 2.13. L’équation (EF)) a au plus n — 1 singularités apparentes.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la relation de Fuchs (7)) & I’équation (EF]). Soit N
le nombre de singularités apparentes. On note A,..., Ay ces singularités apparentes, et
mq,...,my leurs exposants non nuls respectifs. Par la proposition 2.9 et le lemme 2.12]
et comme 'équation (E¥) a n + 3 + N singularités, la relation de Fuchs s’écrit

n+3 N
Zm—i—ka:n—i—l—i—N. (2.8)
i=1 k=1

Vu les minorations sur les entiers r; et my, on obtient
N <n-—1.
O

Si le nombre de singularités apparentes est maximal : N = n — 1, la valeur des entiers
r; et my est déterminée par la relation de Fuchs (28]

ri=0(0(=1,...,n+2), Tnig = 2, mr,=2(k=1,...,n—1).

En particulier, la surface minimale fait alors en chaque sommet a; un angle de a;m. Ce
cas constitue la situation générique. On peut voir le cas N < n — 1 comme provenant de
cette situation générique par la fusion de certaines singularités apparentes avec d’autres
singularités apparentes ou avec des t; (pour que cette fusion est réellement un sens, il faut
que ’équation soit normalisée, ce que 'on fera au chapitre suivant).

2.4 Caractérisation des équations fuchsiennes

On a montré que pour toute surface minimale non plane a bord polygonal de données
de Weierstrass (G(z), H(z)), 'unique équation différentielle linéaire du second ordre (E7])
dont G(x) et H(x) soient solutions satisfait les trois conditions suivantes.

(i) L’équation (E7]) est fuchsienne sur la sphére de Riemann P!; ses singularités sont
t1,- o stny tnp1 =0, thpa =1, thy3 =00

et
Ay AN

(N <n—1). Son schéma de Riemann est donné par

T = 00 T = A

2 2
i+ 51 reo — 0=y (2.9)
t1=1,...,n+2 k=1,...,N,
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ou les constantes 6; vérifient 0 < |0;| <1 (i =1,...,n+3), et les constantes r; et my,
sont des entiers naturels, qui vérifient de plus : 7o > 2, my > 2 et la relation (2.8]).
Les singularités A\ sont apparentes.

(i) Unsysteme M; (i =1,...,n+3) de générateurs de la monodromie de I’équation (E¥])
le long des lacets ; définis a la figure 2.1] s’écrit

M;=D;D;}, ouD; € SU(2), D} = I,

et les directions des demi-tours D; ne sont pas coplanaires dans leur ensemble.
(iii) Les singularités ¢; sont réelles, t1 < --- < t, < 0, et Péquation (EF) est réelle.

Remarquons que la condition que l'on appellera condition de réalité, assure que
les singularités apparentes sont réelles ou conjuguées deux a deux. Le fait que les directions
des D; ne soient pas toutes coplanaires assure que la monodromie de I'équation (E¥]) est
irréductible. Les quantités |6;] =1 — «; (i = 1,...,n + 3) sont données par les directions
orientées D;. Ce sont également les uniques réels vérifiant 0 < |0;| < 1 et tels que les valeurs
propres des matrices M; soient €™ et e~ si i # n + 3, et e1=0n13)7 ot o=i(1=0Onss)m
sinon. Par contre, le signe de 'exposant 6; dépend de ’angle que fait la surface au sommet
a;, et n’est donc pas donné par les directions orientées D;.

On a vu a la remarque 210 que l'on peut identifier tout (n + 3)-uplet de relevés de
demi-tours D = (Dq,...,Dy43) & un jeu de directions orientées, que 'on note également

D.

Définition 2.14. Pour tout jeu de directions orientées D non toutes coplanaires, on définit
I’ensemble £ des équations fuchsiennes satisfaisant les conditions et |(iii)| ci-dessus.
On définit ’ensemble £™ par

En = U Ep.

DeDn

Les ensembles £ sont des ensembles isomonodromiques d’équations fuchsiennes. On
note

pp i mi (PN S(t),20) — GL(2,C) (2.10)

la représentation de monodromie engendrée par les matrices M; = D; D, 11. La proposition
suivante nous dit que les conditions ci-dessus caractérisent les équations différentielles
linéaires du second ordre qui proviennent d’une surface minimale a bord polygonal. En
fait, 'ensemble d’équations £" est en bijection avec I’ensemble des classes d’équivalence
par le groupe G des translations et des homothéties de rapport positif de disques minimaux
dont le bord est un polygone de P".

Proposition 2.15. Soit D = (Dy,...,Dyy3) un jeu de directions orientées non toutes
coplanaires. Alors toute équation dans l’ensemble £ admet un systéme fondamental de
solutions (G(x), H(z)) qui constitue les données de Weierstrass d’une surface minimale
bordée par un polygone de l’ensemble PP .

Il n’y a aucune traduction naturelle de la longueur des c6tés du polygone P en terme
de propriétés de 1’équation fuchsienne (E¥]). Etant donné un jeu de directions orientées
D € D" et un polygone P dans ’ensemble Pp, pour montrer I'existence d’une surface
minimale de bord P, on est donc amené a chercher toutes les équations de ’ensemble
&R, ou les constantes |0;] et les demi-tours D; sont définis par les directions du polygone
P, mais ol toutes les autres constantes (dont les t; et les \;) sont inconnues. A chaque
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équation de £} est associé, par la proposition précédente, un polygone de ’ensemble PF,
pour lequel on sait que le probleme de Plateau admet au moins une solution. Il s’agira de
montrer que le polygone P peut étre obtenu ainsi. En fait, au chapitre M, on va montrer
directement, en étudiant les propriétés de la famille des polygones associés a ’ensemble
&R, qu’elle est I'ensemble P} tout entier.

Enoncons d’abord un lemme utile a la démonstration de la proposition 2.15l et qui est
une conséquence immédiate de la méthode de Frobenius en une singularité fuchsienne.

Lemme 2.16. Soient une équation fuchsienne réelle, et x = xg une singularité réelle et
non logarithmique de cette équation, d’exposants 0~ et 0T (qui sont donc réels ou conju-
gués). Alors, Uéquation admet en x = xo un systéme canonique de solutions (g(z), h(zx))
qui vérifie

9(z) = (z — 20)" p(z)
h(z) = (z — 20)" ¥(x)

ot les fonctions p(x) et ¥(x) sont analytiques réelles au voisinage de x = xg et p(xg) =
P(xo) = 1.

Démonstration de la proposition [Z113. Soit (E*) une équation de I’ensemble EF. Soit Yy (z)
un systéme fondamental de solutions de I’équation (E*) dont les matrices de monodromie
le long des lacets ~; sont les matrices M;

M%(Yb) = M;.

Le systéme Yj(x) n’est pas unique, 'ensemble des systémes fondamentaux ayant les mémes
matrices de monodromie sont les systémes A - Yy(z) (A € C*). Ceci est une conséquence
directe de la relation (L9) et du fait que les matrices M; ne sont pas simultanément
diagonalisables (car alors les directions des demi-tours D; seraient toutes coplanaires). Vu
le schéma de Riemann de 1’équation (E*), les composantes du systéme Yj(x) ne peuvent
pas étre simultanément nulles. On peut donc définir 'immersion conforme minimale X de
données de Weierstrass Yy(x). Les systémes A - Yp(x) définissent la famille d’immersions
X. On va montrer que pour un choix convenable Ao du scalaire )\, 'immersion &), a
un bord polygonal, dont les directions orientées sont D = (Dy, ..., Dy13). Le scalaire \g
n’est pas unique, puisque pour tout scalaire non nul u réel, 'immersion &),.\, est I'image
de I'immersion &), par une homothétie de rapport positif. C’est pourquoi a 1’équation
(E*) n’est pas canoniquement associé un polygone, mais un élément de Pp, i.e. une classe
d’équivalence de polygones.

Par le lemme [[§], 'immersion X a un bord polygonal si et seulement si pour tout ¢ =
1,...,n+3 il existe une matrice C; € SU(2) telle que le systéme fondamental \-Yy(x) - C;
soit réel ou purement imaginaire sur U'intervalle |¢;,¢;11[. On va commencer par choisir le
scalaire A tel que la condition précédente soit vérifiée pour i = n + 3. Soit une matrice
Cl, € SU(2) telle que

_ 1(1—000) 7 0
t [ €
My = CL, < 0 ei(leoo)w> Clo-

La matrice C/_ est un relevé d’une rotation envoyant le vecteur de Gauss N(oo) sur le
vecteur de base ez. Alors le systéme Yy (z)-C_ a la méme matrice circulaire en x = oo que le
systéme canonique (goo (), hoo (7)) en = oo donné par le lemme Soit C' € GL(2,C)
la matrice de connexion entre ces deux systémes

Yo(w) - Clo = (goo (@), hoo () - C.
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En comparant la monodromie en & = oo des systéemes ci-dessus, on voit que la matrice C
commute avec la matrice diagonale non scalaire

ei(l—eoo)w 0
0 e*i(l*OOo)W )

elle est donc diagonale. Il existe donc deux constantes non nulles a et b telles que
Yo(2) - O = (a goo (), b hoo(x)) -

On écrit a = re'® et b = pe?, et on choisit

Ag = e~i(557),
et
-i(%57)
Co=0C"[°© 2
o 0 eZ(Tﬁ)

Alors la matrice Cy est dans SU(2) et on obtient
Ao Yo(z) - Coo = (7 goo (), p hoo (7)) -

Le systeme Ag - Yp(z) - Cso est donc réel sur l'intervalle | — oo, t1].

Montrons a présent qu’il existe une matrice C; € SU(2) telle que le systeme g -
Yo(x) - Cy soit réel ou purement imaginaire sur |t1,¢2[. Par itération, on en déduira le
résultat voulu sur chaque intervalle |¢;,¢;11[. D’apres le lemme 210 il existe pour tout
1=1,...,n 4 3 un systeme fondamental canonique au point x = t;

Gi(x) = (gi(=), hi(z))

défini et holomorphe dans C, qui soit réel sur l'intervalle ]¢;,t;+1[ et tel que le systéme
-0, -0, , . , .

(e7*27g;(x),e' 27hi(x)) soit réel sur 'intervalle |¢;_1,¢;[. On en déduit donc que pour tout

i, il existe une matrice 4; € GL(2,R) telle que

.0,
i 0
Giax) =G |¢ ° 5 | A
O el?ﬂ'

Comparons le systéme Ag-Yy(x) au systéme G; (x) qui est réel sur ]¢1,t2[. Par construction,
on a

Ao - Yo(z) = Goo() (g 2) Cos;

et donc

—i5T 0 0
)\0 . Yo(.%') = gl(x) € 02 .61 Al <T p) COO

Il s’agit d’écrire le produit précédent sous la forme

i,

0 0 —

C O Ay )= BT,
0 ez’ 0 p
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ou la matrice By est dans GL(2,R) et la matrice C; dans SU(2). On obtient ceci en
introduisant une matrice C] € SU(2) vérifiant

—t [eihT 0
My = Cq ( 0 e_i917r> Ci’

en comparant, comme & 1’étape précédente, les matrices de monodromie des systéemes
Ao - Yo(z) et Gi(x) au point x = t1, et enfin en exprimant que le déterminant du produit

.0

e 2™ 0 r 0 —t

0 o (0 ,0) CooCl
ez

suivant

est réel. O

Les données de Weierstrass (G(x), H(z)) associées par la proposition a une équa-
tion de I'ensemble £F ne sont pas uniques (elles dépendent d’un parametre réel arbitraire).
Mais tous les choix possibles pour ces données de Weierstrass définissent des surfaces mini-
males appartenant a la méme classe d’équivalence par le groupe G des translations et des
homothéties de rapport positif. A une équation de Pensemble &P est donc canoniquement
associée une classe d’équivalence de disques minimaux, dont les bords polygonaux sont
des représentants d’'un méme élément de I'ensemble Pp.






Chapitre 3

Déformations isomonodromiques

Etant donné un jeu de directions orientées D € D", le but initial de ce chapitre
est de décrire explicitement I’ensemble d’équations €7 introduit au chapitre précédent
(définition [ZT4) et de montrer qu’il est paramétré par le n-uplet de singularités ¢ =
(t1,...,tn). On va commencer, a la section Bl par définir un autre ensemble d’équations
&, qui contient £F, et qui est plus naturellement associé a un jeu de directions orientées
D. L’ensemble £ est obtenu en autorisant l'existence de n singularités apparentes (et
non plus seulement n — 1), de maniére a pouvoir résoudre le probléme de Riemann—
Hilbert posé par la condition . L’ensemble £, est en bijection avec I’ensemble des
classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux ayant éventuellement un bout
hélicoidal et dont le bord est un polygone de R3 U {oo} appartenant a P7%,.

Pour décrire I’ensemble £7), et donc 'ensemble &7, il faut caractériser les équations
fuchsiennes qui sont réelles. Pour cela, et aussi parce que le systeme de Garnier n’a pas
la propriété de Painlevé, il est plus commode, voire nécessaire, d’utiliser des systemes
fuchsiens. A la section B2, on expose donc des résultats plus généraux sur la maniére
d’associer des systemes fuchsiens & une équation fuchsienne, et on obtient qu’a une équation
fuchsienne du second ordre est associée deux familles & un parametre de systémes fuchsiens
de taille 2 x 2 du premier ordre.

Ceci nous permettra a la section B.3] de définir directement ’ensemble A%, des sys-
temes fuchsiens associés a un jeu de directions orientées D. Cet ensemble n’est pas en
bijection avec I’ensemble des classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux
dont le bord est un polygone de P, puisque, contrairement aux équations, deux systemes
fuchsiens différents peuvent définir la méme immersion conforme minimale. On établit une
condition nécessaire et suffisante portant sur la monodromie d’un systéme fuchsien pour
qu’il vérifie une certaine condition de réalité — I’analogue pour les systémes de la condition
de réalité En particulier, on montre que la monodromie p}, définie par un jeu D
vérifie cette condition. En termes d’équations, cela signifie que les équations satisfaisant
les conditions |(i)| et de la section 2.4] vérifient automatiquement la condition . Ces
résultats, pourtant essentiels a la validité de la méthode de résolution de Garnier, ne sont
jamais établis, ni méme mentionnés par lui-méme. On obtient que ’ensemble A% contient
une famille isomonodromique de systémes fuchsiens (Ap(t),t € n™) paramétrée par les sin-
gularités t = (t1,...,t,), décrite par le systéme de Schlesinger et qui est en bijection avec
I’ensemble des classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux dont le bord est
un polygone de P%. On obtient de plus que la solution (A (¢),..., Ap42(t)) du systeme de
Schlesinger correspondant a cette famille est holomorphe en tout point du simplexe 7".

Pour conclure, on déduira des résultats obtenus pour les systémes fuchsiens les résultats
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correspondant pour les équations fuchsiennes et on obtiendra la description voulue de
I'ensemble £, : c’est également une famille isomonodromique (E(t),t € ©") paramétrée
par t. Elle est décrite par le systéme de Garnier (G,,). On obtient également une condition
nécessaire et suffisante portant sur la monodromie pour qu’une solution (A, x) du systéme
de Garnier soit réelle. Cependant, ceci ne nous sera finalement pas utile pour la suite,
puisqu’au chapitre @] on travaillera uniquement avec des systémes fuchsiens.

3.1 Les équations associées a un jeu de directions orientées

3.1.1 Normalisation

Soit (E*) une équation de I'ensemble £} de schéma de Riemann (29). On va transfor-
mer ’équation (E*) en une équation fuchsienne projectivement équivalente (El) en faisant
le changement d’inconnue

(3.1)

pour toute solution y* de 'équation (E*). Alors I’équation (El) s’écrit
D%y + p(x) Dy + g(x)y = 0. (E)
Elle est également réelle et son schéma de Riemann est

T =1t; T =00 T =M\
0 a 0
ri+0; (rngs—1)+a+03 My

i=1,...,n+2, k=1,...,N,

[-5)

avec

o =

N |

Ses coefficients p(x) et g(x) s’écrivent

Un systeme de générateurs de sa monodromie est donné par les matrices N; (i = 1,...,n+
2) définies par
N; = ™D, D},

et
n+2

Npi3 =exp (—m Z 9i> Dn+3D;}_2.
i=1

On a vu que si le nombre de singularités apparentes est maximal : N =n — 1, alors la
relation de Fuchs impose que l'on ait

ri=00G=1,...,n+2), Tnis = 2, mp=2(k=1,...,n—1).
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Ceci est également vrai pour I'équation (El). Ce cas constitue ce que l'on a appelé la
situation générique. Le schéma de Riemann est alors

r =t T =00 T =N
0 «o 0
92‘ 1+Oé+9n+3 2

i=1,...,n+2, k=1,...,n—1,

et les coefficients sont donnés par

p(r) = -
STl k:lgi_)‘k
— 0

n+2 KO n
)

g(z) ==

i=1

CC—tl'

On peut considérer qu'une équation (El) quelconque coincide avec une telle équation gé-
nérique dans laquelle n — 1 — N singularités apparentes sont confondues avec d’autres
singularités, apparentes ou non, ce qui augmente a chaque fois d’une unité ’exposant non
nul de la singularité. La fusion de singularités apparentes ne fonctionne pas pour les équa-
tions (E*), c’est pourquoi on a introduit la transformation ([B.I]). Si on décrit toutes les
équations (El) génériques, alors par fusion de singularités puis par la transformation (3.1]),
on en déduira une description de ’ensemble £F,.

Remarque 3.1. On choisit arbitrairement le signe des exposants 6;, puisqu’on ne peut
pas savoir a 'avance si la surface minimale que 'on recherche fera un angle de ;7 ou
de (2 — ;)7 au sommet a; (proposition 2.9]). Tant qu’aucune singularité apparente ne
fusionne avec la singularité x = t;, la surface minimale correspondante fait un angle de
;T au sommet a;, et ce quel que soit le signe de I'exposant #;. Si on choisit 6; > 0, alors
la surface fait nécessairement un angle de a;7 au sommet a;. Si on choisit 6; < 0, alors
la surface fait un angle de a;m au sommet a; si aucune singularité apparente ne fusionne
avec t;, et elle fait un angle de (2 — a;)7 sinon. Méme une fois que I'on a choisi le signe de
0;, on ne peut donc pas toujours prévoir ’angle de la surface.

3.1.2 Le nombre de singularités apparentes

On veut décrire une sous-famille d’une famille isomonodromique d’équations fuch-
siennes. Pour cela, on va résoudre un probleme de Riemann—Hilbert, puis déformer de ma-
niere isomonodromique 1’équation obtenue et sélectionner dans la famille ainsi construite
les équations satisfaisant la condition de réalité La monodromie engendrée par les
matrices M; est irréductible. On sait donc par le théoreme [L.I7] que pour toute valeur de
t € B", il existe une équation fuchsienne du second ordre dont ’ensemble des singularités
est S(t) et dont la monodromie est p},. Mais ces équations peuvent avoir n singularités
apparentes, et non pas au plus n — 1 comme on le souhaiterait.

Que se passe-t-il s’il on cherche a imposer n singularités apparentes dans une équation
de £} 7 Considérons une équation (El) générique associée a une équation (E*) de 3. On
voit que la relation de Fuchs interdit ’ajout d’une singularité apparente de plus. Pour
pouvoir ajouter une singularité apparente d’exposants 0 et 2, il faut modifier au moins un
autre exposant, en le diminuant d’une unité. Considérons par exemple que les exposants de
I'équation (E]) en l'infini soient « et a+6,,1 3. L’équation (E*) vérifie alors les conditions (i)
et de la section 24 excepté que la somme des exposants en 'infini vaut

T'n+3 = 1.
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On peut malgré cela associer une surface minimale & 1’équation (E*). Mais on a vu a la
démonstration de la proposition 2.9 qu’alors cette surface minimale n’est plus compacte et
est asymptote & une hélicoide au point 2 = co. Elle est limitée par un polygone de R3U{co}
au sens de la définition 2.4l On aurait observé le méme phénomeéne en un autre sommet
si on avait choisit de diminuer la somme des exposants en la singularité correspondante.
On introduit donc les ensembles suivants.

Définition 3.2. Pour tout jeu de directions orientées D non toutes coplanaires, on dé-
finit I’ensemble €7, des équations fuchsiennes satisfaisant les conditions et de la
section 2.4 et une condition plus faible que la condition |(i)| obtenue en remplacant les
inégalités N <n —1 et rp43 > 2 par

N<n et rpps>1.

On définit ’ensemble £" par
&= &

DeDn

L’ensemble £ est donc contenu dans £7. L’ensemble £7, est ’ensemble des équations
différentielles linéaires du second ordre associées aux disques minimaux dont le bord est
un polygone de I'ensemble P, et ayant un bout hélicoidal au sommet qui est en l'infini.

Soit un jeu de directions orientées D € D™. On transforme les équations de I’ensemble
&7 par (BI)). Soient = (01, ...,0,3) les réels, uniques au signe pres, vérifiant 0 < |6;] < 1
et tels que les valeurs propres des matrices D;D; 11 soient €™ et e i § £ n 4 3,
et eld=0nt3)™ ot =i1=0nt3)™ ginon. Alors les équations projectivement équivalentes aux
équations de I'ensemble £}, obtenues par (B.1]) sont toutes les équations ((El) vérifiant la
condition de réalité (iii)| et les deux conditions suivantes.

(i") L’équation (E)) est fuchsienne sur la sphére de Riemann P!; ses singularités sont
t, .. ytn, the1 =0, thao =1, th13 = 00, et A1,..., Ay Son schéma de Riemann est
donné par

0; a+ 0Opys 2 (32)

avec

Les singularités A\, sont apparentes. Des singularités apparentes peuvent étre confon-
dues avec d’autres singularités, apparentes ou non.

(ii’) Un systeme N; (i = 1,...,n+3) de générateurs de la monodromie de 1’équation (E)
le long des lacets ; définis a la figure 2.1] s’écrit

im0 -1
N; =¢" zDiDi—l

(t#n+3)et
n+2
Npt3 = exp <—i71' Z (92> Dn+3D;J%2'
=1
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On a décrit a la section I’ensemble des équations satisfaisant la condition . On
a vu que, a un jeu D fixé, elles dépendent des 3n parametres (A, u,t) € C* x C™ x B".
Elles dépendent également ici des signes € = (£1,...,e,13) € {—1,1}"*3 des exposants ) =
(01,...,0n43), qui ne sont pas connus. On a donné les transformations isomonodromiques
de ces équations par le systéme de Garnier (théoreme [[L20]). Soit M la variété intégrale du
systeme de Garnier correspondant a la monodromie irréductible engendrée par les matrices
N;. Alors, pour tout jeu D € D", les équations de la famille isomonodromique Ey(A, p, )
(A, ,t) € M) définie a la section ne dépendent que de t € B". On note cette famille

(Ep(t),t € B").

On ne s’intéresse qu’aux équations dont les singularités 1, ..., t, sont dans le simplexe de
R™ suivant

W”:{(tlw--,tn)ER”‘t1<---<tn<0}, (3_3)

qui est une composante connexe de B” NR™. On a le résultat suivant.

Proposition 3.3. Soit un jeu de directions orientées D € D". Alors les équations de la
famille isomonodromique (Ep(t),t € ©™) sont réelles.

Ce résultat provient de propriétés satisfaites par la monodromie des équations Ep(t).
C’est la conséquence d’un résultat plus général, que I'on établit a la proposition et
qui donne une caractérisation des équations fuchsiennes réelles a partir uniquement de
leur monodromie. Mais on ne peut pas obtenir cette caractérisation directement : pour
établir la proposition B.I6] on a besoin de passer des équations fuchsiennes aux systémes
fuchsiens.

La famille (Ep(t),t € #™) constitue donc l’ensemble des équations satisfaisant les
conditions , et [(iii)} En appliquant a chaque équation Ep(t) la transformation
inverse de la transformation (B.I]), on obtient I'équation E7,(t)

D%y + p*(z,t)Dy + ¢*(z,t)y = 0.

La famille isomonodromique (E7,(t),t € ™) décrit completement ’ensemble £%. On a
donc construit, pour chaque jeu de directions orientées D € D", la famille de tous les
disques minimaux a bord polygonal de directions orientées D (ayant éventuellement un
bout hélicoidal). On note (Pp(t),t € ") la famille des polygones qui sont les bords de ces
disques.

La famille (E7},(t),t € #) dépend également du signe ¢ de 6. En général, des choix
différents de € donne la méme équation E7)(t). Mais si au cours de la déformation, pour
une certaine valeur ¢y de t, une singularité apparente A (t) fusionne avec une singularité
ti, alors la transformation (B.J]) est singuliere et I'équation E7,(t9) dépend du signe de 6;.
On a vu qu’alors, 'exposant 6;/2 de I’équation est augmenté d’une unité : les exposants
ne sont plus symétriques en 6; et —6;. Comme on I'a vu a la remarque 3] méme une
fois que 'on a choisi le signe &, on ne peut pas toujours prédire ’angle que fera la surface
minimale aux sommets de son bord polygonal.

Remarquons que les polygones Pp(t) qui sont dans R3, i.e. qui n’ont pas de sommet
en l'infini, correspondent aux valeurs de ¢ qui sont un pdle ou une singularité essentielle
pour au moins une des singularités apparentes A (t) : cette singularité apparente fusionne
alors avec t,43 = 00, et "équation E7)(t) vérifie pour ces valeurs de ¢ la condition de
la section 2.4]
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3.1.3 Les rapports de longueurs

Admettons pour l'instant la proposition B3l On fixe un jeu de directions orientées
D € D". Revenons sur la définition, pour chaque valeur de ¢t € n", du polygone Pp(t)
de R? U {co} appartenant & I'ensemble P, qui est associé a I'équation E}(t) par la pro-
position (ou plus exactement la classe d’équivalence de polygones pour le groupe
G des translations et des homothéties de rapport positif). Soit U un voisinage simple-
ment connexe de 7" contenu dans B". Si Y (z,t) est un systéme fondamental de solutions
M-invariant de I'équation E7,(t) (t € U) dont les matrices de monodromie autour des
singularités x = t; sont les matrices M; = DiDi__l1 (1t = 1,...,n+ 3), alors I'ensemble
des systeémes ayant les mémes matrices de monodromie sont de la forme A(t) - Y (z,t), ou
A : U — C* est une fonction holomorphe jamais nulle. On a montré a la proposition
que pour un certain choix Ag(t) de la fonction A(¢), le systéme fondamental

(G(x7t)’H(x7t)) = )‘O(t) ’ Y(:C,t)

définit, lorsque ¢ est dans 7, une surface minimale bordée par un polygone de R3 U {co}
dont les directions orientées des cotés sont les D;. La fonction Ag(t) n’est pas unique,
elle est définie a une multiplication pres par une fonction analytique réelle en t € U.
C’est pourquoi on obtient pour chaque valeur de ¢ € 7™ une classe d’équivalence Pp(t) de
polygones pour le groupe G.

On veut montrer que la famille de polygones (Pp(t),t € ©™) décrit tous les polygones
de P% (et donc en particulier, tous les polygones de R? de directions orientées D). On a vu
qu’un systéme de coordonnées sur P, est donné par les rapports de longueurs (Z:2]). On
définit la fonction « rapports des longueurs » Fp en restreignant ce systéme de coordonnées
a la famille (Pp(t),t € ©™)

Fp: 7" —]0,4+00]", Fp(t) = (ri(t),...,ran(t))

ri(t) = ri (Pp(t)) .

Montrer que la famille (Pp(t),t € n™) décrit P}, est donc équivalent a montrer que la
fonction Fp(t) est surjective : c’est le théoreme 1] dont la démonstration est I’objet du
chapitre . Explicitons la dépendance en t de la fonction Fp(t). Elle s’exprime & partir des
données (G(z,t), H(x,t)) par :

/jwl (’G(w,t)‘Q + ’H(x,t)‘Q) de
- 1
/0 (1G @, B + [H(z, 1)) da

ri(t) = (3.4)

(t = 1,...,n). La fonction Fp(t) est donc parfaitement définie & partir de 1’équation
E7(t), puisque, contrairement aux données de Weierstrass, elle est indépendante du choix
de la fonction Ao(t). On voit tout de suite que le comportement de la fonction Fp(t) n’est
pas évident & déterminer. En effet, le comportement en ¢ des fonctions (G(x,t), H(z,t))
dépend de celui des coefficients p*(z,t) et ¢*(z,t). Comme le systéme de Garnier n’a pas la
propriété de Painlevé, les fonctions A(t) et p(t) peuvent avoir des singularités essentielles
ou des points de branchement a U'intérieur du simplexe 7™ ; la fonction Fp(t) peut donc a
priori étre singuliere dans 7.

De plus, pour étudier son comportement, on a besoin d’'une expression plus explicite
de la fonction de Fp(t), et en particulier du systéme fondamental de référence Y (x,t).
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3.2 Passage d’une équation a un systeme d’équations

Pour lever les difficultés rencontrées a la section précédente (condition de réalité, ab-
sence de la propriété de Painlevé), on va transformer les équations fuchsiennes du second
ordre que l'on considére, en systémes fuchsiens 2 x 2 du premier ordre. Les transformations
isomonodromiques de ces systemes sont données par le systéme de Schlesinger, qui a la
propriété de Painlevé. En particulier, on va voir a la section suivante [3.3] que les solutions
réelles du systéme de Schlesinger ont des singularités mobiles tres simples.

3.2.1 D’un systéme d’équations du premier ordre a une équation du
second ordre

C’est le passage immédiat. On considére un systéme différentiel 2 x 2 du premier ordre

DY = A(z)Y,  A(z)= (ﬁ;gg ﬁ;zgg) : (3.5)

ou les fonctions A;;(x) sont méromorphes sur la sphere de Riemann.

Lemme 3.4. Si la fonction Aja(x) n’est pas identiquement nulle, alors la premiére com-
posante y1 de toute solution Y = (y1,y2)t du systéme BB vérifie I’équation du second
ordre

D?y + p() Dy + g(x)y = 0, (3.6)

_ DA g
pla) = -2 1) 5.7)
0(0) = =D An(e) + An(0) 2225 + det Aa). (3.8)

De plus, si Y(x) = (Y(z),Z(x)) est une matrice fondamentale de solutions du sys-
téeme [B.0), alors sa premiére ligne (y1(x), z1(z)) est un systéme fondamental de solutions

de 'équation (B.0]).

Il est donc immédiat que si le systéme (B.5]) est fuchsien, alors 1’équation qui lui est
associée est fuchsienne. De plus, on a :

Lemme 3.5. Six = \ est un zéro de A13(x) d’ordre m, mais n’est pas une singularité du
systeme [B.H), alors x = X est une singularité apparente de l’équation ([3.6]), d’exposants 0
et m+ 1.

Considérons I’équation associée a un systeme fuchsien de singularités t1,...,t,, tht1 =
0,tn42 =1, tpy3 =00:

DY = A(z)Y, Alx)=> — (A)
i—1 Tr — tl'
normalisé en 'infini
sy 6r 0
AOO:_ZAi: (80 600>
1=1
et non résonnant : les valeurs propres 0 et 0; des matrices A; (i = 1,...,n + 3) vérifient

0 —0; ¢ Z. Comme la fonction A;2(x) est une fraction rationnelle en z ayant exactement
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n+2 poles simples, et ayant, par la normalisation en ’infini, un zéro d’ordre deux en l'infini,
alors Aja(z) a exactement n zéros dans C comptés avec multiplicité. Supposons & présent

que les zéros de la fonction Ajs(x) sont simples. On les note Ay,..., A,, et on a donc
A(z)
A =X
12(‘T) T(.%')’

oll

n+2 ) n n+2

X = Z tiAly, Alx) = H(m - ), T(x)= H(x —t). (3.9)
i=1 k=1 i=1

Etant donné la derniére partie du lemme 3.4} le schéma de Riemann de I'équation (3.8
est donné par

rT=t; T=00 xT=N\
0; 0L 0

0, 0+1 2
1=1,....,n+2, k=1,...,n

et ’équation (B.6]) n’a pas de singularité logarithmique.

Remarque 3.6. On observe que les exposants en l'infini de I’équation ne sont pas exac-
tement les valeurs propres de la matrice A, contrairement & ce qui se passe en les autres
singularités. Ceci provient de la normalisation en l'infini du systéme fuchsien. En toute
généralité, si une autre matrice A; est également diagonale (ou seulement triangulaire in-
férieure), alors un des exposants de 1’équation en la singularité = = t; est aussi augmenté
d’une unité. En effet, si une matrice A4;, qui peut étre Ao, est triangulaire inférieure, alors
on voit facilement grace a la proposition qu’il existe une matrice fondamentale de
solutions du systéme (4] canonique en x = t;

+
Ri(z)(z —ti)",  oul;= <96 90—> :

telle que la matrice holomorphe R;(x) soit également triangulaire inférieure au point x = ;.
Ainsi, la premiere ligne de cette solution fondamentale a pour exposants 61* et 0, + 1,
bien qu’elle-méme ait toujours pour exposants H;F et 6; . Remarquons qu’une matrice A;
(1 # o0) n'est triangulaire inférieure que si la fonction Ajs(x) n’a pas de pdle au point
x = t; : on peut considérer qu’une telle situation se produit lorsque un des zéros A; de
Aj2(z) coincide avec la singularité ¢;. On peut généraliser cette situation au cas o un
nombre arbitraire r; € N de singularités apparentes coincident avec t;. Alors, la fonction
Aj2(z) a un zéro d’ordre r; — 1 en x = t;, et il en est de méme pour le coefficient (1,2) de
la fonction R;(x) : "équation (B.6]) a alors pour exposants 9i+ et ; + r; au point x = t;.

Si on suppose que les valeurs propres des matrices A; sont 0 et 6; (0; ¢ 7Z), alors
I'équation (B.6]) est I'une des équations Fy(\, u,t) décrite a la section Comme les
parameétres de ’équation (B.6]) sont entiérement déterminés par les matrices A; (on pourra
se reporter a [IKSY91] pour une expression explicite), on en déduit :

Corollaire 3.7. Si les matrices (A1(t),..., Anta(t)) du systéme fuchsien (A) sont solu-
tions du systéme de Schlesinger, alors l’équation ([B.6l) admet une transformation isomo-
nodromique décrite par le systéme de Garnier (Gy).
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3.2.2 Les systémes fuchsiens associés a une équation fuchsienne

On considére une équation fuchsienne d’ordre deux définie sur la sphére de Riemann
D%y + p(x) Dy + q(x)y = 0, (F)

de singularités t1,...,tn,the1 = 0,tp10 = 1,13 = o0 et Ar,..., Ay, et de schéma de
Riemann :

r=t; rT=00 T =N
0; 0L 0

0 0% 2

(2

1=1,...,n+2, k=1,...,n
On suppose que ses exposants vérifient
0Ff —0-¢7 (i=1,...,n+3)

et que les singularités x = A\ sont apparentes.

On va caractériser I’ensemble des systémes fuchsiens (4]) normalisés en 'infini qui
définissent au sens du lemme [B411équation ((E]). Supposons tout d’abord qu’un tel systéme
existe. On vient de voir qu’alors son coefficient Aj2(x) est entierement déterminé par les
parametres de 1’équation (F]) et le parameétre supplémentaire X. En fait, on va voir qu’il
en est de méme pour les autres coefficients de A(z). Dans [IKSY91] est donnée 'expression
explicite des matrices A; en fonction de ces parametres. La démonstration est assez longue,
et ce résultat ne nous sera pas utile par la suite. On va se contenter ici, & la suite de Garnier,
de montrer I'existence de ces systémes et de préciser leur dépendance en X. Comme on
n’impose & I'avance aucune normalisation en l’infini, on obtient « deux fois plus » de
systéemes que dans [IKSY91], 7.e. on obtient deux familles & un parameétre de systémes,
la ou ils n’en obtiennent qu’une seule. On donnera ensuite une transformation de jauge
permettant de passer de I'une a l'autre de ces familles. Ce résultat est tres utile & Garnier
pour étudier les singularités en ¢ de I'équation E7,(t). En effet, il montre que lorsqu’un des
systeémes associés a ’équation ET,(t) a un pdle en t = £, alors le systéme correspondant de
I’autre famille est holomorphe en t = £y, et ’équation I’est donc également. Ce travail est
long, et nécessite 'utilisation d’un autre systéme completement intégrable que le systeme
de Garnier (que Garnier étudie en détail dans |Gar26]). On verra comment éviter cette
étude générale des singularités des solutions de Schlesinger en se restreignant aux solutions
réelles, c’est-a-dire associées aux équations fuchsiennes réelles (proposition B.15]).

Proposition 3.8. L’ensemble des systémes fuchsiens (Al) normalisés en l'infini associés
au sens du lemme[37) a U'équation (E)) est constitué de deuz familles a un paramétre :

DY = AL(z)Y (X €C

et
DY = A;((m)Y (X eCr).

Ces deux familles se caractérisent par leur normalisation en Uinfini : pour tout X € C*

ot
(9.~ (% 0"
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(9.~ (% 0"

() = (3 ;) A (@) (3 ;)

ot les matrices Af (z) et Ay (w) sont déterminées par I'équation (E)).

De plus,

On ne montre la proposition B.8] que dans le cas qui nous sera utile dans la suite,
c’est-a-dire lorsque le schéma de Riemann de 1’équation ((F]) est donné par

rT=t Tx=00 T =N
0; 1-60
PR N
§ L= 2

1=1,...,n4+ 2, k=1,....,n .

Le cas général est obtenu en transformant I’équation (E]) en une équation projectivement
équivalente (Fy) par

Si le systéme fuchsien ((A) est associé a I’équation (), alors le systéme

n+2 BZ

DY =)
=1

est associé a 1’équation (F}).

On commence par établir un lemme qui nous sera utile pour la démonstration de la
proposition 3.8 Il s’agit d’'une application de la méthode de Frobenius et il constitue une
étape intermédiaire dans la démonstration de la proposition [[23] (mais la normalisation
est différente). Les coefficients p(x) et g(z) de équation (E]) s’écrivent

Y, Bz = Az + Oéi[z
xr — tz‘

N B 1 &1 T N
p()_;x—ti kz::lx—)\k_T(x) A(z)
o0 = i) - 4.

ou () est une fraction rationnelle en x dont les poles (d’ordre au plus 2) sont exactement
t1, ..., tnt2, et Q(z) est un polyndéme de degré au plus n — 1. Les polynoémes T'(z) et A(zx)
sont définis par (3.9).

Lemme 3.9. La singularité x = N\ de l’équation (E]) n’est pas logarithmique si et seule-
ment si la fraction rationnelle

o (L-2y9, 9 Q?

T N

N + A A2

s’annule en \j.
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Démonstration. La singularité x = A\ est réguliere d’exposants 0 et 2. Elle est donc non
logarithmique si et seulement s’il existe une solution holomorphe et non nulle en z = Ag.
Soit une fonction y admettant un développement en série entiere au voisinage de x = Ag

de la forme :

y=1+ Z Ym (T — Ap)™.

m>1

On écrit le développement des fonctions p(x) et ¢(z) en x = A

1 o m
p(r) = ——— " +m2:0am,k(l“ - M)
q(x) = ﬂ + 3 b k(@ — )™,
T — g 0 ’

Si y est solution de I’équation ((E]), alors, par identification des coefficients des termes de

méme degré, on obtient une relation de récurrence

{y1 =b_1%
Vm >2 m(m —2)ym = Rim(Y1s -+ Ym—1),

et nécessairement, Ry 2(y1) = 0. Réciproquement, si Ry, 2(y1) = 0, alors on peut construire
une fonction y qui est solution de I’équation (E]). La singularité x = Ay est donc non

logarithmique si et seulement si Ry 2(y1) = 0. Or un calcul direct donne

Ripo(y1) = — (b2—1,k +ao b1k + bO,k) .
En écrivant le développement limité de A(z)™! en z = ) :

1 1 A ()

Ao)  NOW@ ) 2NOwE T Ole = M),
on obtient
TI AI/
ag,r = (? - m) (Ak),
b == () O,
_ Ql QA//
bok = (q -wt 2A—’2) (Ak)-
Ainsi, on trouve que pour tout k=1,...,n

Ri2(y1) = ¥( i),

et donc z = A\; est une singularité non logarithmique si et seulement si W(\;) = 0.

Démonstration de la proposition [3.8. On cherche une matrice a pdles simples

n+2 )
Ar) =3 N

i=1

CE—ti’

telle que la matrice
n+2

Aoo = - Z Az
1=1

O
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soit diagonale et telle que les fractions p(z) et ¢(x) soient données par ([3.7) et (3.8). On
sait déja que nécessairement

A(z)
A =X
12(-%') T(IE)’
et le coefficient Aqq(x) doit s’écrire
w(x)
A =—
n =)

avec w(z) un polynéme de degré n+1 exactement. Comme les valeurs propres des matrices
A; doivent étre 6;/2 et —0;/2, la matrice A(x) est a trace nulle. On en déduit que

AQQ (1‘) =

et la formule ([37)) est vérifiée. Il ne reste plus qu’a déterminer le coefficient Ay (z) pour
que (B.8) soit aussi satisfaite. On trouve

1 9(2)

Anlr) =% Az)
avec N )
_ 5 T , W

On a donc exprimé la matrice A(z) en fonction des données de ’équation (E]) (c’est-a-dire
de la fraction rationnelle ¢ et des polynomes @, A et T'), du coefficient X et d’un polynéme
quelconque w(x) de degré n+1, de maniere a ce que A(x) définissent par les formules ([B.7))
et (B8] les coefficients p(z) et g(x) de (E]). Cependant, tous les choix possibles pour le
polynéme w(z) ne définissent pas une fonction A(z) a poles simples en les ¢; uniquement
(A21(z) peut aussi avoir des poles doubles en les A\ et l'infini peut étre une singularité
non réguliére). Pour que ce soit le cas, il faut et il suffit que

(i) ®(x) soit holomorphe en z =\, (k=1,...,n);
(ii) ®(z) sannuleen z = X\, (k=1,...,n);
(iii) ®(z)/A(z) soit nul en l'infini;
(iv) et méme, pour que le systéme (A]) soit normalisé en linfini, que ®(z)/A(z) = O (z72)

en l'infini.
On va voir que ces conditions sont vérifiées pour exactement deux polynémes w(x).
Considérons la condition (i). On veut que la fraction rationnelle
QT — wA’
A

n’ait pas de pole en x = \;. On veut donc que pour tout k = 1,...,n, vu que A'(\;) # 0,

Q)T (M)

S =R

Comme le polynéme w(x) est de degré n + 1, ces n interpolations ne le détermine pas de
maniere unique. Faisons la division euclidienne de w(z) par A(x) : il existe deux constantes
a,b € C et un polynéme wy(z) de degré au plus n — 1 tels que

w(z) = (ax + b)A(z) + wo(z).
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Les deux polynémes w(z) et wo(z) prennent donc les mémes valeurs en les g, et ces valeurs
déterminent entierement le polynéme wp(z). La fonction ®(x) ne dépend donc plus que
des deux constantes a et b.

La condition (ii) est vérifiée quel que soit le choix de ces constantes, car elle est équi-
valente a ce que les singularités x = A\, de I'équation (F]) ne soient pas logarithmiques.
Pour montrer cela, on va exprimer ® en fonction de la fonction ¥ du lemme précédent.
On introduit

QT — whA’
o=
A )
qui, par la condition (i), est un polynéme. Alors
2
w
®=-TG r_w
g+o+w T
T A TQ TQ/ TQ2 , w2
=T (?_W)W_ R RN o
Comme / ! I A/ 12 /
o QT+QT"— N —wAN*—0cA 7
A
on obtient AT/N O
w
CI):T\IJ-FN |:(W+E+T)O'—O'/:| .
Pour tout £ =1,...,n, comme W(\;) = 0, on a bien ®(\;) = 0. On a donc montré que la

fonction A(z), qui ne dépend plus que des constantes a et b, n’a pas d’autres poles dans
C que les t;, et il est clair que ces podles sont simples. Il reste donc a chercher a quelle
condition I'infini est aussi une singularité réguliere du systéme.

Pour la condition (iii), cherchons la partie principale du développement asymptotique
de ®(x) en l'infini. Sachant qu’au voisinage de 'infini, on a les équivalents :

A/(.%') n n+1
) ~ w(x) ~ax" ",
ainsi que
1— 62
q(z) ~ PR

par la définition (310) de la fonction ®(z), on trouve
P(x) = — (a — 1_29°°) (a - 1+29°°) 2" 4+ 2”0 (%) .

Comme le polynoéme A(x) est unitaire de degré n, on obtient

O (z 1— 1 1
T - (o= =) (- =) 4O (2).

Pour que 'infini soit une singularité réguliere du systeme , il faut donc que la constante a

. NET , e . s . 5. . 1-0
soit égale a I'un des exposants caractéristiques de 'équation (E]) en I'infini : a™ := ===

ouat = %. On remarque que 'on a en l'infini

at at

An(.%') ~ ? et AQQ(I’) ~ —?,

et que —a® = aF — 1.
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Montrons que la condition (iv) n’est vérifiée que pour une seule valeur de la constante
b. Fixons a en 'une des deux valeurs autorisées. Le polynoéme w(x) ne dépend plus que de
b. Considérons le polynéme w*(z) correspondant & b = 0 (i.e. w*(z) = w(x) — bA(x)), et
notons A%, (z) le coefficient qu’il définit, tandis que As;(x) désigne celui défini par w(x).
Alors un calcul direct nous donne que

20w*(z)  b*A(x)
O XT(z) XT(x)

Az (z) = A5 (v)

Le troisiéme terme du membre de droite de I'égalité est un O (z72). Si b # 0, le terme
dominant en I'infini du second terme est —2abX ~1z~!
(s & Z). On voit donc qu’il existe un unique b, que 1’on note b+ ou b~ suivant la valeur
de a et qui peut étre nul, tel que

, car la constante a n’est pas nulle

On note
wh(z) = (aTx + b")A(x) + wo(x)
w(z) = (a"z+b")A(x) + wo(z)

et @1 (z) et & () les fractions rationnelles définies par (BI0) ou le polynéme w(z)
vaut respectivement w'(z) et w™(z). On a donc obtenu que toutes les matrices A(z)
qui conviennent sont de la forme

—wH(z XA(x)
A(r) = o | T(2)0* (2) :(1 °>A§<m> (1 ?)

0 X 0 +

ou on a posé

Proposition 3.10. Pour tout X € C*, on peut transformer le systéme
DY = A% (2)Y

en le systéme

DZ = Ay (x)Z
par la transformation de jauge
Z =S(x)Y avec S(x) = ! 0
- T\ % [la—at)z+ (b —b")] 1

ot les nombres complexes a* et a~ sont les exposants de l’équation (E)) en infini et b
et b~ sont définis a la démonstration de la proposition [3.8.

Démonstration. Pour toute matrice fondamentale de solutions Y (x) du systeme DY =
A% (2)Y, la matrice Z(z) := S(z)Y(x) est solution du systéme DZ = B(x)Z, ot

B(x) = DS(z) - S(z) "' + S(2) A% (x)S(x) "
Un calcul direct donne B(z) = Ay (x). O
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La proposition B.8 permet d’étudier les liens entre le systeme de Garnier et le systéme
de Schlesinger. Les relations entre ces deux systémes sont étudiés en détail dans [IKSY91].
Cependant, une utilisation plus systématique que ne le fait Garnier des systémes fuchsiens
nous permettra de ne pas avoir recours aux résultats qu'’ils obtiennent.

3.3 Les systémes fuchsiens associés a un jeu de directions
orientées

Plutét que d’associer a chaque équation de la famille (E7,(t),t € ©™) les systemes fuch-
siens qui lui correspondent par la proposition B.8], on va directement définir I’ensemble des
systemes fuchsiens associé a un jeu de directions orientées, en traduisant les conditions ,
et pour les systemes, puis en déterminant ’ensemble des systémes satisfaisant ces
conditions. Ceci nous permettra d’obtenir directement une famille isomonodromique de
systemes décrite par le systeme de Schlesinger, sans avoir a étudier la transformation du
systeme de Garnier en le systeme de Schlesinger.

L’introduction de l’ensemble des systémes fuchsiens associés a un jeu de directions
orientées apporte un point de vue nouveau a I'approche de Garnier. Garnier lui-méme ne
voit les systémes fuchsiens que comme un outil ponctuel permettant de lever certaines
difficultés rencontrées avec les équations fuchsiennes, principalement pour étudier la ré-
gularité de la fonction « rapports des longueurs » a l'intérieur et au bord du simplexe
7. A chaque fois, Garnier fait une sorte d’aller-retour entre équations et systémes. Je
choisis au contraire d’adapter les résultats du chapitre 2l de maniere a obtenir directement
une correspondance entre les disques minimaux a bord polygonal et les systemes fuch-
siens, puis de travailler exclusivement avec ces derniers. Cette utilisation systématique des
systemes fuchsiens présente deux grands avantages : d’une part, comme on l'a dit, elle
permet d’éviter d’étudier la transformation du systéme de Garnier en le systéme de Schle-
singer. D’autre part, comme les systémes fuchsiens ont une structure plus canonique que
les équations fuchsiennes, cette approche permet de multiples simplifications par rapport
a la démonstration de Garnier : notamment lors de 1’étude du comportement des solu-
tions fondamentales a l'intérieur du simplexe 7™, et dans la détermination de la solution
fondamentale exprimant les rapports de longueurs.

Un autre point que I'on va développer dans cette section et qui est completement absent
de larticle de Garnier est 1'étude de la condition de réalité|(iii)| et de son analogue pour les
systémes, la condition Il semble que Garnier considére que la famille isomonodromique
(Ep(t),t € ) qu’il a construite vérifie automatiquement cette condition de réalité, et il
lui donne tout de suite un sens géométrique en terme de surfaces minimales — bien qu’il
n’ait pas non plus établi de résultat analogue a la proposition

L’ensemble de cette section est totalement nouveau par rapport a l'article de Garnier.

3.3.1 Les conditions nécessaires et suffisantes

On détermine grace a la proposition B.8 I'ensemble des systémes fuchsiens qui ad-
mettent une matrice fondamentale de solutions dont la premiere ligne constitue les données
de Weierstrass d’un disque minimal & bord polygonal.

Traduisons tout d’abord la condition de réalité pour les systéemes. Considérons un
systéme fuchsien ((4]) normalisé en I'infini dont les singularités ¢; sont réelles. Il définit une
équation fuchsienne réelle si et seulement s’il définit la méme équation que son systéme
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conjugué :

DY =71(A)(x)Y, T(A)(x) = Z

i=1

pa— (TA)
ou l'application 7 est définie par (2.3]). Le systéme conjugué est également fuchsien et
normalisé en I'infini. Son résidu en l'infini est Ao. S’il définit la méme équation que le
systeme ([4)), alors les matrices A; et A;, i = 1,...,n + 2, ont les mémes valeurs propres
(puisque elles sont les exposants de I’équation), qui sont donc réelles ou conjuguées entre
elles. Par contre, les systémes ([4)) et (£A]) n’ont pas nécessairement la méme normalisation
en l'infini, si on suppose seulement que les valeurs propres du résidu A, sont réelles ou
conjuguées entre elles. Si on suppose que les valeurs propres de A, sont réelles, alors les
systemes ([4)) et (A]) ont la méme normalisation en l'infini. Alors, par la proposition B8],
pour qu’ils définissent la méme équation, il faut et il suffit qu’il existe un nombre complexe
non nul X tel que pour tout i =1,...,n + 2, on ait
- ( i )i;i-””) -

X 4121 22

Pour la condition|(i)}, il n’est pas nécessaire de normaliser les systémes fuchsiens comme
on 'a fait pour les équations a la section Bl; les systemes fuchsiens ont une structure plus
canonique que les équations. On a vu comment associer un systéme fuchsien a une équation
(E*) générique. Les équations non génériques sont simplement obtenues, comme on ’a vu
a la remarque B.6] en autorisant les zéros Ay du coefficient Aj2(z) & prendre des valeurs
quelconques. Il n’est donc pas nécessaire de choisir le signe des exposants 6;.

Ceci nous permet de récrire les conditions et pour les systemes différentiels.
Soit un jeu de directions orientées D = (Dy,...,Dyy3) € D", vu également comme un
jeu de relevés dans SU(2) de demi-tours vectoriels de R3. Soit un systéme différentiel
linéaire ([(A¥) de taille 2 x 2 du premier ordre sur la sphére de Riemann P!. Il existe une
matrice fondamentale de solutions du systéme (4%) dont la premicre ligne constitue les
données de Weierstrass d’une surface minimale a bord polygonal de directions orientées
D si et seulement si le systeme (A7) vérifie les trois conditions suivantes.

(a) Le systeme (A%]) est fuchsien, ses singularités sont tq,...,tn, thir = 0, tyyo = 1,
tpts = oo. Il ’écrit donc :
DY = A(x)Y, Az) = S A*
@Y AW =3 (A%
et il est non résonnant et normalisé en l'infini. Pour tout ¢ = 1,...,n + 2, les valeurs

propres de la matrice A; sont % et —% avec
0<16;] <1

(b) Un systéeme M; (i =1,...,n+3) de générateurs de la monodromie du systeme (A%
le long des lacets ; définis a la figure 2.1] s’écrit

M; = D;D;},, ou D; € SU(2), D> = —I.

(c¢) Les singularités ¢; sont réelles, t; < --- < t, < 0, et il existe un nombre réel 7, tel
que pour tout i = 1,...,n + 2 la matrice A; s’écrive
a; bl-e”’ N
A; = ciefm d; ou a;, bi,Ci,di € Ret bi,Ci >0 (311)

et d; = —a;.
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Comme il n’est pas nécessaire de choisir le signe des exposants 6;, les valeurs propres
des matrices A; sont déterminées par les directions orientées D;.

Définition 3.11. Pour tout jeu de directions orientées D € D", on définit ’ensemble A%
des systémes fuchsiens satisfaisant les conditions [(a)} [(b)] et [(c]] ci-dessus.

Contrairement a ’ensemble d’équations £, ’ensemble A% n’est pas en bijection avec
I’ensemble des classes d’équivalence par le groupe G de disques minimaux dont le bord
est un polygone de P : comme on l'a vu a la proposition B8 deux systemes fuchsiens
différents peuvent définir la méme immersion conforme minimale. Par simplicité, on va
donc se limiter & une partie de cet ensemble. La proposition [3.8 nous indique comment
choisir cette partie de maniere a ce qu’elle soit en bijection avec l’ensemble des classes
d’équivalence de disques minimaux dont le bord est un polygone de P%. Il faut choisir
définitivement une des deux normalisations possibles en 'infini et il faut imposer une
valeur au coefficient X.

On commence par montrer que la condition de réalité est automatiquement vérifiée
par les systémes fuchsiens vérifiant la condition

3.3.2 Systemes fuchsiens « réels »

Etant donné un systéme fuchsien (A]), on va montrer que la condition de réalité [(c)|
est équivalente a une condition, que l'on appellera condition C1, portant uniquement
sur la monodromie du systéme, et que cette condition est vérifiée en particulier par une
monodromie satisfaisant la condition @ On en déduira de méme, a la section suivante,
que la condition pour les équations est équivalente a la méme condition C1. Pour
cela, je vais d’abord rappeler un résultat d’unicité classique pour les systemes fuchsiens
non résonnants.

Lemme 3.12. Soient deux systémes fuchsiens non résonnants

DY = A(z)Y (4)
DZ = B(2)Z (B)

Les systéemes (A et (B) ont les mémes singularités, les mémes exposants et la méme
monodromie si et seulement s’il existe une matrice inversible C telle que

B(z) = CA(z)C™L.

Si, de plus, les systéemes ([A) et (Bl) sont normalisés en linfini, alors il existe un nombre
complexe non nul X tel que la matrice C soit égale a

()

Démonstration. La condition suffisante est évidente. Supposons que les systeémes (Al
et (B) ont les mémes singularités ti,...,t,, tne1 = 0, thio = 1, thys = 00, les mémes
exposants et la méme monodromie. Alors ils s’écrivent

n+2 n+2
A; B;
Al@) =3 ——,  Bl@)=3) ——,
o vt ot
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et les matrices A; et B; ont les mémes valeurs propres. On note comme précédemment

0 0
u= (4 )

la diagonalisée des matrices A4; et B;. Il existe deux matrices fondamentales Y (z) et Z(x)
de solutions, respectivement, du systéeme (4)) et du systeme ((B]), qui ont les mémes matrices
de monodromie. On pose alors pour tout z dans le revétement universel X (t) de ’ensemble
X(t) =P S(t)

C(x) == Z(x) - Y(x)~ "

La matrice C(z) est donc méromorphe dans X (t); on va montrer qu’elle est holomorphe
dans P!, c’est-a-dire constante. Remarquons tout d’abord que C(z) est uniforme dans
X (t) : en effet, pour tout v € m(X(t),20), vu que M,(Y) = M,(Z), on a

7 Clz) = (Z(x) - My(2)) - (Y(2) - My (Y)) ™' = Cla).

De plus, la matrice C'(z) n’est singuliere qu’aux points ou det Y (z) s’annule. Ceci est
impossible, car la fonction det Y (x) vérifie

D (det Y (x)) = det Y (2) Tr (DY (x) - Y(z) ")
= det Y(z) Tr A(x)
= detY(:r:)Ti2 L

=1

x—ti’

ce qui donne
n+2

detY(z) = K H (z —t;) L

(K € C*). La matrice C(z) est donc holomorphe dans X ().

Etudions & présent le comportement de C (z) au voisinage d’'une singularité = = t;
(t=1,...,n+2). Soit M; la matrice de monodromie des matrices fondamentales Y (z) et
Z(x) autour de la singularité x = t; :

2imo+
Mz‘:Cz‘<eo 0 >0i1

62i7r9;

ou C; € GL(2,C). Alors les matrices fondamentales de solutions Y (z) - C; et Z(z) - C; sont
canoniques au point x =t; :

Y () Ri(x)(x — t;)"
Z(x) Si(z)(x —

ou les matrices R;(x) et S;(x) sont holomorphes et inversibles au point = ¢;. On en
déduit

e’
e’

C(x) = Si(x)Ri(z) ",

et C(x) est holomorphe en z = ¢;. On montrerait de méme que la matrice C(z) est
holomorphe en z = co. Elle est donc holomorphe sur la sphére de Riemann P! : elle est
indépendante de .
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Si on suppose de plus que les matrices Ay et B, sont diagonales, alors on note
Jr
A= (0 0
0 05

0. 0
B, = Ay, ou (8" 9;2)’
i.€. Bog = Aoo OU Bog = JAxJJ ! avec
0 -1
)
Comme par ailleurs By, = C A, C~! et comme 01 # 6, on en déduit dans le premier
cas que la matrice C' est diagonale, et dans le second, qu’elle est anti-diagonale. O

et donc

Montrons a présent le résultat le plus important de cette section. On vient de voir qu’un
systéme fuchsien (A non résonnant et normalisé en I'infini est entierement déterminé par
ses singularités tq,...,t,, par les valeurs propres des matrices A;, par sa monodromie et
par un parametre supplémentaire X € C*. On va déterminer a présent a quelle condition
sur ces données le systeme (4] vérifie la condition de réalité Pour les singularités
et les valeurs propres, la réponse est immédiate : les singularités doivent étre réelles ou
conjuguées deux & deux; les valeurs propres en une singularité réelle doivent étre réelles
ou conjuguées entre elles, et les valeurs propres en deux singularités conjuguées doivent
étre conjuguées. On ne s’intéresse ici qu’au cas ou les singularités t¢1,...,t, sont réelles
(on obtiendrait le méme résultat dans le cas ou elles sont seulement réelles ou conjuguées
deux a deux, mais la démonstration est un peu plus technique). On suppose de plus que
t = (t1,...,t,) est dans le simplexe 7" défini par (8.3), mais on obtient exactement le
méme résultat pour les autres composantes connexes de B NR" en permutant les indices
des t;.

Proposition 3.13. Soit un systéme fuchsien (Al) non résonnant et normalisé en linfini.

On suppose que le n-uplet de singularités (t1,...,t,) est dans le simplexe ™, que les valeurs

propres de la matrice A; (i = 1,...,n+ 2) sont réelles ou conjuguées entre elles et que

celles de la matrices Aoy sont réelles. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :
e [’équation fuchsienne associée au sens du lemme au systéme ([A) est réelle ;

e les matrices A; sont de la forme (311 ;

e pour tout systéeme de générateurs (M, ..., M,3) de la monodromie le long des lacets
Yy« -5 Ynt3, il existe une matrice C € GLy(C) telle que pour tout j = 1,...,n+ 3
on aut

C™'M;C = (Mj ... My)~ "M (Mj ... My). (3.12)

On appelle la derniére de ces assertions la condition C1.

On remarque qu’il existe un systeme de générateurs (My,..., M,y3) pour lequel la
matrice C' est la matrice identité Is.

Démonstration. On consideére le systéme conjugué (A) au systéme (A). On a déja vu
que les deux premicéres assertions sont équivalentes. Le systéme (4] définit une équation
fuchsienne réelle §’il définit la méme équation que le systéme conjugué (A). On a vu
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également que ceci équivaut a ce qu’il existe un nombre complexe non nul X tel que pour

tout 2 =1,...,n+ 2, on ait
10 1 o)
Ai:(o X)AZ(O X) '

Comme les systémes (4)) et (CA]) sont normalisés en l'infini et ont les mémes singularités
et les mémes exposants, on obtient donc grace au lemme qu’ils définissent la méme
équation si et seulement s’ils ont la méme monodromie.
Soit Y (x) une matrice fondamentale de solutions du systéme ((4]) définie et holomorphe
dans le demi-plan supérieur C,. On note ses matrices de monodromie M; :
M

Yi

(Y) = M.

On note Y;(x) le prolongement a C_ de la matrice fondamentale Y (z) a travers I'intervalle
Jti,tiv1] (c’est-a-dire le long de tout chemin joignant un point de C; & un point de C_
et croisant l’axe réel une seule fois entre ¢; et ¢;41); la matrice fondamentale Y;(z) est
définie et holomorphe sur 'ouvert simplement connexe

U, =C, U C_U]ti,t“_l[.

La matrice 7(Y;)(z), elle aussi holomorphe et inversible sur U;, est une matrice fonda-
mentale de solutions du systéme (4. Pour que les systémes (4] et (£A) aient la méme
monodromie, il faut et il suffit que pour une valeur de 7, les matrices de monodromie des
solutions fondamentales Y;(z) et 7(Y;)(z) soient conjuguées, c’est-a-dire qu'’il existe une
matrice inversible C telle que pour tout j =1,...,n + 3 on ait

M, (T(Y;)) = CM;C ™.

On choisit le prolongement Y, 3(x) (i.e. i =n + 3).
I1 faut exprimer en fonction des matrices M; les matrices :

Moy (7(Ynts)) = My, (Ynis)

Le lacet 7; a pour point de base Zo et tourne en sens inverse du sens trigonométrique
autour de t;. Pour calculer My (Yr+3), la difficulté vient de ce qu’on sait comment est
transformée, en général, la matrice fondamentale Y;(x) le long des lacets 7; et 7, | (comme
on le voit sur la figure[3.2]), mais pas le long d’un lacet 7; quelconque. On va donc procéder
par itération. On décompose 7; en le produit de deux lacets. Soient «, 8 € 71 (X (t), Zo) les
deux classes de lacets orientés négativement et qui encerclent respectivement les singula-
rités t1,...,t; et t1,...,t;—1 (1a encore, les indices s’entendent modulo n+3 :si j =1, le
lacet 8 est homotope & un point). Les lacets « et 3 sont représentés a la figure 311 Alors

7_7 = 048_1’

et donc

My (Yi43) = Ma(Yn3)Mp(Ynis)

Montrons que
Mo(Ynys) =Mt M
On remarque que, vu la définition des matrices fondamentales Y;(z), on a pour tout
1=1,....,n4+3
¥ *Yi—1(z) =Y;(x).
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ti—1 %z tit1

o

FIGURE 3.2 — On décompose le lacet 7;

Donc, comme « =7, ---7;, on obtient par itération
Q ok Yn+3(1') = Yj(.%')

Par ailleurs, comme on a aussi 7; * Y;_1(2) = Y;_1(z)M; ! (voir la décomposition du lacet
7; a figure B2), alors pour tout i =1,...,n+3

YZ(I') = Yi_l(.%')Mi_l,

donc Y, (x) = Yj_l(ac)Mj_l = ... = Yn+3(x)(M1_1...Mj_1), ce qui donne la formule
annoncée pour M, (Y,,+3). De méme, on a

Mp(Yni3) = Mfl s Mjilr

Finalement, on obtient

My, (7(Ynys)) = (M ... My)= "M (M ... My),

Vi

ce qui donne bien ’équivalence annoncée. ]



80 CHAPITRE 3. DEFORMATIONS ISOMONODROMIQUES

3.3.3 Cas ou la monodromie est unitarisable

Dans le cas ou il existe un systéme de générateurs (Mq, ..., M, 3) de la monodromie
du systéme ([4) qui soit contenu dans le groupe des matrices unitaires U(2), ou dans le
groupe U(1,1), on peut simplifier 'écriture de la condition C1.

Proposition 3.14. Soit un systéme fuchsien (Al) non résonnant et normalisé en l'infini.
On suppose que le n-uplet de singularités (ti,...,t,) est dans le simplexe 7", que les
valeurs propres de la matrice A; (i = 1,...,n+ 2) sont réelles ou conjuguées entre elles
et que celles de la matrices Ay sont réelles.

Si un systéme de générateurs (M, ..., My,13) de la monodromie du systéeme (Al est
contenu dans U(2) ou dans U(1,1), alors le systéeme (A vérifie ['une des trois assertions
équivalentes de la propostion [T13 si et seulement s’il existe n + 3 matrices inversibles
Dy, ..., Dpys telles que

M;=D;DyYy  (j=1,...,n+3)
ip?=.. =5l D,y

6n+3

ot on a noté det Dj = 0; pour tout j = 1,...,n+3. On appelle cette condition la condition
C2.

Rappelons que le groupe U(1,1) est le groupe des matrices M € M (2,C) telles que

fy O)mw=(5 °)

Démonstration. Pour toute matrice M € U(2), on a

JIMJ = det(M)M

(ce qui redonne la relation (L4) lorsque M € SU(2)). Si les matrices Mj, ..., M3 sont
dans le groupe unitaire U(2), alors la condition C1 est équivalente a l'existence d’une

matrice inversible C' telle que pour tout j = 1,...,n+ 3, on ait
(JC)T'M;(JC) = det(M;)(M; ... My) "M (M ... My). (3.13)
(condition C1’). On a la méme expression lorsque les matrices My, ..., M, 3 sont dans

le groupe U(1,1), en remplacant la matrice J par la matrice

L)

Pour la démonstration, on se limitera donc au cas ou le systeme de générateurs est dans
le groupe U(2).

Montrons que les deux conditions C1’ et C2 sont équivalentes. Pour tout choix de la
matrice inversible D, 3, par la relation M, 43 --- My = I, il existe des matrices inversibles
Dy, ..., Dpyo, déterminées de maniere uniques, telles que pour tout j = 1,...,n 4 3, on
ait

M; = D;D;!

(ou les indices sont considérés modulo n + 3). Alors on a

det(M;) = ﬁ
i
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ou 0; = det D,. La relation i se récrit alors de la facon suivante
Jj J J ¢
_ _ d; _ _
(JC)'D;D; 1 (JC) = ﬁDn+3Dj 'D; 1D, 1.
-

Si les matrices Dy, 43 et C' vérifient
-1
alors la relation ([B.I3)); est équivalente a

1

1
. 2_ - p.2
5]'—1 j—1 5j J

et on obtient ainsi I’équivalence annoncée. ]

Soient un jeu de directions orientées D € D" et la monodromie p}, associée par (2.10)
au jeu D
P - T (X(8),20) = GL(2,C).

Un systeme fuchsien de monodromie p7, et dont les singularités et les exposants sont réels
vérifie donc automatiquement la condition de réalité L’ensemble A% est ainsi simple-
ment ’ensemble des systémes vérifiant les conditions @ et @ et dont les singularités sont
réelles.

Décrivons a présent l'ensemble A%. Ceci passe en particulier par la résolution dun
probléeme de Riemann—Hilbert. Comme on ne considére que des systémes 2 x 2, le pro-
bléme de Riemann—Hilbert admet dans ce cas toujours une solution. Comme le systeme de
Schlesinger (.20]) est complétement intégrable, chaque systéme de ’ensemble A%, appar-
tient nécessairement a une famille isomonodromique de systémes fuchsiens (A(t),t € B™)
décrite par le systéme de Schlesinger. Toutes ces familles, restreintes aux valeurs ¢t € 7",
constituent ’ensemble A7 ; elles sont exactement ’ensemble des solutions du systeme
de Schlesinger normalisées en l'infini correspondant & la monodromie p}, et aux valeurs
propres 6;/2 et —6,;/2. Elles se distinguent par leurs normalisations en 'infini et par la
valeur du parametre supplémentaire Xy. Du point de vue de la résolution du probléme
de Plateau, toutes ces familles sont équivalentes puisqu’elles définissent toutes la méme
famille d’immersions conformes minimales. Chacune de ces familles est en bijection avec
I’ensemble des classes d’équivalence par le groupe GG de disques minimaux dont le bord est
un polygone de PY,.

Précisons le réle du parametre Xy. Soient deux solutions du systéme de Schlesinger
(A1(t), ..., Apsa(t)) et (Bi(t), ..., Bnya(t)) ayant les mémes valeurs propres, et définissant
des systemes fuchsiens ayant la méme monodromie et la méme normalisation en l'infini.
Si les deux fonctions

n+2 n+2

X(t) = Z tiAlo(t), Y(t) = Z t:Biy(t)
i=1 i=1

coincident en un point tg € B", alors, d’apres le lemme B12] les matrices A;(t) et B;(t)
coincident également au point tg, et sont donc égales partout. Remarquons que le coefficient
X (t) satisfait pour tout i =1,...,n

0X

% = HOOAZH (t)
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ou O est la différence des exposants de la matrice Ag.

On peut choisir une partie de I’ensemble A%, qui soit en bijection avec ’ensemble des
classes d’équivalence de disques minimaux dont le bord est un polygone de P%. On fixe un
point ty € B", et on choisit 'unique solution du systéme de Schlesinger (A1 (t), ..., Any2(t))
qui vérifie les propriétés suivantes

e les valeurs propres de la matrices A;(t) sont 6;/2 et —6;/2 (i =1,...,n+2);
e la monodromie du systeme fuchsien associé a cette solution est p7, ;

e cette solution est normalisée en l'infini par

n+2 ) 1 0
Aso == > Ai(t) = = (0 _1> ;
i=1

e le coefficient X (t) = Y2, A%, (t) vérifie
X(to) = 1.
On note cette solution (Ap 1(t), ..., Apnt2(t)), et le systeme Ap(t) le systéme fuchsien
associé : T
~~ Ap(t
DY = Ap(z,t)Y,  Ap(z,t)= Di(t)
—~ r—t
i=1 v

La famille isomonodromique (Ap(t),t € ™) est donc en bijection avec Iensemble des
classes d’équivalence de disques minimaux dont le bord est un polygone de P%.

3.3.4 Singularités mobiles des solutions réelles du systéme de Schlesin-
ger

Considérons maintenant une déformation isomonodromique par le systéme de Schle-
singer d’un systéme fuchsien (4] vérifiant la condition de réalité . Par le théoréeme [I.32],
les matrices A;(t) sont méromorphes dans le revétement universel de 1’ensemble B". Pour
les valeurs réelles du parameétre ¢t de la déformation, la forme ([B.I1]) des matrices A;(t) est
conservée, puisqu’elle est imposée par la monodromie. En se restreignant aux solutions du
systeme de Schlesinger associées au systemes fuchsiens vérifiant la condition de réalité ,
on obtient un résultat a la fois plus fort que celui de Garnier (puisqu’on exclut 'existence
de pdle en les valeurs réelles de t), mais surtout beaucoup plus simple a établir.

Proposition 3.15. Soit U un ouvert simplement connexe de B™ contenant le simplexe
7. Soit une solution (A1(t), ..., Anta(t)) définie dans U du systéme de Schlesinger (L20)
telle que pour tout t dans U l'on ait

n+2 0+ 0
Ao :—2,4@-(15): o -

e}

o les valeurs propres 01 et 03 sont réelles, et vérifiant une des deuz conditions équiva-
lentes suivantes

o il existe une valeur ty € " telle que les matrices Ay (to), ..., Anta(to) s'écrivent sous
la forme (3I1)) ;

e la monodromie du systéme fuchsien (A associé vérifie la condition C1.

Alors pour tout t € © les matrices Ai(t),. .., Anta(t) s’écrivent sous la forme (BII), et
elles sont holomorphes dans un voisinage de ©" contenu dans B™.
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Démonstration. La premiere partie de la proposition est évidente. On peut supposer que
les matrices A;(t) sont a trace nulle. En effet, pour toutes constantes k1, ..., k,+2 € R les
matrices

Bz(t) = Az(t)+k212 (121,,7’L—|—2)

constituent également une solution du systéme de Schlesinger, et sont encore sous la
forme ([BITI]). Quitte a transformer ainsi les matrices A;(t), on peut donc supposer que
pour les valeurs réelles de ¢, elles s’écrivent

Ai(t) = ( a;(t) bi(t)ei"(t)> |

ci(t)e=0  _qu(t)

ou la fonction a;(t) est a valeurs réelles et ou les fonctions b;(t) et ¢;(t) sont a valeurs
positives dans 7". La matrice A;(t) est méromorphe dans le revétement universel de I’en-
semble B™. On note % et —% ses valeurs propres; elles sont indépendantes de ¢ et pour
tout ¢ réel, on a

07 2

7 = @) +bi(t)ei().
On en déduit que a;(t) et le produit b;(t)c;(t) sont bornés dans 7. Les fonctions A% (t) =
a;(t) et Al ()AL (t) = bi(t) - ¢;(t) sont donc holomorphes en tout point de 7™.
Ecrivons Dexpression de la dérivée partielle du coefficient Al,(t) par rapport & tj, j #1,
dans le systeme de Schlesinger

dAL, 24,

ot:  t; t-Azm_ t; t‘AJlQ'
J 7 U )

Soit un point t° € 7. Montrons que A%, (#) est holomorphe par rapport & la variable tj au

AL L AL
H et tJT sont

point t(])», les autres t, k # j, étant fixés en t%. Comme les fonctions
holomorphes en tout point de 7™, on voit que si A% (#) a un pole d’ordre p en t; = t?, j # 1,

alors A{Q(t) aent; = t(])» un pole d’ordre au minimum p + 1. Or ceci contredit 1’équation

j +2 i

AL, _ "Z 04,

Ot P ot
i#]

Les fonctions A%, (t) sont donc holomorphes en t; = t(])», pour tout j # i, et donc aussi, vu

I’équation précédente, en t; = t? : les Ai,(t) sont donc holomorphes au point ¢ = t°. On

procéderait de méme, et on aboutirait au méme résultat pour les fonctions A%, (¢). O

On peut donc déduire de cette proposition que la solution (Ap i (t),..., Apnt2(t)) du
systeme de Schlesinger associée a un jeu de directions orientées D € D™ est holomorphe
dans un voisinage simplement connexe U du simplexe 7" contenu dans B". Ceci simplifie
considérablement 1’étude de la régularité a 'intérieur de 7™ de la fonction « rapports des
longueurs » Fp(t) introduite a la section B.I.3] comme on le verra au chapitre @l

3.4 Equations fuchsiennes réelles

On peut déduire a présent des résultats que ’on a obtenus pour les systémes fuchsiens
les propriétés que ’on recherchait initialement pour les équations fuchsiennes : on va voir
a quelle condition les équations vérifiant la condition de la section sont réelles.
On va en déduire également que la condition C1 est une condition nécessaire et suffisante
pour que les solutions du systéme de Garnier soient réelles ou conjuguées deux a deux.
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Proposition 3.16. Soit une équation fuchsienne (E) de schéma de Riemann ([B.2)) sans
singularité logarithmique, dont les singularités tq, ..., t, sont réelles et les exposants 01, . . .,
Ont3 sont dans R N Z. Alors, Uéquation (E) est réelle si et seulement si sa monodromie
vérifie la condition C1.

Démonstration. Ce résultat est a présent immédiat. En effet, si on considére un systéme
fuchsien (4] associé par la proposition B.8 & I'équation (E), alors ce systéme vérifie les
hypothéses de la proposition BI3], et 'équation (F) et le systéme (Al ont la méme mo-
nodromie. D’apres la proposition BI3] 1'équation (E) est réelle si et seulement si cette
monodromie vérifie la condition C1. O

On a vu a la proposition 314 que lorsqu’un systéme de générateurs de la monodromie
est dans le groupe SU(2), alors la condition C1 est équivalente & la condition C2. Comme
la condition C2 est satisfaite par la représentation p}, définie a partir d’un jeu de directions
orientées D € D", et comme la transformation (BI) préserve la réalité des équations, on
obtient le résultat annoncé au début de ce chapitre, & la proposition[3.3]: les équations de la
famille isomonodromique (Ep(t),t € 7™) sont réelles. Cette famille décrit donc entierement
I’ensemble des équations satisfaisant les conditions et |(iii)} Par la transformation
inverse de la transformation (B.1I), on obtient la famille isomonodromique (E}(t),t € n™),
qui décrit 'ensemble £%.

On peut déduire de la proposition 316 que la condition C1 est également une condition
nécessaire et suffisante pour que les solutions du systeme de Garnier soient réelles ou
conjuguées deux a deux. Pour tout z = (z1,...,2,) € C" et toute permutation o des

entiers de 1 a n, on note z, := (20(1)7 e ,zo(n)).

Corollaire 3.17. Soit 6 = (0y,...,0,43) € (R~ Z)"">. Soit une solution (A(t), u(t)) du
systéeme de Garnier (Gp) définie dans un ouvert simplement connexe U de l’ensemble B"™
tel que U NR™ # (). Alors il existe une permutation o des entiers de 1 a n telle que pour
toutt € U on a

>/

<‘> =\ <t> _

si et seulement si la solution (A(t), u(t)) provient d’une monodromie satisfaisant la condi-
tion C1.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que les Hamiltoniens K;(6, A, u,t) du systéme
de Garnier, qui sont des fractions rationnelles en (A, u,t), vérifient pour tout (A, p,t) €
C™ x C™ x B™ et toute permutation o

Ki(0,\,7,%) = K;(0,\, 1, 1), (3.15)

et
K;(0, A5, i, t) = K;(0,\, 1, 1). (3.16)

Ki(
Pour toute solution (A(t), u(t)) du systéme de Garnier, les fonctions

(A®.1®) et (ot no(t))

sont donc aussi des solutions du systéeme de Garnier. Comme le systeme de Garnier est
complétement intégrable, il suffit donc que l'identité (BI4]) soit vérifiée en un point t = g
de U pour qu’elle le soit en tout t € U.
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Soit un point ¢y de U NR™. Considérons une des équations (Ey) := Ey (A(to), u(to), to)
décrite a la section [L20l L’équation (Ep) vérifie les hypotheses de la proposition 3101
Rappelons 'expression (EEEI) de ses coefficients :

W=y
po _izlm—tg = = — Ai(to)

ala+s) =t to 1KY " Ak(to) Ak (to) = 1)pur(to)
2 —1) Zx @) +k§1 2z — D)(x — M (t0))

qo(z) =
=1

L’équation (FEy) est donc réelle si et seulement si la solution (A(t), u(t)) vérifie en t = tg
identité ([BI4) et si les résidus K = K; (6, A(to), u(to),t0), s = 1,...,n, sont réels. Par
la proposition B.16] on a donc établi la condition suffisante. Pour la condition nécessaire,
il suffit de voir que si la solution (A(t), u(t)) vérifie 'identité (BI4]), alors par les proprié-

tés (BI5) et (BI5) des Hamiltoniens K;, on obtient que les K? sont réels, et donc que
I’équation (Ep) est réelle : sa monodromie vérifie la condition C1. O






Chapitre 4

Rapports de longueurs des cotés

On suppose toujours fixé un jeu de directions orientées D € D". On a obtenu au
chapitre précédent que l'ensemble £ est une famille & n parametres réels d’équations
(EL(t),t € ™) paramétrée par le n-uplet de singularités ¢ = (¢1,...,t,) variant dans le
simplexe 7". Pour chaque valeur de t € 7", I'’équation E7,(t) admet un systéme fondamen-
tal de solutions M-invariant (G(z,t), H(x,t)) qui constitue les données de Weierstrass d’un
disque minimal dont le bord Pp(t) est dans I’ensemble P%. Tous les choix possibles pour
le systeme fondamental (G(z,t), H(x,t)) définissent une classe d’équivalence de surfaces
minimales par le groupe G des translations et des homothéties de rapport positif. C’est
pourquoi, & I’équation E7)(t), n’est pas associé un polygone, mais une classe d’équivalence
de polygones par le groupe G, c’est-a-dire un élément de P%. Les rapports de longueur
des cotés de tout représentant de Pp(t) sont données par

/jwl (’G(w,t)‘Q + ’H(x,t)‘Q) da
: 1
/0 (1G@. B + [H(z, 1)) d

Ti(t) =

(1=1,...,n). On a défini la fonction « rapports des longueurs » Fp(t) associée au jeu de
directions orientées D

Fp: 7" —]0,400[", Fp(t) = (ri(t),...,ran(t)).

Le but de ce chapitre est de montrer que la famille de polygones (Pp(t),t € ©™) est 1’en-
semble P tout entier. Comme un systéme de coordonnées sur P, est donné par n rapports
de longueurs de cotés, il suffit pour cela de montrer le théoreme suivant.

Théoréme 4.1. Etant donné un jeu de directions orientées D € D™, la fonction « rapports
des longueurs » Fp : ™ — 10, +oo[™ est surjective.

En quelque sorte, on veut montrer que les directions orientées des cotés sont paramé-
trées par la monodromie de I’équation, tandis que le parametre ¢ code la longueur des
cOtés.

Comme le systéme de Garnier (G,) n’a pas la propriété de Painlevé, on a déja remar-
qué que pour étudier le comportement de la fonction Fp(t), il est préférable, et méme
indispensable, d’utiliser plutot la famille (Ap(t),t € 7") de systémes fuchsiens associée a
D, qui est décrite par le systeme de Schlesinger. On verra & la section 1] que ceci nous
permet également de construire de maniere plus explicite le systeme fondamental de solu-
tions (G(x,t), H(x,t)), et donc de pouvoir étudier sa dépendance en t. En effet, Garnier
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exprime, au contraire, ce systéme a partir de différentes solutions canoniques de I’équation
E7(t), et son étude est beaucoup plus longue. On en déduira que la fonction Fip(t) s’étend
de maniére holomorphe a un voisinage simplement connexe U du simplexe 7" contenu
dans B™ (proposition [4.4]).

On expose a la section [d.2]la méthode que ’on va suivre pour démontrer le théoréme [£.1]
et qui différe de celle de Garnier. Elle repose sur I’étude de la fonction Fp(t) au bord du
simplexe 7" et sur une récurrence portant sur le nombre n + 3 de c6tés des polygones. Par
identification naturelle des simplexes 7" et ]0, +o00[", on peut définir une fonction

Fp :10,+00[™ =10, +00[ ™.

Pour montrer que la fonction Fp est surjective, on va montrer que la fonction Fp est de
degré 1, c’est-a-dire homotope a 'identité. Grace au résultat de topologie de la proposi-
tion 4.5 il suffit de montrer que pour toute face F du bord de |0, +o0[", la fonction Fp
s’étend continiment & F, que Fp (F) C F et que la fonction

ﬁD|]__:./—"—>f

est de degré 1. Pour obtenir cela, il faut interpréter la fonction Fp £ (on F est la face
correspondante de 7™) comme une nouvelle fonction « rapports des longueurs ». Regar-
dons ce qui se passe lorsque la singularité ¢, tend vers 0, 7.e. en un point de la face
Fo = {(tr,...,tn) €R™ | t; < --- < t, = 0}. Il parait naturel de s’attendre a ce que le
cOté an(t)an41(t) «disparaissey, c’est-a-dire que le rapport de longueur r,(t) tende vers 0,
et que, lorsque t' = (t1,...,t,_1) décrit le simplexe 77! ~ Fo, on obtienne la famille de
polygones Pp (') définie par les directions orientées

D'=(D1,...,Dp-1,Dny1,Dpio, Dpys) € DL

Ceci signifie que la fonction Fp(t) s’étend contintiment & la face Fo du bord de 7" et que
pour tout ¢’ € 7”1, on a

Fp(t',0) = (Fp(t'),0) .

On généralise cette assertion a toutes les faces du simplexes 7™ : ¢’est la proposition [4.6]
dont la démonstration constitue la majeure partie de ce chapitre. On procede ensuite par
récurrence, en faisant I’hypothése qu’au rang n — 1, pour tout entier K < n — 1 et tout
jeu de directions orientées D’ € DF, la fonction Fpy :]0, +00] ¥ —10, +o00[ ¥ est de degré 1.
Les propositions et assurent 'hérédité de I’hypothese de récurrence. L’initialisation
au rang n = 1 (cas d'un bord quadrilatéral) est immédiate une fois que I'on a obtenu la
proposition 6l

Les sections et B4 sont consacrées & la démonstration de la proposition La
partie la plus difficile est d’obtenir la continuité de la fonction Fp(¢) au bord, et non pas
son interprétation géométrique. A la section B3] on reprend des résultats généraux sur les
singularités fixes du systeme de Schlesinger, que Garnier appelle les pseudo-chocs, ¢’est-a-
dire en les points tels que t; = t;, i # j. Ces résultats sont une partie plus connue du travail
de Garnier |[Gar26], et sont développés et généralisés par Sato, Miwa et Jimbo [SMJ79].
On rappelle ces résultats, tout en les complétant dans l'optique d’étudier I’holomorphie
de la fonction Fp(t) en ces singularités.

A la section F4], on applique cette étude générale aux solutions particuliéres du systéme
de Schlesinger qui nous intéresse, c¢’est-a-dire au cas réel. En rassemblant et en adaptant
les résultats de la section précédente, on établit la proposition



4.1. LA FONCTION « RAPPORTS DES LONGUEURS » Fp(t) 89

La démonstration que je propose dans ce chapitre est tres différente de celle de Gar-
nier, bien que j’utilise les mémes outils que lui, a savoir ’étude de la famille de systéemes
(Ap(t),t € ") au bord du simplexe 7™ et une récurrence sur le nombre de cotés des
polygones. Cependant, Garnier n’introduit pas la fonction « rapports des longueurs », il
cherche d’abord a refermer les polygones Pp(t) en faisant disparaitre une singularité ap-
parente « de trop », puis a ajuster n — 1 rapports de longueurs. Il écrit ces conditions sous
la forme d’un systéme S™ & n équations. Il n’étudie pas la continuité de la fonction Fp(t)
au bord du simplexe 7™, mais montre seulement que certains rapports de longueurs sont
holomorphes en tZ, 177 lorsque ¢, — 0, ot o7 est angle entre les directions orientées
Dy,—1 et Dytq. Il montre ainsi que le systeme S™ tend vers un systéme analogue de dimen-
sion inférieure 8”1 lorsque t, — 0, et ceci passe en particulier par I'étude compliquée du
systéme de Garnier (G,,) lorsque t,, — 0. Il procéde ensuite par récurrence : il prolonge une
solution du systéme S™~! en une solution du systeme S™. II utilise pour cela le théoréme
d’inversion locale, et doit montrer que le jacobien d’une fonction (qui est quasiment Fp(t))
n’est pas nul au bord et a I'intérieur du simplexe 7. La démonstration de ce dernier point
est obscure. De plus, l'initialisation de la récurrence pour le cas du quadrilatere est tres
elliptique, comme D'attestent les propres travaux ultérieurs de Garnier : il étudie dans les
années 1950 et 1960 le cas du quadrilateére dans les articles |Gar51], [Gar62a) et [Gar62b],
et y souleve des difficultés qu’il ne mentionne pas dans [Gar28|. En fait, la différence fon-
damentale entre 'approche de Garnier et la mienne réside dans l'utilisation du résultat de
topologie de la proposition L5 qui me permet de simplifier considérablement cette partie
de la démonstration de Garnier.

4.1 La fonction « rapports des longueurs » Fp(t)

4.1.1 Définition

Considérons la famille isomonodromique de systémes fuchsiens (Ap(t),t € ©™) associée
a un jeu de directions orientées D € D", que 'on a introduite au chapitre précédent. Elle
est donnée par le systeme de Schlesinger. La monodromie

pp T (]P’1 ~ S(t)) — GL(2,C)
de ces systémes est engendrée par les matrices M; (i = 1,...,n + 3) définies par
M; = D;D; Y, (4.1)

ou les matrices D; € SU(2) sont les relevés des demi-tours autour des directions orientées
D; et vérifient donc D? = —I. Pour tout ¢ € ™, comme le systéme Ap(t) est normalisé
en l'infini, il admet une unique matrice fondamentale de solutions canonique en 'infini de
la forme

1
Yoo(z,t) = Roo (—,t> gL
x
ou la matrice Lo, = A est indépendante de ¢ et la matrice Ry (z,t) est holomorphe en
z = 0 et vérifie Ry (0,t) = I5. D’apres le théoreme [[L28] cette solution est M-invariante.

De plus, comme la partie principale en z = oo est indépendante de ¢ :

Yooz, t) ~ g e
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la dépendance en ¢ de la solution fondamentale Y (z,t) est entierement déterminée par
la dépendance en t de la matrice

n+2
Api(t
i=1 t

On a vu au chapitre précédent que les matrices Ap ;(¢) sont holomorphes en tout point
t € 7" Il existe donc un ouvert simplement connexe U de ’ensemble B™ qui contient le
simplexe 7" tel que les matrices Ap ;(t) sont holomorphes dans U. On obtient donc le
lemme suivant.

Lemme 4.2. La solution fondamentale Y o (x,t) est holomorphe dans tout ouvert simple-
ment connexe de l’ensemble (Pl xU)\S.
Pour tout i = 1,...,n+2, il existe une matrice C; € GL(2,C) indépendante de t telle
que
Yoo(z,t) = Ri(z, t)(z — t;)F - C;
ot la matrice R;(x,t) est holomorphe et inversible dans un voisinage de l'hypersurface

r =1t; de P' x U. La matrice R;(x,t) se prolonge analytiquement le long de toute courbe
de P! x U ne coupant aucune des hypersurfaces x = tj ( #1).

On rappelle que ’ensemble S est 'ensemble des singularités de la famille de systemes
(AD (t), t e U)
S=1J 8@ x{t}
teU
avec

S(t) = {t1,. .. tnis).

Démonstration. La premiere partie du lemme en évidente. Pour tout ¢ = 1,...,n+ 2, au
voisinage de la singularité = = t;, il existe par la proposition [[.27] des matrices fondamen-
tales de solutions de la forme

Ri(.%', t)(x - ti)Li,
ot la matrice R;(z,t) est holomorphe en z au point = = t; et RY(t) := Ri(x,t)‘m:ti est
inversible et vérifie
Ap(t) = R)()LiRY ()",

Comme la matrice Ap ;(t) est holomorphe dans U, il existe des matrices RY(t) € GL(2,C)
qui diagonalisent Ap ;(t) et qui soient holomorphes dans U. On en déduit que la matrice
R;(x,t), définie par une condition initiale RY(¢) holomorphe, est holomorphe au voisinage
de I'hypersurface x = t; de P! x U.

A priori, la matrice de connexion entre les matrices fondamentales R;(x,t)(x —t;)% et
Y oo(z,t) dépend de t. Comme la matrice de monodromie M;(Y ) de la solution fonda-
mentale Yo (z,t) est indépendante de ¢, il exsite une matrice C; € GL(2,C) telle que

M;(Ys) = Cte?imlicy,

7
Alors, les solutions fondamentales R;(x,t)(z—t;)" et Yoo (z,t)-C; ! ont la méme matrice de

(2
monodromie €2 au point & = t;, qui est diagonale et non scalaire. On montre facilement

que ceci implique qu'il existe une matrice diagonale A;(t) inversible et holomorphe dans
U telle que

Yoo(m,t) = Ri(x,t)(m - ti Li, Al(t) . Cz
= Ri(.%', t)AZ(t)(m - ti)Li : Ci7
et la matrice R;(x,t)A;(t) convient. O
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Les solutions fondamentales dont la premiere ligne constitue les données de Weierstrass
d’une surface minimale & bord polygonal sont M-invariantes. La proposition permet
de caractériser I’ensemble des matrices fondamentales de solutions qui sont M-invariantes,
sous réserve que la monodromie de la famille de systémes Ap(t) soit irréductible — et c¢’est
bien le cas, car les directions D; ne sont pas toutes coplanaires. Ces solutions sont donc
de la forme

M(t)Yoo(x7 t) -C.

La matrice inversible C' est une matrice de conjugaison entre les matrices de monodromie
de la solution Yo (z,t) et les matrices M; définies par (A1) a partir des D;, c’est-a-dire :

M;=C'M;(Yoo)C  (i=1,...,n+3).

Comme les matrices M; ne sont pas simultanément diagonalisables (car la monodromie est
irréductible), la matrice C' est unique a multiplication scalaire preés. On a vu que la fonction
holomorphe p : U — C* n’est pas non plus unique : toutes les fonctions p qui conviennent
se déduisent les unes des autres par multiplication par une fonction analytique réelle
et jamais nulle dans U. Soit Yo(z,t) = u(t)Yso(z,t) - C une des solutions fondamentales
définissant une surface minimale & bord polygonal. Notons, pour une matrice Y € M (2, C),

Li(Y) = /|n1|* + |z oY = <y1 Zl)
Y2 22

(bien que ce ne soit pas une norme). Alors les longueurs des cotés de la surface minimale
définie par la solution fondamentale Y (x,t) sont données par

) = 100 [ L (Yeclrst) - 0P

Elles sont bien définies de par leur interprétation géométrique, mais aussi parce que les
exposants en x = t; du systéme fuchsien Ap(z,t) sont —0;/2 et 6;/2, et 0 < 0; < 1. De
plus, les fonctions ¢;(t) ne peuvent s’annuler dans 7", car alors la premiére ligne de la
solution Y(z,t) serait nulle pour tout x dans l'intervalle |t;,¢;11[, ce qui est impossible.
Finalement, on a pour tout ¢t € 7"

li(t) €]0,400] pouri=1,...,n+ 1

Et les rapports de longueurs s’écrivent a la fois

/ti“ Ly (Yo(z, 6)? da
Ti(t) ti

- 1 (4.2)
/0 L1 (Yo(w, t))Q dzx

et
/ti+1 Ly (Yoo(z,t) - C) da
ri(t) = =g : (43)
/0 L1 (Yoo(z, 1) - )2 do
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4.1.2 Holomorphie

On veut étendre la fonction Fp(t) en une fonction holomorphe dans un voisinage du
simplexe 7. Pour cela, il faut obtenir les rapports r;(t) par l'intégration de fonctions
holomorphes en ¢, c’est-a-dire, en particulier, ne comportant pas de module. La solution
fondamentale Y (z,t) a des propriétés de réalité qui permettent de se débarrasser des mo-
dules dans 'expression ([£.2)). Cependant, on controle moins facilement son comportement
en t que celui de la solution fondamentale Yoo (x,t) : si on sait que la fonction scalaire
1(t) est holomorphe dans U, on n’a aucun moyen de déterminer son comportement lorsque
plusieurs ¢; fusionnent, c’est-a-dire en les pseudo-chocs (qui nous sera pourtant utile). On
adopte donc une méthode qui, par un choix adéquat de la fonction p(t) et de la matrice
C, permet de transmettre les propriétés de réalité de la solution Yy(z,t) a la solution
Yoo(x,t). On obtient ainsi une expression de la fonction Fp(t) qui sera aussi utile pour
I’étude en les pseudo-chocs.

Lemme 4.3. Il existe une fonction holomorphe pg : U — C* et une matrice Cy € GL(2,R)
indépendante de t telles que
Vten™ po(t) e RY,

et que la solution fondamentale Yo(x,t) donnée par
Yo(x, t) = ,U,(](t)YOO(CC, t) . CO
définisse une surface minimale a bord polygonal de directions orientées D.

Démonstration. Par les propriétés de réalité du systeme Ap(z,t), pour tout t € 7™, la
solution fondamentale Y, (z,t) est a valeurs réelles dés que x €] — oo, ¢;[. Si, par souci
de simplicité, on choisit définitivement une position du repére de R3 telle que le polygone
initial P a son (n + 3)-iéme coté parallele au second axe de coordonnées (i.e. la direction
D, 13 est dirigée par é3), alors on a vu au chapitre 2 que la premiére ligne de la solution
fondamentale Yq(x,t) est réelle ou purement imaginaire dés que = €] — 0o, t1[. Quitte a
modifier la solution Yo(z,¢) en la multipliant par i, on en conclut donc que

Vten" u(t)C € GL(2,R).

En particulier, les éléments de la matrice C' ont tous le méme argument ; il existe donc
un nombre réel ¢ tel que la matrice e'?C' soit dans GL(2,R). On obtient donc le résultat
annoncé en posant Cpy := e?C et po(t) :== e ¥ pu(t). O

On obtient donc pour les rapports de longueurs :

tit1 9
[ E (Ylet) - Co) o
t;

T (t) =

/01 Ly (Yoo(z,t) - C’o)2 dx

(i=1,...,n).
Proposition 4.4. Soit un jeu de directions orientées D € D™. Il existe un ouvert simple-
ment connexe de l’ensemble B™ contenant ™ et contenu dans U, que l’on note encore U,

et une fonction Fp : U — C™ holomorphe dans U qui prolonge la fonction « rapports des
longueurs » Fp : ™ —]0,+o0[" :

ED‘Wn = FD-
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Démonstration. Soit i € {1,...,n + 1}. Considérons une matrice S; € SU(2) qui soit un
relevé d’une rotation envoyant la direction D; sur le second axe de coordonnées. Alors la
premiére ligne de la solution fondamentale Y (x,t)-S; constitue les données de Weierstrass
d’une surface minimale bordée par un polygone dont le i-eme c6té est parallele au second
axe de coordonnées. On a vu qu’alors cette premiere ligne est réelle ou purement imaginaire
lorsque = €]t;, t;11[. Considérons la solution fondamentale

Yl-(x,t) = Yoo(x,t) . CO . S@ = YQ(CE,t) . Sz (45)

1
fo(t)
La premiere ligne (g;(z,t),h;(z,t)) de la solution Y;(z,t) est donc également, vu le

lemme [A.3], réelle ou purement imaginaire lorsque = €Jt;,t;11[. Comme S; € SU(2), on
a pour tout t € " et tout x €|t;, ;11

Ly (Yoo(x’t) ’ 00)2 =L (Yoo(x7t) -Co - S@)Q
= & (g:(2, 1) + ha(2,1)?).

Le signe + ou — ne dépend pas de ¢, mais uniquement du c6té sur lequel on se place. Pour
t1=1,...,n, on a donc

tit1
/ (gi(x, t)2 + hi(z, t)2) dx
t;

Ant1(t
[ (a2 + b 0?) de - A0
ou pour tout ¢ =1,...,n 4+ 1, on a posé
tit1
Ni() = / (il ) + il 1)?) (4.7)
ti

On peut donc étendre la fonction Fp(t) a Pouvert U. En effet, quitte & diminuer 'ouvert
U, on supposer que pour tout ¢ dans U, pour tout ¢ = 1,...,n, les points t; (j # 4,7 + 1)
n’appartiennent pas au segment de droite limité par t; et t;51. On peut donc toujours
calculer les intégrales précédentes le long des segments joignant t; et ¢;4.1. Alors pour tout
teUona

1
Ai(t) = (i1 — tz’)/o (Qz‘(tz‘ + E(tivr — i), t)” + ha(ts + E(tir — tz‘)ﬂf)Q) d§.

Pour tout t € U, la fonction A,41(¢) n’est jamais nulle, vu que ceci forcerait les fonctions
gn+1(-,t) et hyy1(-,t) & étre identiquement nulles sur I'intervalle ]0, 1[.

Montrons que les fonctions A;(t) (i = 1,...,n + 1) sont holomorphes en un point
t0 € 7. D’apres le lemme A.2], comme la matrice C;CyS; est indépendante de ¢, la fonction

Gi(&,t) == gi (b + E(tins — 1), 1)% + Ry (ti + E(tip1 — 1), 1)?

est holomorphe en ¢ au point t = t pour tout ¢ fixé, 0 < & < 1, et donc il suffit de la
dominer par une fonction intégrable indépendante de ¢, pour tout ¢ dans un voisinage de
t0. Soit € > 0 tel que la boule

B. (") ={teC"|Vi=1,....n |t; —1}|<e}
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soit contenue dans 'ouvert U. On scinde I'intervalle d’intégration
Ai(t) = A7 () + A (1),

avec

N0 = —) [P Gle e et N (0=t 1) [ Grle e

Considérons la fonction A; (¢). Il faut choisir € tel que pour tout £ € 0, %] et pour tout

t € B, (to), la quantité £(t;41 — t;) soit contenue dans un disque centré en 0 de rayon 7;
indépendant de £ et de ¢ et qui ne contienne aucune des valeurs singulieres t; —¢;, j # 7. On
n’entre pas dans les détails de calculs; si on suppose que € < (t9+1 —t9/6 (i=1,...,n),
alors

=3

convient. Toujours par le lemme et parce que la matrice CoSiCi_l est indépendante de
t, les fonctions g;(x,t) et h;(x,t) sont au voisinage de = t; des combinaisons linéaires a
coefficients indépendants de t de fonctions de la forme

0; 0;
(.%'—ti)_7tpi(1'—ti,t) et (.%'—ti)lei(.%'—ti,t)

ou les fonctions ¢;(y,t) et 1;(y,t) sont holomorphes en t € U et en y tant que y # t; — t;
(j # 1). Ces fonctions ¢;(y,t) et 1;(y,t) sont donc bornées pour tout y tel que |y| < n; et
pour tout t € B, (to). 1l existe donc des constantes Ky, K1, K_1 > 0 telles que pour tout
¢ € [0, 3] et tout ¢ € B-(t°), on ait

Gi(&,8)| < Ko+ K_q|tig1 — ti| %679 + K|ty — t;]%¢%
< Ko+ K_1(2m)7%¢7% + Ky (2n;)%¢%.

On obtient donc que la fonction A; (t) est holomorphe au point t%. On procederait de
méme pour A\ (¢). La fonction Fp(t) est donc holomorphe en tout point du simplexe 7.
Elle est donc holomorphe dans un ouvert simplement connexe U de B" contenant 7", et
on appelle toujours U l'intersection U NU. ]

4.2 La démonstration par récurrence

4.2.1 La proposition fondamentale

D’apres la proposition 4], la fonction Fp : 7™ —]0, +00[™ est continue dans 7. Par
identification naturelle des simplexes 7" et |0, +oo[™ (identification que 'on va préciser
dans la suite), on obtient une fonction continue

Fp :]0,+00[™ =10, +00[ ™.

Pour montrer que la fonction Fp est surjective, on va montrer que la fonction Fp est de
degré 1, c’est-a-dire homotope a 'identité. Le point essentiel pour établir ce résultat est
I’étude du comportement de Fp au bord du simplexe n". On commence par établir la
proposition suivante, qui, une fois obtenu ce comportement, nous permettra de conclure
grace a un raisonnement par récurrence.
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Proposition 4.5. Soient un ensemble convexe et compact K de R™, et une fonction
continue f: K — K. Si f(OK) C 0K et si la fonction f‘aK : 0K — 0K est de degré 1,
alors la fonction f : K — K est de degré 1 dans K.

Démonstration. On commence par montrer cette proposition lorsque le convexe compact
K coincide avec la boule unité fermée B := B1(0) de R™ pour la norme euclidienne || - ||.
On procede par déformations homotopiques. Par hypothese, il existe une fonction continue

h:[0,1] x 0B — OB

telle que

h(07 ) = f|8B
h(1,) = idyg .

On va construire une fonction continue
H:[0,1]xB— B
telle que

H(0,) =idg

(4.8)
H(1,)=f.
On procede en deux étapes, suivant la valeur de ¢ (figure [A] ci-dessous). On définit tout
d’abord la fonction {-[(t, ) : B — B pourtfixé 0 <t < %, en faisant une rétractation
de f de B(0) dans B(0), puis en la transformant au bord par la fonction h pour obtenir
I'identité.

0<t<

N[

DO
IN
~
IN
—_

FIGURE 4.1 — La fonction H(t,-) suivant la valeur de ¢.



96 CHAPITRE 4. RAPPORTS DE LONGUEURS DES COTES

Plus précisément, on pose

Vo € B(0) H(t,x) =tf (%)

Vo € BQt(O) N Bt(o) H(t,x) - Hx” h (@ -b ”z—H)

Vo € BN\ By(0) H(t,z) = .

De méme, pour % <t <1, on se contente de grossir et de tronquer le cas précédent :

Vr e B(0) H(t,z)=tf <%>

vz e B Bi(0) H(t.z)=|z|h <@ _1, ﬁ) .

La fonction H vérifie la condition (&8) et est continue en tout point de [0, 1] x B~ {(0,0)}.
Pour vérifier qu’elle est continue au point (0,0) et que H(0,0) = 0, il suffit de remarquer
que pour tout 0 <t < %, on a

Vo€ By(0) |H(t,z)| <t
Vz € By (0) \ Bi(0) [[H(t, 2)|| < [|]-

Dans le cas général, lorsque le convexe compact K est quelconque, il existe un homéo-
morphisme ¢ : K — B qui envoie le bord de K sur la sphére dB. Alors en appliquant le
résultat qu’on vient d’établir a la fonction

gi=¢ofoyp':B—B,

on obtient que la fonction f est de degré 1. O

On va montrer que la fonction Fp s'étend continiment au bord de 10, 4+00[™ et que

Fp (8(]0,400[™)) € 8(]0, +00[™). On procedera par récurrence pour obtenir que la fonc-
tion
Py g4y + 010, +00[™) > 010, +00[ ™)

est de degré 1. Commengons par compactifier les simplexes 7™ et |0, +oo[™ dans R" =
(RU {—00,400})" et par expliciter leur bord et la maniére de les identifier. On écrit

10, +oo[" ={(21,...,2n) ER" |0 < zp < Tp_1 +2p < -+ <21+ + 2, < +00}
={(z1,...,2n) €ER" | 0 < sp(x) < -+ < 51(x) < 400}

ouonaposépouri=1,...,n
si(x) =ai+ -+,
et so(z) = +00, Spy1(x) = 0. Les adhérences sont données par

T ={teR"| —co<t; < <1, <0}

10, +o00[™ = [0,—1—00]":{366@” |0 < sp(z) < - < s1(x) <+oo}.
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Les bords 7™ et 9(]0,+o00[™) sont constitués de simplexes de dimensions 0 & n — 1. On
paramétre ces simplexes de la fagon suivante. Soit A := {0, 1}**1 < {(0,...,0),(1,...,1)}.

On note § = (do,...,0,) les éléments de A. On a la réunion disjointe de simplexes
on" = |_| Po,
JSPAN
avec

P5:{(t1,...,tn) enn ‘ V’L:O,,Tl ti:ti—i—l <:>(52 :0}
ou on note t,y1 =0 et tg = t,13 = —oo. Pour tout § € A, on a un isomorphisme naturel
Vs - PO — 7l

ou la dimension du simplexe est donnée par

6] => "6 — 1.
=0

Cet isomorphisme est obtenu en «enlevant» les composantes ¢; telles que §; = 0 (i =
1,...,n) et celles qui valent —oo. De méme

010, +o0[") = || B,
dEA
avec
R} = {(z1,...,2,) €[0,400]"™ | Vi=0,...,n sit1(x) = si(z) < §; =0}.
On a également les isomorphismes
Ys : R =10, 400[ 19,

De méme, on note D? € DIl e jeu de directions orientées obtenu a partir de D € D" en

«enlevanty les directions orientées D; telles que §; =0 (¢ = 0,...,n). Les deux directions

orientées D, 11 et D, 9 ne peuvent donc jamais disparaitre. Grace a la définition de

I'ensemble D™, on voit que le jeu de directions orientées D? appartient bien & DI°l. Alors
Fps : 7% =10, 400[ 9.

Le but des sections suivantes va étre d’établir la proposition fondamentale :

Proposition 4.6. Pour tout § € A, la fonction « rapport des longueurs » Fp(t) associée
a un jeu de direction D € D™ s’étend continiment d la face PO de 7" et

Fp|ps = ¥5 ' o Fps 0 ¢5. (4.9)

Pour tout n € N*, on considére un homéomorphisme
®,, 110, +oo[" — 7"
tel que pour tout § € A on ait
®, (R) = P,

On pose alors _ N
Fp:=Fpo®,, FD]0,+OO[n—>]0,+OO[n

Etant donné les propositions et EL0, pour montrer que la fonction Fp est de degré 1,
on va faire une récurrence forte, et la bonne hypotheése est :
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Hypothése de récurrence au rang n : pour tout £k = 1,...,n, pour tout jeu de
directions orientées D € D* la fonction

ﬁD:FDO@k, ﬁD:]O,—i-OO[k—)]O,—FOO[k
est de degré 1.

Pour tout 6 € A, comme |0] < n, on obtient ainsi, grace & 'hypotheése de récurrence au
rang n — 1, que FD’Ré : R® — RY est de degré 1, et on a donc

Pl ooy : 0010, +50[") = 210, +00[ ")
est de degré 1. Par la proposition L5 on peut alors en conclure que la fonction Fp -
10, +00][™ —1]0, +00[ ™ est de degré 1, et ’hérédité de la récurrence est établie.

4.2.2 Le cas du quadrilatéere (n = 1)

L’initialisation de la récurrence au rang n = 1 est immédiate a partir de la proposi-
tion Dans ce cas, pour tout D = (Dy, Dy, D1, Dy) € D', la fonction « rapport des
longueurs »

Fp :] —00,0[—]0,+00]

est le rapport de la longueur du premier coté (de direction D;) sur la longueur du deuxiéme
(de direction Dy). Ici, A = {61,82} avec & = {0,1} et dy = {1,0}, et P = {—o0},
RO = {+00}, P®2 = {0} et R® = {0}. La proposition nous donne donc ce & quoi on
pouvait raisonnablement s’attendre :

2ltg%FD(t) =0 et tl}r_noo Fp(t) = +oo.

On peut choisir
® :]0,+o0[ =] —00,0[, P1(t) =—t
c’est-a-dire N N
FD :]0,+OO[—>]0,+OO[, FD(t) :FD(—t).

On en déduit donc que la fonction Fp est de degré 1 (cas particulier évident de la dimension
1 de la proposition EL.5]).

On représente a la figure les variations lorsque t — —oo et ¢ — 0 du quadrilatere
Pp(t) défini par le jeu de directions orientées D, et pour lequel le probleme de Plateau
admet une solution. On note a; = X(t), ap = X(0), a1 = X(1) et aoe = X (00) les
sommets de ce quadrilatere. Les sommets ag et a; ne peuvent pas disparaitre au cours de
la déformation. Comme les quadrilateres (Pp(t),t € ] — 0o, 0[) sont définis & translation et
homothétie de rapport positif pres, et comme la direction Dy est fixée, on peut supposer
que la position des sommets ag et aq est fixe.

Aux cas limites, lorsque t = —oo ou t = 0, les données de Weierstrass d’une surface
minimale limitée par un triangle ayant un sommet en l'infini sont des solutions d’une
équation hypergéométrique.

Remarque 4.7. Si les directions orientées Do, Dy et Dy sont dans un méme plan, et si la
direction D1 n’appartient pas ce plan, alors ces directions ne sont pas les directions d’un
quadrilatére de R?, et il n’existe aucune valeur de ¢ pour laquelle le quadrilatére Pp(t) « se
referme ». Par contre, suivant ’orientation des directions Dy, Dy et Dy, il peut exister une
valeur de t telle que la demi-droite (a;(t),—Ds,) passe par le sommet a;(t) (qui devient
donc aussi le sommet a(t)) : on obtient un triangle de R3.
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oo —0<t<0
Dq o
Dy
D,
Dy
DO DO
ap ai ap
t=20 t=—00

FIGURE 4.2 — Déformation du quadrilatere défini par un jeu de directions orientées

4.2.3 Le changement de variables

On va détailler uniquement le cas des faces P° ot 6 = (1,...,1,0,...,0) : on fixe un
entier p, 1 < p < n, et on étudie la fonction Fp(t) lorsque t,,tpt1,...,t, tendent vers
tnt1 = 0, les autres variables ¢1,...,t,_1 demeurant a distance mutuelle supérieure a un
réel strictement positif. De maniére générale, on va noter par « les indices prenant les
valeurs 1,...,p—1,n+ 2, et par 8 ceux variant entre p et n + 1. Pour tout ¢ € B", on fait
le changement de variables suivant

t
T = tp, Vg 1= ?ﬁ (p<p<n+1l), (4.10)
et on note t’ = (t1,...,tp—1) et v = (1,p41,...,Vy). Par abus de notation, on identifiera v
et (Vp41,...,vpn). En particulier, on dira que v € B" 7P pour signifier que (vpy1,...,0,) €
B"7P. Alors
t=(t,7-v).

At € B 1et v e B" P fixés, le n-uplet (¢, 7-v) est dans B” dés que |7| est suffisamment
petit. On définit 'image V' de l'ouvert U par le changement de variables

Vi={{,v,r)eC"| (',T-v)eU}. (4.11)
Dans le cas réel, c’est-a-dire lorsque la variable ¢ est dans le simplexe 7™, la variable ¢’ est
dans P71 et la variable v est dans le simplexe 77~ P défini par

7k = {(Vl,...,yk)eRk]0<1/k<---<1/1<1}.

aq
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On consideére un voisinage simplement connexe U’ du simplexe 77~! contenu dans BP~!,
et un voisinage simplement connexe U du simplexe 7P contenu dans B" 7P tels que pour
tout (#,v) € U’ x U, il existe 7 € C* tel que le n-uplet (¢, v,7) soit dans 'ensemble V.
On suppose de plus que 'ouvert U est borné : ceci est possible puisque le simplexe 7"~P
Iest.

La proposition suivante rassemble les résultats que I’on va établir dans les deux sections
suivantes. Elle donne le comportement de la fonction Fp en les variables (¢, v, 7) aux points
(t°,1°,0), avec (t°,°) € U’ xU. Comme on va étudier le comportement de la fonction Fp
en chacune des variables t/, v et T séparemment, on utilisera pour conclure le théoréme de
Panalyticité séparée d’Hartogs. C’est pourquoi on a eu besoin d’étendre la fonction Fp(t)
a l'ouvert U. On verra ensuite que cette proposition nous permet de déduire la continuité
de Fp en la variable ¢ en les points du bord du simplexe 7".

Proposition 4.8. Soient un jeu de directions orientées D € D" et un entierp, 1 < p < n.
Soient D' € DP~! le jeu de directions orientées défini par

D/ - (D17' .. 7Dp—17Dn+17Dn+27Dn+3)7

et o la mesure de l’angle entre les directions orientées Dy_1 et Dy 1 telle que 0 < o < 1.
Soit un ouvert Q' de U’ tel que pour tout o = 1,...,p—1, sa projection QL sur la a-iéme
coordonnée vérifie

dist(€2,,0) > 0.

Alors il existe € > 0 tel que pour tout secteur S, = {T € C | 0 < |7| <e, |argT| < ¢}, le
produit cartésien
Q' xU xS

est contenu dans V et que dans ce produit la fonction Fp (t',7 - v) vérifie
Fp(t,7-v)=H (t/, v, 70,717‘7) ,

ot H(t',v,u,v) est une fonction holomorphe en (t',v,u,v) au voisinage chacun des points
(t°,1°,0,0), avec t" € ' et 1’ € U.
De plus, pour tout (t',v) e U' x U, on a

lim Fp, (t',7-v) = (Ep () ,0...,0).

T—=0"

Remarque 4.9. On procederait de méme pour les autres faces du simplexe 7", et on
obtiendrait des résultats analogues, en faisant des changements de variables adaptés, par
exemple :

t:(tl,...,tp_l,T—i—tq,...,Tl/q_l—i—tq,tq,...,tn), 7T—0

t= (th...,tp_17T+tp+1,tp+1,...,tq_l,TV+tq+1,tq+1,...,tn), T—0
141 1

t=1{— ..., = lp,osln ), T — 0.
T T

La proposition 4.8 permet d’établir la proposition fondamentale
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Démonstration de la proposition [{.6. Pour montrer que la fonction Fp(t) s'étend conti-
ntiment en chacune des faces P° du bord de 7™, on va procéder par récurrence sur la
codimension n — 6| de P°.

Soit une « hyper-face » P® de ", c’est-a-dire telle qu'il existe un entier p € {0,...,n}
vérifiant 6, = 0 et §; = 1 pour tout ¢ # p. Soit t0 un point de P?. Alors tg = t2+1' Dans ce

cas, le changement de variables adapté est
- 0 A
T =1ty — thrl’ t = (ti)lﬁiﬁm i#p:

Alors une variante adaptée au point t° de la proposition .8 nous assure que la fonction
Fp(t, T+7fg+1) est holomorphe en (¢, 77, 7179) au point ' = #"°, 7 = 0, et on obtient donc
que la fonction Fp(t) est continue en t°.

Supposons que la fonction Fp(t) se prolonge continliment & toutes les faces de codimen-
sion inférieure ou égale & ¢ — 1. Soit t° un point d’une face P? de codimension n — |8 = q.
Pour simplifier I’écriture de la démonstration, on va supposer encore 6 = (1,...,1,0,...,0),
c’est-a-dire t° = (¢°,0,...,0), avec " € 7P~ et p = |§|+1 = n—q+1. Soit K’ un compact
de 771 tel que t"° soit & I'intérieur de K’. Alors, par la proposition d.8] on sait qu’il existe
e > 0 tel que pour tous t’ € K/, v € 7P, —e < 7 < 0, on ait

Fp({t',7-v)=H (t', v, 7"7,7'17‘7)
= (Fp/ (t'),0...,0) + 77H, (t’, v, 7'(’,7'1_‘7) + 717 H, (t/, v, TU,Tl_U)

ou les fonctions H;(t', v, u,v) ont les mémes propriétés que la fonction H. Par 'hypothese
de récurrence, étant donné que la codimension des faces de 7P est inférieure ou égale a
n—p = q—1, la fonction Fp(t', 7-v) se prolonge continliment en tous les points t = (', 7-v)
tels que

teK', veor" P, —e<71<0.

)

La fonction H(t',v, 77,7 est donc continue dans le compact

K' x 7P x [—¢,0].

On en conclut donc qu’il existe deux constantes Cq, Cy > 0 telles que pour tout (¥,v,7)
dans ce compact, on ait

HHZ (t’, v, 70,7'1*")

‘ <
(i =1,2). Et donc
HFD (', 7-v)— (Fp (t) ,0...,0)” < Cy|T]7 + Cg]T\l_U.

L’ensemble {t = (¥, t,,...,t,) € 7" | t' € K', —¢ < t, < 0} est bien un voisinage de t° dans
™, et pour tout ¢ dans cet ensemble, on a

|Eo@®) = (For (#°),0...,0)| < [F(t) = (For (¢) 0., 0)]|
+ H(FD’ (#),0...,0) = (Fp (1°) ,0...,0)”

< Oty + Colty|' ™7 + Co ||t/ — ¢

9

ou la derniére inégalité provient du fait que la fonction Fp/(t') est lipschitzienne dans le
compact K'. La fonction Fp(t) est donc bien continue au point ¢°. O
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4.3 Les pseudo-chocs

Dans cette section, on rappelle des résultats connus sur le comportement du systeme
de Schlesinger au voisinage des singularités que Garnier appelle «pseudo-chocs », c’est-a-
dire lorsque plusieurs ¢; viennent se confondre. On ne se limite pas ici au cas réel, ni aux
systémes fuchsiens dont la monodromie vérifie une condition du type (Z&I]). Ces résultats
sont une partie connue du travail de Garnier. Ils ont été modernisés et approfondis par M.
Sato, T. Miwa et M. Jimbo dans [SM.J79]. On les adapte a la situation qui nous intéresse :
le but de cette section est d’obtenir la dépendance en 7 de la fonction Fp(t', 7-v) au point
7 = 0. On donne & l'annexe [Al les démonstrations des principaux résultats de [SM.J79]
et [Jim82] que l'on va utiliser, et on établit dans ce chapitre uniquement les propriétés
nouvelles dont on a besoin.

On considére une famille isomonodromique de systémes fuchsiens non résonnants et
normalisés en l'infini

dy U2 At
— = A(x,1)Y, ou A(x,t) = i)
dx Pl t;
ou les matrices (A1(t),...,An42(t)) sont solutions du systéme de Schlesinger (L20]). On
suppose, ce qui n’est pas restrictif, que les matrices A;(t) (i = 1,...,n + 2) sont a trace
nulle. On note
bi b
27 2

les valeurs propres de la matrice A;(t), qui sont constantes, ainsi que

n+2 o 1 0
A ==Y Ai(t) = o 1)
i=1

On fixe un entier p, 1 < p < n, et on étudie le comportement des matrices A;(t) lorsque
tp,...,t, tendent vers 0, les autres variables t1,...,t,_1 demeurant a distance mutuelle
supérieure & un nombre strictement positif. On fait le changement de variables (£I0]). Le
systéme précédent s’écrit alors

dy ZAa(t’,T-V)JFZAﬁ(t',T'V) v, (4.12)

dr T —t, 5 T —TUg

Dans cette section (a exception de la proposition I3]), on va supposer les variables
(t',v) € BP~1 x B"7P fixées. On pose
r=min{|ts|, a=1,...,p—1,n+2} >0,
R =max {|vg|, f=p,...,n} > 1.

(4.13)

Dés que |7| < r/R, le n-uplet (¢, 7-v) est dans B". En fixant (¢, ), on va donc pour chaque
valeur t" de ¢, limiter I’étude le long de toute droite passant par le point (¢°,0,...,0)
et contenue dans le sous-espace ' = t/°. Ces droites sont paramétrées par la variable
v. Quand il n’y a pas d’ambiguité, on ne note plus la dépendance en t' et en v. Les
transformations isomonodromiques de parameétre 7 du systéme ({I2]) sont données par le
systeme de Schlesinger restreint :

Do 5 T a5(r), Aua(r)]
Cooe T (4.14)
T T A A+ T ) As(o)
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4.3.1 Les solutions du systéme de Schlesinger

On étudie le comportement des solutions du systéme de Schlesinger restreint (Z.14])
lorsque 7 tend vers 0. Ceci nous permettra ensuite d’en déduire celui des solutions du
systeme fuchsien (£I2)). Le théoreéme suivant est établi par Garnier dans [Gar26] quand
p = n, et dans [Gar28| dans le cas réel pour p quelconque. Il est repris et généralisé
dans [SMJ79], en particulier aux autres changements de variables de la remarque et
aux systemes de dimension quelconque.

Théoréme 4.10. Soient AY (o = 1,...,p — 1,n + 2) et A% B =p,...,n+1) des

matrices constantes dont les valeurs propres sont respectivement (—9—0‘ 9—“) et ( b 0—5).

2772 T2 72
Z Ag + Z A% = — A
a B
et que les valeurs propres et —u de la matrice

A::%:A%

On suppose de plus que

vérifient : 0 < 2R(p) < 1. On note 0 = 2R(u). Soient o1 et K deux constantes telles que
oc<o <1 et |A)| < K, |A}| < K.

Alors il existe € > 0 tel que dans tout secteur S; , = {T € C |0 < |7| <e, |arg7| < ¢},
il existe une unique solution Ay(7) (v =1,...,p—1,n+2), Ag(t) (B=p,...,n+1) du
systeme ([LI4) vérifiant :

| Aa(r) — AQ| < K717,

4.15
[r A Ag(r)r — Y| < K|, )

On donne la démonstration du théoréme (4.I0]) & 'annexe [Al La proposition suivante,
qui n’est pas dans [SMJ79], se déduit aisément de cette démonstration. On pose

An (1) = 772 A (1)
Ag(T) = TﬁAAB(T)TA.

Proposition 4.11. Les matrices Ay (7) et Ag(T) du théoréme[{.10, ainsi que les matrices

An(7) et EB(T) vérifient dans tout secteur S; ,, ot € > 0 est donné au théoreme [{.10, les
propriétés suivantes

An(1) — AY = 7177H (79 7179) (4.16)

7 (Aalr) = AQ) 7 = T, 710 (4.17)
T M Ag(T)Th — A% = 717H (77, 179) (4.18)
Ag(1) = T OH (17, T179) (4.19)

ot H(u,v) désigne toute fonction holomorphe en (u,v) dans un voisinage du point (0,0)
contenu dans C2.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que la propriété (AI9]) est une conséquence

immédiate de (@IR)), puisque si une matrice A(7) est holomorphe en 77, 7177 alors on a

T A(T)TN = 1TOH (0, TO).

A la démonstration du théoréme EI0, qui se trouve & 'annexe [l on construit la
solution A, (7) et Ag(7T) du systeme (I4]) par intégrations successives. On rappelle cette
construction. Il faut récrire le systéme de Schlesinger restreint (£I4]) avec les matrices
Ao(m) (a=1,....p—1,n+2), /IB(T) (6=p,...,n+1) comme inconnues :

% = Z Y {TAgg(T)T_A,Aa(T)}
B

TVg — Lo

s = Z Y {TﬁAAa(T)TA, gﬁ(T)}

dr —~ TUg — tq
+% %: (A (7) — A% ), As(7)] -
On construit la solution recherchée en procédant par itération. On pose
AP =4, A= 45,

et pour tout entier naturel k, on définit les matrices AP (1) et ﬁgg) (1) a partir de Ak (1)
et E(Bk_l)(T) par :

k) 0 A F(k—1) —A q(k—1

A( A + E / vy — ta Aﬁ (S)S ,A((X )(5)} ds
(k —A f(k—1) A F(k=1)

Ag + E / -~ —t Ay (s)s7, A (5)} ds

+ %/0 B Aﬁfl)(s) — AO/) ,gggfl)(s)} ds.

Les intégrales sont calculées le long du segment joignant 0 et 7 :
{s=re™ |0<r<|r|, ¢ =argT}.

On a montré ensuite par récurrence que les matrices AP (1) et ﬁ(ﬁk) (1) sont bien définies
et qu’elles convergent uniformément dans tout secteur S ,, ou € est bien choisi. Leurs
limites constituent la solution recherchée. Pour montrer la proposition[4.11], il suffit donc de

montrer que les matrices A% (1) et A(ﬁk) (7) vérifient pour tout k les propriétés (A16l), (ZI7)
et (ZI8).

On procede également par récurrence. L’initialisation est immédiate. Si les matrices
A((kal)(T) et Aggfl)(T) vérifient les propriétés (AI6]) et (AI8]), alors on voit que les matrices

Aff)(r) et Ag) (7) sont obtenues par I'intégration de fonctions de la forme
TTOH (T, T,
Elles sont donc elles-mémes de la forme

7_1—07_[(7_07 T1—0)7
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i.e. les matrices A% (1) et A(Bk)(T) vérifient les propriétés (L16]) et (£I8). Elles vérifient
également la propriété ([ELIT), étant donné qu’on a

B T v S\A ~ s\ A _ _
A (Aa(T) —Ag) ™= ;/0 781/56%4 [<;> Agg 1)(5) <;) 7 AAED ()78 | ds.

La propriété ([@IT) est donc une conséquence de ([LI6) et (LIS]). O

Garnier [Gar26] établit le résultat suivant, qui ne figure pas sous une forme aussi
générale dans [SM.J79].

Proposition 4.12. Toute solution Ay(7) (e =1,...,p—1,n+2), Ag(T) (B =p,...,n,n+
1) du systéeme de Schlesinger restreint (L14) admet une limite quand T — 0 au sens

de ([@I5).

Je ne donne pas la démonstration (compliquée) de Garnier. Comme on se limite au cas
des systemes de taille 2 x 2, cas ou le probleme de Riemann—Hilbert admet toujours une
solution, on déduira aisément cette proposition de la proposition .15l c’est-a-dire de la
monodromie des systemes fuchsiens associés a chaque solution du systeme de Schlesinger
restreint (L.I4]). On n’utilisera la proposition qu’a la section suivante.

On donne & présent la dépendance en t' et en v au voisinage de 7 = 0 des matrices
Ao (t',7-v) et Ag(t',7-v). On sait déja que lorsque 7 # 0, ces matrices sont méromorphes
en t’ et en v tant que la variable t = (¢, 7-v) reste dans B" (par la propriété de Painlevé).
La proposition suivante permet d’étendre ce résultat aux matrices

A% = A%t v)
AY = A%(t/, v)
A=A, v).
Sa démonstration est donnée & ’annexe [Al

Proposition 4.13. Les matrices A% (t',v) (a = 1,...,p—1,n+2) et A(¥',v) sont solutions
du systeme de Schlesinger suivant

dA, =Y [A,, AL]dlog(ta — to)

o #a
d,A, =0
ot on a posé A% (t',v) = A(t',v), et ou d' désigne la différentiation par rapport a
t'=(t1,...,tp—1) et dy la différentiation par rapport & v = (Vps1,...,Vn).

Les matrices AS(t',v) (. = 1,....,p—1,n+2) et A%(t/,y) B =mp,...,n+1) sont
solutions du systeme

p—1
@AY ==Y A5, A0 d log(ta)

a=1 .
d, A% =3 A, AY] d, log(vs — V)
B'#8

En particulier, les matrices A% (t/,v) et A(t/, ) sont indépendantes de v et sont solutions
du systeme de Schlesinger (L20]) de dimension p — 1.
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4.3.2 Les solutions du systéme fuchsien

Pour toute matice fondamentale de solutions Y (z,7) du systeme (LIZ), la matrice
Y(y,7) = 7MY (ry,7) est une matrice fondamentale de solutions du systéme fuchsien
non résonnant

dy -~
—=A Y, 4.20
& = Ay, (420)

ol la matrice A(y,7) est définie par

ﬁ(y,T):Z t +Z

« y_—

= VB (T_AA(Ty, T)TA) )

Le systéme (£20) n’est pas normalisé en 'infini.

Proposition 4.14. (i) La solution fondamentale Y oo(z,7) normalisée en linfini du
systéeme ([EI2) est holomorphe en 77, TV au point T = 0 pour tout x # 0 fizé. Sa

limite lir% Y oo(x,7) existe donc et est solution du systéme fuchsien
T—

dy A0 A
-E:<Zx_t+;yi (4.21)

(i) La solution fondamentale Y (y,7) = 7 AYoo(ry,7) du systéme (E20) est holo-
morphe en 7, TV au point T = 0 pour tout y € C fizé. Sa limite lir%Y(y,T)
T—

existe donc et est solution du systeme fuchsien

dy Af
TS

g Y—ve

Y. (4.22)

Démonstration. On ne montre que lassertion (ii); l'assertion (i) se montre de la méme
maniére. On calcule la dérivée de la matrice Y(y,7) par rapport & 7, pour y fixé. On
suppose que |7| < r/|y|. Sachant que

0
 Yoo(T,t) = ———F Yoo(z,t),
o, (z,t) pra—y (z,t)

(lemme [[.29)), on trouve

d
_Yoo (Tya )

4 VA(ry.7) ~ ZM) Vaol73,7)

5 TY TV

yZ

Ty—t

/N~

25 ) 7).

Et comme Ay = — ZAQ(T) -

=[]

Ag(T) = — Z A% — A, on obtient

o Ty—ta

. Ag (P -
¥y :<——ZT‘A( Ay Y T AT )Y(w>,
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c’est-a-dire, vu (4.I7))
d

v _ -0 o _1-0)\~w
EY(yaT) =7 "H (y7T y T ) Y(y7T)7

ou H(y,u,v) désigne une fonction holomorphe au voisinage de (yp,0,0) pour tout yy € C.
On en conclut donc qu’il existe une matrice

Qly,7) =1+ N, (y,T”,Tlf") ,

ou la fonction H; a les mémes propriétés que H, et une matrice \?O(y) indépendante de T
telles que

Y(y,7) = Qy, 7)Y (y)-
Il ne reste donc qu’a prouver que la matrice ?O(y) est solution du systeme fuch-
sien (A22)). Pour cela, il suffit de vérifier que la matrice

Ay = 2 20 5 A5

a y— B Yy—vg
T
tend en 7 = 0 vers la matrice
AO
>
gy
Ceci est évident, étant donné que la matrice
Z M = 7'170 Z M
-

tend vers la matrice nulle par l'assertion ([@I7) de la proposition LTIl Pour la deuxiéme
partie de I'assertion (i), on aurait montré de méme que la matrice

A(CE,’T) — Z AQ(T) + Z AB(T)

T —ty T —TUg

tend en 7 = 0 vers la matrice

en remarquant que

PR g ZM

5 T—TVg T z(r — TVp)
_ 1 Ao 5 LT Ag(7)
B x(A +ZA >+ Z z(x —Tvg)

O

Le systéeme fuchsien ([A2]]) est non résonnant et normalisé en l'infini, étant donné que

S AL A=Y AL DAY = A
a a B
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Soit Y9, () sa matrice fondamentale de solutions normalisée en I'infini. Comme 0 < o < 1,
le comportement local de Y () au voisinage des singularités du systeme (E21)) est donné
par

Yo (2) = (S0 + Oz — ta)) (@ = ta)= - CY z =ty
= (I + O(x)) 2™ - C° z—0 (4.23)
(o) s

ol les matrices S0, C2 et C” sont inversibles, les matrices L, désignent comme précédem-
ment les diagonalisées de A, (7) (et donc aussi de A%) et Lo, = An. Le systéme (Z22)
n’est pas normalisé en 'infini, puisque la matrice A n’est pas diagonale, mais il existe de
méme une unique matrice fondamentale de solutions ?go(y) dont le comportement local
est donné par

Y5.(y) = (S5 + Oy — vs)) (y — vp) ™ - CY y—vg (4.24)

= (b+o(y )y y — 00
avec gg, ég € GL(2,C). La proposition suivante se trouve dans [Jim82]. On ne donne pas
sa démonstration, qui procede des méme méthodes que celle du théoreme A I0L

Proposition 4.15. On «a

lin%] Yoolz,7) = Ygo(x), lim TﬁAYoo(Ty, T) = ?go(y) -,
T—>

7—0

De plus, pour T # 0, le comportement local de la matrice fondamentale Y oo (x,T) est donné
par

Yoo(@,7) = (Sa(r) + Oz — ta)) (x — ta)" - C3 T = to
= (Sp(r) + O — 7v3) ) (& — Tw3)" - C§ - C° z — TV (4.25)
~(n0 (7)) o

ot les matrices So(T) et gg(T) sont inversibles, et les matrices CV, CO et ég sont définies
ci-dessus.

La proposition [4.15] nous permet d’établir simplement la proposition [4.12]

Démonstration de la proposition [{.12. Soit une solution quelconque A, (7) (. =1,...,p—
1,n+2), Ag(t) (B =p,...,n,n+1) du systeme de Schlesinger restreint (LI4) telle que la
somme >, Aa(7) + 325 Ag(7) soit constante et diagonale. Soit Yoo (z,7) I'unique solution
fondamentale normalisée en 'infini du systéeme fuchsien (£I2]) défini par les matrices A, (7)
et Ag(r). Cette solution est M-invariante. Il existe donc des matrices inversibles C°, C9
et 6’8 indépendantes de 7 telles que le comportement local de la solution Y (z,7) soit
donné par (£.25]). On définit la matrice A de maniére a ce que les problémes de Riemann—

Hilbert (£23]) et (£24]) vérifient bien
Moo (Y%) - (CO) 1m0 M, (YS,) - My (Y,) = b,

ot 2N M (Y2 -+ 0, (VL) = I,
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et que les valeurs propres de A soit opposées : et —u et vérifient 0 < 2R(u) < 1. Les
deux conditions précédentes sont équivalentes par la relation

M43 (YOO) - My (YOO) = Ip.

Alors, comme on considére des systémes de taille 2 x 2, on sait que les problemes de
Riemann-Hilbert (23] et (£24) admettent respectivement d'uniques solutions YY (2)
et YO (y). On définit les matrices constantes AY (a = 1,....p — 1,n + 2), A% (B =

p....,n,n + 1) respectivement associées aux solutions Y (z) et YO (y). Par le théo-
réme E10, ces matrices AY, A% sont les conditions initiales au sens de (£I5]) d’une unique
solution du systéme de Schlesinger restreint (£I4]). Cette solution est nécessairement la

solution A,(7), Ag(7r) par unicité de la matrice Yoo(x,7) satisfaisant le probleme de

Riemann—Hilbert (4.25]). O

4.4 Le cas réel

On considére a présent la limite d’une famille isomodromique de systémes fuchsiens
(Ap(t),t € U), associée a un jeu de directions orientées D € D™ et décrite par le systéme
de Schlesinger, c’est-a-dire une famille de I’ensemble A7,. L’ouvert simplement connexe U
est un voisinage contenu dans B" du simplexe 7"

Wn:{(t177tn)€Rn‘t1<<tn<0},

tel que la solution du systeéme de Schlesinger (Ap1(t),..., Apn+2(t)) correspondant a
cette famille est holomorphe dans U. D’apres la proposition E12] cette solution admet
une limite

A%,a(tl) (Oé: 1?"'ap_1an+2)a A%,ﬁ(tlay) (5:]),7”_{_1)

au sens de ([ALIH]) lorsque 7 tend vers 0. D’apres la proposition [£13] les matrices A(l]), ()
(a=1,...,p—1,n+2) et A(t') (' € U’) sont solutions du systéme de Schlesinger de
dimension p — 1.

D’apres la propostion .14] pour chaque valeur de (¥',v) € U’ x U , le systeme fuchsien
Ap(t',7 - v) tend lorsque 7 tend vers 0 vers le systéme fuchsien limite indépendant de v

suivant
04/ /
- (o2, A0y (A(t)

T —ta

La famille de systémes fuchsiens limites (AY,(¢),¢' € U’) est donc isomonodromique et
décrite par le systéme de Schlesinger. Les systémes Agit’ ) sont non résonnants. Pour tout

a=1,...,p—1,n+ 2, les valeurs propres de la matice AEI o(t') sont indépendantes de ¢/
et valent

0o ba

27 2

et les valeurs propres de la matrice A(#') sont —pu et i, avec o = 2R(p). Les systémes|AY, (/)
sont normalisés en 'infini et ils ont la méme normalisation que les systémes Ap(t).

Lemme 4.16. Soient un jeu de directions orientées D € D™ et un entier p, 1 < p < n.

La famille isomodromique
@] ¢ < )
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-1 | . ., ) L
est contenue dans Uensemble A}~ des systémes fuchsiens associés au jeu de directions
orientées D' € DP~L défini par

D,:(D17"'7Dp—17Dn+17Dn+27Dn+3)7 (426)
On note donc le systéeme A% (') par Ap/(t').

De plus, la fonction « rapports des longueurs » Fpi(t') = (ri(t'),...,r,_1(t')) associée
au jeu de directions orientées D' € DP~! est donnée par

tat1 2
/ " L1 (Ygo(x, t/) . C(]) dx
125

T:x(t,) = 1 5
/ Ly (Ygo(x,t’) : Co) dx
0

(4.27)

(. =1,...,p—1), ou la solution fondamentale YO (x,t') est la solution normalisée en
Vinfini du systéme Ap/(t') et la matrice Cy est définie au lemme [{.3

Démonstration. Pour la premiére partie du lemme, il suffit de vérifier que la monodromie
du systeme [A} (/)] est engendrée par les matrices MC définies par

MO .= M, = D,D_*, (a=1,....,p—1,n+2,n+3)

«

et
0 ._ -1
M 1= Dn+1Dp71.

n

Par la proposition 415l pour tout a = 1,...,p — 1,n + 2, les monodromies des solutions
fondamentales Yo (z,7) et YO (7) autour de la singularité ¢, sont les mémes :

Mo (Y%) = €Y el = My, (Yoo)
et donc, vu lexpression (L1]) et le lemme [£3]
M, (Ygo) = CoM,C; ' = CoDL D Cit.
De méme, en t,13 = o0 :
My, (Ygo) — ¥l — C4D, 43D, L,Co

Il ne reste plus qu’a déterminer la monodromie autour de la singularité ¢,.1 =0 :

Mg (Y%) = (Myor (Y0) -+ 21 (Y2) My (YR) Mo (YA ))

-1
= (CoDp-1D 23Dy 2+ D1 Cy )
= CoDn1 D, 1 Cy
On a donc montré que pour tout a=1,...,p—1,n+1,n+2,n+3,0n a
M, (YS) = CoMOCy!

ou la matrice de conjugaison Cj est la méme qu’entre les matrices M; (Y ) et les matrices
M;. Grace a cela, en procédant exactement comme & la démonstration du lemme [£3], on
obtient I'expression (4.27]) des rapports 77, (¢'). O
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On déduit en particulier de ce lemme que les valeurs propres de la matrice A(t") sont

réelles et valent
o o

232
ou o est la mesure de I’angle entre les directions orientées D,_1 et D, telle que

0<o<l1.

Quitte & diminuer I'ouvert simplement connexe U’, on peut supposer grace a la pro-
position B.I5] que les matrices A%7 o(t') et A(t") sont holomorphes dans U’.

Lemme 4.17. Soient un jeu de directions orientées D € D" et un entier p, 1 < p < n.
Pour tout (t',v) € U’ x U fixé, il existe € > 0 tel que le prolongement de la fonction
« rapports des longueurs » Fp(t',7-v) soit holomorphe en 7°, 7179 au point T = 0 dans
tout secteur S; . De plus, on a

lim Fp (¢, 7, 70p11,- ., T0) = (Eps (') ,0,...,0)

70
ot le jeu de directions orientées D' € DP~1 est donné par (E20).

Démonstration. On choisit € > 0 tel que pour tout « on ait |t,| > €. Considérons I’expres-
sion (4.6]) de la fonction Fp(t) & partir des solutions fondamentales Y;(z,t', 7 - v) définies

par (@3] : pour tout i =1,...,n

Nt T-v)

At’ . =+ _
it v) Anp1(t', 7 v)

oupoura=1,....p—2, n+1

/ fat1 / 2 / 2
)\a(t,T-y):/ (ga(x,t,T-u) —i—ha(x,t,T-y))dx,
ta

et
)\p,l(t', T-V)= / (gp,l(x, t,1- V)2 + hp—1(x, t,T- 1/)2) dzx,
tp—1

et pour =p,...,n

Nt 7 v) = /

TVg+1 (
TV

gp(z,t' - v)? + hg(x, t' 7 - u)z) dx

ou les fonctions (g;(x,t',7-v), hi(z,t',7 - v)) constituent la premiére ligne de la solution
fondamentale Y;(z,t',7 - v). Les intégrales sont calculées le long des segments joignant
respectivement ¢; et ¢;41. On ne détaille pas le cas de la fonction A\, (t', 7-v); il faudrait,
comme a la démonstration de la proposition 4.4], la décomposer en \,_1 = A1t )\;71

avec
gfr T
A= / et A = /
—1 —1 ’
D f p %T

p—1

puis étudier la fonction )\;_1 comie les fonctions A, et la fonction )\;;_1 comme les fonctions
8-

Pour tout a = 1,...,p — 2, n+ 1, d’apreés l'assertion (i) de la proposition 14, les
solutions fondamentales Y (x,t', 7 - v/) sont holomorphes en 79, 7177 au point 7 = 0 dés
que z # 0, et on en déduit donc que les fonctions A\, (¢, 7 - v) sont également holomorphes
en 77, 7179 (la situation est plus simple ici qu’a la démonstration de la proposition 4]
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étant donné que les bornes d’intégration et le facteur (z — )" sont indépendants de 7).
On obtient de méme que la fonction A\, 11 (¢, 7-v) ne s’annule jamais pour |7| < . De plus,
par les propositions 4] et 15, les solutions Y, (z,t',7 - v) ont une limite indépendante
de v quand 7 — 0 qui est solution du systéeme Ap/(t') et qui vérifie :

YO (x,t) = ll_)r% Yo(z,t',7-v)
- }_% (Yoo(x>tla7— : V) : CO : Sa)

= Ygo(x,t') . C(] . Sa.

On note par (g2 (z,t'), h% (x,t')) la premiére ligne de la solution fondamentale Y (x,#'), et
on obtient donc

ta+1
: PN 0(r 12 1 10 (0 )2
limn At 7 ) / (6.t + W (2.1 .
D’apres 'expression ([A27)) des rapports 7/, (t'), comme la matrice S, est dans SU(2), on a
ta+1
/t (gg(m, )2 + h(x, t')z) dzx

1
| (ahata ) + @, t)2) da

)

ce qui donne
lim o (¢, 7 v) = g (1),

Pour tout § = p,...,n, on exprime les fonctions Ag(t',7 - v) & partir des solutions
fondamentales Yg(y,t',7 - v) = T_AYg(Ty,t’,T - v) du systeme fuchsien Ap(t), qui est
le systeme ([£20]) associé au systéeme Ap(t). Pour alléger les notations, on ne note plus la
dépendance en t’ et en v. En faisant le changement de variables

)t
on obtient Vo , )
Ag(T) = 7'/V[3 (gg(Ty,T) + hg(Ty,T) ) dy.
On note
A a(r) b(7)
o(t) d(7)
et
S _ [y, 7) Z(y,7)
Yol 7) = <§2(y,7) 52(2/,7))
Alors

95(ry, 72 + hy(ry, 1) = a(r)? (5, 7)° + 21y, 7)) +5(7)? (2l 7) + 229, 7)%)
+ 2(1(7)b(7) (gl (ya T)g2(y’ T) + 21 (y’ 7)22(y’ T)) .

A

Comme les éléments de la matrice 7» sont de la forme ¢;72 + c_1772 (¢ € C), les

quantités suivantes

Ta(T)Q, Tb(T)z, Ta(r)b(T)



4.4. LE CAS REEL 113

sont polynomiales en 77 et 7177 et s’annulent en 7 = 0. Par I'assertion (ii) de la propo-

sition .14l la solution fondamentale ?5(y,7) = ?(y,T) - Cp - Sp est holomorphe en 77,
7179 lorsque |y| < r/e, et donc en particulier quand y appartient & lintervalle Jvg, vg41].
Les intégrales

Vg+1
/ (56, 7)? + 20(y,7)2) dy
vg

[ @) + 5005w dy
Vg

1=7 (1a encore, par les mémes arguments qu’a la démons-

sont donc holomorphes en 77, 7
tration de la proposition €.4). On peut donc en conclure que les fonctions Ag(t', 7 - v) sont

holomorphes en 77, 7177 et qu’elles vérifient :

. / o
;%Ag(t,T-V) = 0.

On peut enfin établir la proposition 4.8

Démonstration de la proposition [4.8. Au vu des résultats précédents, il s’agit simplement
d’appliquer le théoréme de l'analyticité séparée d’Hartogs. Le lemme [£.17] nous donne le
comportement en 7 de la fonction Fp(#,7-v) & (t,v) € U’ x U fixé. Il ne reste plus qu'a
vérifier qu’en T = 0, cette fonction est holomorphe en (¢, ). Comme en 7 = 0, la fonction
Fp(t',7-v) vaut

(Fp (#).0....0).

elle est donc indépendante de v et holomophe en ¢’ € U’ par la proposition 4] appliquée
a la dimension p — 1, et par le choix de I'ouvert simplement connexe U’ tel que la solution
du systeme de Schlesinger (Aps 1, ..., Apr py1) soit holomorphe dans U’ O






Annexe A

Démonstrations de certains
résultats utilisés au chapitre 4

On va donner les démonstrations des résultats dus a Sato, Miwa et Jimbo [SM.J79],
ainsi qu’a Jimbo [Jim82] dont on a eu besoin au chapitre @l pour étudier la fonction « rap-
ports des longueurs » Fp(t). Je ne démontre que le théoreme [Z10] et la proposition EI3]
La démonstration de la proposition procéde des mémes méthodes que celle du théo-

reme 100

Démonstration du théoréeme 4.10!
On rappelle I'énoncé du théoreme [Z.10

Théoréme. Soient A% (o =1,....,p—1,n+2) et A% (B =p,...,n+ 1) des matrices
constantes dont les valeurs propres sont respectivement (—04/2,0,/2) et (—03/2,05/2).

On suppose de plus que
DALY A =-A
o B

et que les valeurs propres et —u de la matrice
e 0
A= Z Aj
B

vérifient : 0 < 2R(p) < 1. On note 0 = 2R(u). Soient o1 et K deux constantes telles que
c<op <1 et 1A% < K, |A%|<K.

Alors il existe € > 0 tel que dans tout secteur Sc, = {T € C |0 < |7| <¢, |argT| < ¢},
il existe une unique solution Ay(T) (=1,...,p—1,n+2), Ag(t) (B=p,...,n+1) du
systeme ([@I4) vérifiant :

|[Aa(r) — AQ| < K717,

Al
[r A Ag(r)r — AY) < K|, Ay

Démonstration. On pose, pour tout 8 =p,...,n+ 1,

/IB (1) = 72 Ag ()T
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On récrit le systeme de Schlesinger restreint (4.14) avec les matrices A, (7) (= 1,...,p—
1,n+2), Ag(1) (B =p,...,n+ 1) comme inconnues :

% - 3 TVBVB— to [TAEB(T)TiA’AO‘(T)}
% = %j wﬁ”iﬁ_ta [F 2 Aa(r)r, Ag(r)] (A2)
+= 3" [(Ap(r) — A%, Ap(7)]
5

On construit la solution recherchée en procédant par itération. On pose
0 0 700 0
AV = A AP () = A3,

et pour tout entier naturel k, on définit les matrices AP (1) et ﬁ(ﬁk) (1) a partir de Al (1)
et ﬁggfl)(T) par :

k) 0 A~(k—1) —A g(k-1
AR (7) = A —i—Z/ - —ta s Ay (s)s AL )(s)} ds

(k —A g(k-1 A F(k-1)
Ap + Z/ — t AP (5)s Ay (s)} ds
+Z/ 3 [(A}ﬁ‘”( ) - A%, A (s)] ds

Les intégrales sont calculées le long du segment joignant 0 et 7 :
{s=re™ |0<r<|7|, ¢ =argT}.

Soit une constante J telle que 0 < § < 1. On va montrer par récurrence que les matrices
les AP (1) et Ag;) (1) sont bien définies et qu’elles convergent uniformément dans tout
voisinage compact de 7 = 0. Pour cela, on va montrer qu’il existe un nombre € > 0 ne
dépendant que de o, o1, §, K, r et R tel que les matrices A((xk) (1) et g(ﬁk) (1) vérifient pour
tout 7 dans le secteur S, , les conditions asymptotiques suivantes :

AP (r) - 48] < K[~ (A.3)
]Ag“) (r) — A%‘ < K|l (A.4)
et
AP () = ALV (7)| < KLt (A.5)
AP (r) = AV (n)| < Kt (A.6)

L’initialisation est évidente. Supposons que les matrices AP (1) et Ag;) (1) sont bien
définies et qu’elles vérifient les majorations (A3),. .., (A6);. On doit avoir

T
6 JE—
R
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ou les constantes r et R sont définies par (£.I3]). On choisit de plus
e <L
On a alors par les majorations (A3)) et (A4)y et par définition de la constante K

AP )| <2k, AP (7)) < 2K, (A7)

Or pour toute matrice C € M(2,C), les éléments des matrices 7-2C74 et 72C7A sont

des polyndémes du premier degré en 77 et 777, et donc
et <clirl, e < el
On peut donc déduire de (A7)
AP ()t <2klr|e, [PRAP () < 2K

On peut déduire des ces majorations et des majorations (A.3)x et (A.4))x que les matrices
A&’““)(T) et Aékﬂ)(T) sont bien définies.

Etablissons les majorations (A3)x41 et (Ad)x, 1. On remarque tout d’abord que 'on
a pour tout 7 dans le secteur S,

-1 -1
_v r_ r_
5 — 1 <(z79) <)
Alors
|7l
(k+1) 0 SA (k k)
A¢+D(r A‘<2Z/ Syﬁ_t AP ()57 | 4D (5)] ds
17l ds
<8m—-p+2)(5—-1)" Kz/ —
0 S
o1 | 8K(n—p+2) _
<K 1—01 o1—0
= A [u—awﬁ—n
De méme
A ) - g <237 [ A )5 A ) s
Il 1~ ~
+22/0 g}Agf)(s)—AO/ A (5)] ds
ﬁl

o1—0

gKhP“[Ofi)Qr%1y+m—p+m)

o1—0

11 suffit donc de choisir € tel que € soit inférieur a la plus grande des deux quantités

suivantes
-1

+(n—p+2)

1-0) (g1 (1—0)[ 2p
(

8K(n—p+2) 4K | (5 -1)
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On obtient de méme les majorations (A8 1 et (A6)g1. On en déduit donc que les
(k)

suites A’ (7) et ggg) (1) convergent uniformément dans tout voisinage compact de 7 = 0.
On note

Aqy(7) := lim Agk)(T)

k—+o00

115(7') = lim Egg)(T)

k—+o00
Alors les matrices A, (1) et Ag(1) = TAEB(T)T_A constitue une solution du systéme
de Schlesinger restreint (£I4]). Cette solution vérifie les conditions asymptotiques (Z.I5]).
L’unicité de cette solution se montrerait de méme par récurrence. O

Démonstration de la proposition 4,13

On rappelle I’énoncé de la proposition 4131

Proposition. Les matrices A%(t',v) (a=1,...,p—1,n+2) et A(t',v) sont solutions du
systéeme de Schlesinger suivant

dA, = [Ay,A,]dlog(te —te)

o' F#a (AS)
d,Al, =0
ot on a posé A% (t',v) = A(t',v), et ou d' désigne la différentiation par rapport a
t'=(t1,...,tp—1) et dy la différentiation par rapport & v = (Vps1,...,Vn).

Les matrices AQ(t',v) (o = 1,...,p—1,n+2) et A%(t’,u) B=p,...,n+1) sont
solutions du systéme

p—1
@Ay ==Y (A, A% d log(ta)
a=1 0 0 . (Ag)
duA% = Z [AB” Aﬁ} d,/ log(yg — VB’)
B'#B

Démonstration. Je vais établir uniquement le systéme (A.9). Le systéme (A.8)) se montre
de la méme maniere, et est plus simple a établir. D’apres le systéme de Schlesinger (L20),
on a

d/Ag = Z[Aa, Aﬁ]d/ log(te — TVﬁ),

e

et
d,Ag = —T Z[Aa,Ag]dV log(ta — Tv8) + Z [Agr, Agld, log(vg — vg).
« B'#p

On va en déduire les équations vérifiées par les matrices EB(T) =777 Ap(7)r™. Pour cela,
il faut vérifier que pour tout o =1,...,p—1

dA == [A A] dlogt. (A.10)

[e%

Comme

As= =D A0 =D Aj == Aa(r) =) As(7),
[} B «

B
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on a
A= Jim 2 460
Or
A
%:Ag,A — %(Tl/g — ta)%tf

" (r A 0
1= Zyg B tOJ%;Ag.

Gréace a l'assertion (£19) de la proposition .IT] lorsque 7 tend vers 0, on obtient (A10).
On en déduit

drh=— Z [TA,A‘;] d' logty, dr=7=— Z {TﬁA, Ag} d' logt,, (A.11)
vu que

orh 1 OA
oL, log() / T o, 7" du

0
Lot g 07 _uA
=T /T [lOg(T)A,Aa}T du

_ 1 [ (1- u)AAO uA}

o u=0"

On obtient donc, d’une part,

dyAﬁ — 1 oz [7’ AOHAB} d, log(t — TVB + Z [Aﬁ/ AB} d, log(yﬂ/ — VB)
B'#B

et donc, vu l'assertion ([@IT) de la proposition AII] quand 7 tend vers 0, on obtient

d, A% = 3 A5, AG) d, log(vy — vp).
B'#p

D’autre part,

d/jﬂ — Z (M _ ({TfA,Ag} AﬁTA + TfAAg {TAAgD) d'log ty,

a 1_7—;5
:za: (Eﬁ’ii? [Ap, A5 — 77248 A}) d'logt,

- Z ([ﬁg, Ag} + {Ag, A (Aa - Ag) TA:| + &(7) [Ag, T”ﬁaD d' logte,

ou &(7) est une fonction qui tend vers 0 avec 7. On a finalement a la limite, de nouveau

par la proposition [TT],
p—1

dAY=-%" [AO,Ag} ' log(ty).

a=1
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