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基于等比级数公式的积累因子拟合

吴和喜１，２，刘义保１，２，，杨　波２，刘玉娟２，杨　磊２，覃国秀２

（１．东华理工大学 核资源与环境教育部重点实验室，江西 南昌　３３００１３；

２．东华理工大学 核工程技术学院，江西 抚州　３４４０００）

摘要：从积累因子随穿透深度增加而增大的物理原理入手，简要说明积累因子等比级数拟合公式的推导

思路，并给出各参数的物理意义。采用该公式对积累因子进行拟合时，程序编写困难。通过对各参数进

行分析，给出一套程序编写方案。采用几种现行的积累因子拟合方案对几种典型的积累因子数据进行

拟合，证明等比级数拟合公式最优。对几种常用屏蔽材料在不同入射γ射线能量下的照射量积累因子

进行拟合，并给出等比级数拟合公式系数，拟合结果的最大相对偏差均在±５％以内。
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　　１９５０年，Ｗｈｉｔｅ
［１］首次引入积累因子，并用

其描述６０Ｃｏ发射的γ射线在水中的穿透规律。

１９５３年，Ｆａｎｏ
［２］认识到积累因子在衰减计算研

究中的价值。１９５４年，Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ等
［３］发表了

用矩方法计算得到的１组较全面的γ射线积累

因子数据，并被用作标准参考数据达３０年

之久。

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ等
［３］采用矩方法所计算得到的

积累因子只考虑了康普顿散射的影响，而未考

虑轫致辐射、湮灭辐射光子及Ｘ荧光光子等次

级射线的影响。之后，美国国家标准局同样采

用矩方法计算γ射线的积累因子，对散射射线

不仅考虑了康普顿散射，还考虑了湮灭辐射光

子和Ｘ荧光光子的影响，但数据并未公开。在

对低原子序数的屏蔽材料和低能入射光子的积

累因子计算时，矩方法显得特别困难，这是由于

当时所用的计算机速度慢且存储空间有限。如

在计算０．５ＭｅＶ的γ射线在水中的能谱时，

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ等
［３］做了两个近似：１）假设因康普

顿散射产生的８７．８ｋｅＶ～０．５ＭｅＶ间的能谱

成分 相 等；２）低 于８７．８ｋｅＶ的 谱 成 分 与

０．２５６ＭｅＶ的源所产生的成分相同。且在距离

点源一定距离的情况下，对低原子序数的材料或

较低能量的入射γ射线，重建通量密度矩后，有时

结果会发生振荡［４］。

２０世纪６０年代初开始，粒子输运方法逐

渐被引入到γ射线积累因子计算中。通过不同

的粒子输运代码对γ射线积累因子进行计算，

并与矩方法所计算的结果进行比较［４］。随着三

哩岛核电事故的发生，在事故发生后的原因分

析及剂量控制中，工程技术人员迫切需１组可

靠的、全面的积累因子数据。为此，美国国家标

准局于１９８０年成立了 ＡＮＳ６．４．３工作组，专

门建立了１套积累因子标准数据库 ＡＮＳＩ／

ＡＮＳ６．４．３。该数据库包含入射γ射线能量为

０．０１５～１５ＭｅＶ、在介质（２６种元素、水、空气

及混凝土）中穿透深度为０．５～４０ｍｆｐ（ｍｆｐ为

平均自由程）下的积累因子［５］。

在采用点核法进行屏蔽计算或代码设计

时，不同的工作者有不同的爱好，一部分人喜欢

采用查表的方式，而另外一部分人则偏向于参

数计算方法。有关积累因子的拟合公式，大致

可分为６种：线性公式、泰勒公式
［６］、泊克公

式［７］、多项式［８１０］、三指数公式［１１］及等比级数公

式［１２］。前５种对 ＡＮＳＩ／ＡＮＳ６．４．３数据库中

积累因子拟合效果偏差较大，且只是单纯的数

据拟合，无实际的物理意义。本工作从不同穿

透厚度积累因子变化的物理原理入手，分析得

出积累因子的等比级数拟合公式，讨论各参数

的物理意义，并给出拟合依据及代码。

１　理论依据

在均匀介质中，探测器的响应函数应由未

发生碰撞的光子与向探测器区域散射的次级光

子的贡献之和构成。如果将能量低于初始入射

能量犈０ 的散射光子作为连续能量γ源
［１３］，并

假设在介质的不同深处同一厚度的剂量增量恒

定，则可得到任意穿透深度狓（ｍｆｐ）处的积累因

子犅狓 计算公式
［１２］为：

犅狓 ＝
１＋（犅１－１）

（犓狓）
狓
－１

犓狓－１
　犓狓 ≠１

１＋（犅１－１）狓　　犓狓 ＝

烅

烄

烆 １

（１）

式中：犅１ 为１ｍｆｐ下的积累因子；犓狓 为剂量增

量或剂量份额谱的平均变化量。

图１示出各向同性点源在无限大介质水、

混凝土中的积累因子拟合参数ｌｇ犓狓 与ｌｇ狓的

关系。从图１可看出以下３个特征：１）在穿透

深度狓≤犡Ｋ（犡Ｋ 为待拟合参数）的情况下，

ｌｇ犓狓与ｌｇ狓成线性关系，斜率为犪；２）在穿透

深度狓＞犡Ｋ 的情况下，ｌｇ犓狓 偏离直线，但呈一

平滑曲线；３）犓狓 的值可能等于１、小于１或大

于１。

图１　照射量积累因子拟合参数ｌｇ犓狓 与ｌｇ狓的关系

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｌｇ犓狓ｏｎｌｇ狓

ｆｏｒｅｘｐｏｓｕｒｅｂｕｉｌｄｕｐｆａｃｔｏｒ
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　　根据上述关系，Ｈａｒｉｍａ
［１４］提出用以下公式

近似拟合参数犓狓：

犓狓 ＝犮狓
犪
＋犱
ｔｈ（狓／犡Ｋ－２）－ｔｈ（－２）

１－ｔｈ（－２）
（２）

式中：犪、犮和犱为待拟合参数。

２　拟合程序设计及拟合效果

从式（１）可看出，随着穿透深度狓的增大，

参数犓狓对积累因子越敏感，在这里采用积累因

子作为权重因子对参数犪、犮、犱和犡Ｋ进行加权

最小二乘法拟合。从式（２）可看出，很难直接进

行编程拟合，但在犪、犡Ｋ给定的情况下，对参数

犮、犱的拟合就变得很容易了。

令犓狓／犡Ｋ＝０，在犪、犮和犱 为定值时，方

程只有１个解，且存在１个可去间断点犡Ｋ＝０。

由此可知，对不同的犡Ｋ，最小拟合偏差连续，

且只有１个极值点。本工作对积累因子在穿透

深度为０．５～４０ｍｆｐ下进行拟合，因此，犡Ｋ 取

值区间范围为０．５１～３９．９９ｍｆｐ。这样，即可

先间隔１进行搜索，确定最优犡Ｋ 后，再在其左

右１范围内以０．１为间隔进行搜索，直到以间

隔０．０１搜索到最优的犡Ｋ 为止。

对参数犪也采用同样的方法计算。从图１

可看出，犪必在所拟合任意两点ｌｇ犓狓 与ｌｇ狓

曲线的斜率最大值与最小值之间。

依据上述分析，采用以下步骤进行拟合：

１）确定犅１的区间，如果拟合数据中包含穿透

深度小于１的积累因子，则犅１的区间为拟合数

据中穿透深度最接近１的两积累因子范围内，

否则，左边界取１；２）计算每一个犅１所对应的

犓狓数组，并采用上述方法求解最优参数犪、犮、犱

和犡Ｋ；３）根据参数犪、犮、犱和犡Ｋ求解拟合犓狓

数组，得出积累因子最小拟合偏差所对应的参

数犅１、犪、犮、犱和犡Ｋ；４）在犅１左右０．０１的范围

内，以０．００１为间隔，得出积累因子拟合偏差最

大值最小时所对应的犅１。

出射射线能量为０．１、１０ＭｅＶ的各向同性

点源在无限大介质水、混凝土中最大穿透深度

为０．５～４０ｍｆｐ时，采用线性公式、泰勒公式、

泊克公式、３次多项式、Ｇｏｒｅｖ多项式、Ｍｅｉｓ

ｂｅｒｇｅｒ多项式、三指数公式及等比级数公式对

照射量积累因子进行拟合，拟合结果列于表１。

由于低能入射光子在散射前、后光子能量

变化很小，当屏蔽介质原子序数较低时，光电吸

收与康普顿散射不发生竞争。对于这一状态，

采用未发生碰撞的成分来计算积累因子会出现

一很大的结果。如０．１ＭｅＶ的光子在水中穿

透４０ｍｆｐ时，积累因子为２１１００。在这种情况

下，用线性公式、泰勒公式、泊克公式、３次多项

式、Ｍｅｉｓｂｅｒｇｅｒ多项式均会出现严重偏差，若

将其应用于剂量估算，将导致致命错误。据此，

Ｆｏｄｅｒａｒｏ和 Ｈａｌｌ
［１１］提出采用三指数公式对其

进行拟合，拟合效果较好，但其负偏差较大，背

离辐射防护中偏安全防护的原则。而等比级数

公式比三指数公式拟合效果更佳，且均为５个

参数。

表１　几种拟合函数的积累因子拟合最大相对偏差

犜犪犫犾犲１　犉犻狋狋犻狀犵犿犪狓犻犿狌犿犱犲狏犻犪狋犻狅狀犳狅狉犲狓狆狅狊狌狉犲犫狌犻犾犱狌狆犳犪犮狋狅狉

拟合公式

拟合最大相对偏差／％

水

　　０．１ＭｅＶ　　　　　　１０ＭｅＶ　　

混凝土

　　０．１ＭｅＶ　　　　　　１０ＭｅＶ　　

线性公式 －９３９１８．９８７ １４．３５６ －７４５．５１３ －１４．４４２

泰勒公式 ８５９．０２５ －４．０９２１ －１１．６６７ －３．３７７

泊克公式 １２６５５．４０１ ７．５０９ ７１３．４７６ ５．３９５

３次多项式 －２８９３．７３０ ２．１８２ －１．３５０ －１．４４７

Ｇｏｒｅｖ多项式 －２．１１５ １．１５２ ０．７７９ －１．４２９

Ｍｅｉｓｂｅｒｇｅｒ多项式 －１．３９５×１０１４ －１．４６４×１０１７ －７．５７９×１０１５ －１．８９４×１０１７

三指数公式 －１２．１４０ ０．１６８ ６．５７４ －３．３７７

等比级数公式 ４．７４７ １．４９７ －１．４５０ －２．２９６
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　　从表１看出，Ｇｏｒｅｖ多项式的拟合效果更

优于等比级数公式。ＡｋｉｎａｏＳｈｉｍｉｚｕ等
［１５］采

用不变量内插方法计算出在水中穿透深度达到

１００ｍｆｐ下的积累因子。通过计算发现，对入

射射线能量为０．１ＭｅＶ的情况下，其拟合最大

相对偏差为４．３３８％，比ＹｏｓｈｉｋｏＨａｒｉｍａ等
［１６］

采用等比级数拟合的最大相对偏差（最大拟合

相对偏差为３．１７％）大。且Ｇｏｒｅｖ多项式中拟

合系数只与能量相关，对不同屏蔽材料而言，参

数变化显著，不适合采用等价原子序数内插方

式得到 ＡＮＳＩ／ＡＮＳ６．４．３数据手册中未包含

材料的积累因子拟合公式参数，以快速求解该

材料的积累因子的近似值。但等比级数公式却

能在约 １０％ 的相对偏差范围内快速得到

ＡＮＳＩ／ＡＮＳ６．４．３数据手册中未包含材料的积

累因子的近似值［１７］。

　　采用等比级数公式对不同入射γ射线能量

下的几种常用的辐射屏蔽材料积累因子进行拟

合，结果列于表２。从表２可看出，拟合最大相

对偏差均在±５％以内，说明该积累因子等比级

数拟合公式能为屏蔽计算或代码设计提供准确

的参数。

３　结论

本工作从积累因子随穿透深度增加而增大

的物理原理入手，简要推导了积累因子等比级

数拟合公式，并给出各参数的物理意义。随着

穿透深度的增大，犓狓对积累因子越敏感，故采

用加权最小二乘法进行拟合。由于犓狓曲线直

接编程拟合难度非常大，采用逐步缩小搜索范

围的方法求解犪、犡Ｋ。这样，对犮、犱参数的拟合

便成为线性加权最小二乘法问题。

表２　几种常用屏蔽材料在不同能量γ射线入射下的照射量积累因子等比级数公式系数

犜犪犫犾犲２　犌犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾狆狉狅犵狉犲狊狊犻狅狀犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犳狅狉犲狓狆狅狊狌狉犲犫狌犻犾犱狌狆犳犪犮狋狅狉

狅犳狊狅犿犲犿犪狋犲狉犻犪犾狊犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋γ狉犪狔犲狀犲狉犵狔

屏蔽材料 犈／ＭｅＶ 犪 犮 犱 犡Ｋ 犅１
最大相对

偏差／％

犡１
）
Ｍａｘ／

ｍｆｐ

均方根

偏差２）／％

水 ０．１ －０．１６８ ２．１２２１ ０．０６２１ １５．１０ ４．７６６ ４．７４７ １ ２．８６２

０．５ －０．１２９ １．７３９８ ０．０５０４ １５．９０ ２．５１９ ３．２３８ １ １．６７４

１ －０．０８６ １．４２６９ ０．０３７２ １５．１０ ２．１３１ ２．５１８ ０．５ １．３９３

１．５ －０．０６３ １．２８７０ ０．０３１０ １５．１０ １．９３６ －１．９８６ ２５ １．２６６

２ －０．０４１ １．１７６４ ０．０２０７ １４．３０ １．８５３ １．８９６ ０．５ １．２０３

５ ０．０１７ ０．９４１１ －０．０１０６ １４．２０ １．５５３ －０．６３５ １５ ０．３４０

１０ ０．０４９ ０．８４３７ －０．０３３２ １３．５０ １．３６１ １．４９７ ２５ ０．９２３

混凝土 ０．１ －０．００２ １．０７６０ －０．０２０８ １３．９０ ２．７５８ －１．４５０ ０．５ ０．７６８

０．５ －０．０８１ １．４６１７ ０．０１９７ １７．０１ ２．２７５ －０．３０１ ５ ０．１６２

１ －０．０６５ １．３３１９ ０．０２００ １５．８０ １．９８４ －０．３８１ ３０ ０．２１２

１．５ －０．０４９ １．２３２０ ０．０１８４ １５．３０ １．８５４ ０．８０１ ０．５ ０．４８７

２ －０．０３５ １．１６１３ ０．０１３０ １５．３０ １．７６９ －０．５１７ ２５ ０．２２５

５ ０．０２４ ０．９３９４ －０．０２１６ １０．４０ １．５３３ －０．５９８ １０ ０．３７６

１０ ０．０３６ ０．９０６０ －０．０３３７ １２．５０ １．３１９ －２．２９６ １ １．６７３

空气 ０．１ －０．１６５ ２．０７９４ ０．０５９０ １４．００ ４．６３８ ４．１２２ １５ ２．３８２

０．５ －０．１２６ １．７２００ ０．０４７８ １５．７０ ２．５０６ ２．７０５ １ １．４９９

１ －０．０８４ １．４１８３ ０．０３４５ １５．２０ ２．１２５ ２．４０６ ０．５ １．３１０

１．５ －０．０６３ １．２８８３ ０．０２９５ １４．８０ １．９２６ －１．４７６ ２５ ０．９０９

２ －０．０３９ １．１６８４ ０．０１９２ １４．２０ １．８５５ ２．０２８ ０．５ １．２８９

５ ０．０１９ ０．９３８４ －０．０１３９ １３．９０ １．５５８ ０．８１６ ２５ ０．４７３

１０ ０．０３６ ０．８８３０ －０．０２５５ １４．１０ １．３４５ １．８４１ ４０ １．３３９
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续表２

屏蔽材料 犈／ＭｅＶ 犪 犮 犱 犡Ｋ 犅１
最大相对

偏差／％

犡１
）
Ｍａｘ／

ｍｆｐ

均方根

偏差２）／％

铅 ０．１ ０．０６２ １．４９４０ －０．１１７０ ３２．００ １．９５０ ４．８３９ １５ ３．６８９

０．５ ０．１０９ ０．６３８４ －０．０５８６ １４．２０ １．２２６ －１．２９２ １０ ０．７９３

１ ０．０６１ ０．７８５９ －０．０３６７ １３．８０ １．３７７ ０．９１６ ４ ０．５５０

１．５ ０．０２２ ０．９３４３ －０．０２１８ １５．４０ １．３７３ －０．８９７ １５ ０．４１６

２ ０．０１２ ０．９９０８ －０．０２２９ １３．８０ １．３６７ －２．３５７ １ １．６４７

５ ０．０４７ ０．９６５６ －０．０７０９ １４．１０ １．３６０ －４．９８０ ０．５ ２．６７３

１０ ０．０２４ １．１６９２ －０．０４４２ １６．２１ １．４６３ －４．４２０ ０．５ ２．２１４

铁 ０．１ ０．１５９ ０．５３７８ －０．０９７７ １４．１０ １．３８６ －２．５５０ ０．５ １．５２９

０．５ －０．０３７ １．２３３４ －０．００９３ １０．３０ １．９６４ －１．７７９ ０．５ ０．９７１

１ －０．０３５ １．２１１８ －０．０１１３ ８．２０ １．８５５ －０．７２２ ７ ０．４８４

１．５ －０．０２７ １．１６００ －０．００９９ ７．７０ １．７６４ ０．７０６ １５ ０．４３０

２ －０．０２１ １．１２５３ －０．００７３ ８．７０ １．７０４ －０．７３０ ７ ０．４７３

５ ０．０１４ １．００８１ －０．０３１６ １３．４０ １．４６９ －２．７８８ ０．５ １．８５９

１０ ０．０２９ ０．９９２６ －０．０４７４ １４．４０ １．２７２ －４．４５９ ０．５ ２．９３７

　　注：１）积累因子最大拟合相对偏差绝对值产生的穿透深度

２）积累因子拟合均方根偏差＝ ∑
１６

犻＝１

［（犅犻－犅′犻）／犅犻］２／槡 １６，犅′犻为犅犻的拟合值

　　对几种典型的积累因子拟合参数随穿透深

度变化曲线进行拟合的结果表明：对低能入射

射线穿透低原子序数材料的积累因子，线性公

式、泰勒公式、泊克公式、３次多项式、Ｍｅｉｓ

ｂｅｒｇｅｒ多项式拟合相对偏差均非常大。虽然三

指数公式拟合效果较好，但其出现较大的负相

对偏差，与偏安全防护相背离。当入射射线能

量较高时，各拟合公式拟合效果较好。由于

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ和 Ｗｉｌｋｉｎ积累因子数据库中并未包

含低能入射光子积累因子，所以，许多人采用泰

勒公式、泊克公式作为积累因子计算公式。从

两者对０．１ＭｅＶ入射γ射线在混凝土中积累

因子的拟合效果看，两者的拟合效果均不理想。

在穿透深度为４０ｍｆｐ时，Ｇｏｒｅｖ多项式拟合效

果优于等比级数公式，但对穿透深度在１００ｍｆｐ

下的积累因子进行拟合发现，等比级数公式比

Ｇｏｒｅｖ多项式最大拟合相对偏差更小，且等比

级数公式参数变化平缓，在一定精度范围内，可

通过等价原子序数内插的方式得到拟合公式参

数，快速得到ＡＮＳＩ／ＡＮＳ６．４．３数据手册中未

包含材料的积累因子的近似值。采用等比级数

公式对几种常用屏蔽材料在不同入射γ射线下

的照射量积累因子进行拟合，拟合最大相对偏

差小于±５％，说明等比级数积累因子拟合公式

能为普遍的屏蔽计算或代码设计提供准确的

参数。
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