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自适应微调扰动和声搜索算法几何约束求解研究 倡
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摘　要： 几何约束求解的方法关系到特征造型系统的性能，为提高几何约束求解的速度，将和声搜索算法应用
于几何约束求解中。 通过优先选择较小的和声库，利用最好解的评价值确定微调扰动的幅度，并将其嵌入到拉
斯维加斯算法中，提高了和声搜索算法的性能。 实验结果表明，改进的和声算法具有自适应性，能有效克服局部
收敛问题，提高了求解速度。
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　　当前许多优秀的三维 ＣＡＤ软件多是基于特征造型的，而
几何约束求解是 ＣＡＤ软件的关键技术，几何约束求解方法的
好坏关系到 ＣＡＤ软件的健壮性和绘图性能。 几何约束求解方
法大致可分为基于图论、基于规则、基于数值计算和基于符号
计算［１］四类。 其中，基于数值计算的约束求解方法的求解速
度快，能够解其他方法不能解决的几何约束问题，因此基于数
值计算方法是必备的约束求解方法。 近年来，利用优化的方法
求解约束仍是热点问题，曹春红等人［２］提出遗传算法中嵌入

一个牛顿算子，提高了遗传算法的搜索速度。 欧阳应秀等
人［３］提出将混沌方法嵌入 ＢＦＧＳ算法的约束求解混合算法，能

有效求解欠约束和过约束情况，但求解速度较慢。 鉴于现有优
化方法易陷入局部最优解、收敛速度慢、算法复杂等缺点，而和
声搜索算法是近年来兴起的一种有效的启发式全局搜索算

法［４］ ，本文提出了一种基于自适应微调扰动和声搜索算法来
求解几何约束问题，并融入拉斯维加斯算法提高其全局收敛概
率和收敛精度。

1　几何约束的优化求解模型
几何约束是指几何约束系统中几何元素之间固有的约束

关系，它直接反映了几何体的形状和位置关系。 约束问题可以

形式化为（E，C） ［５］ 。 其中：E ＝（ e１ ，e２ ，⋯，ek），ei表示几何元
素，如点、线、圆等；C＝（ c１ ，c２ ，⋯，cm），cj表示加在这些几何元
素之间的约束。 一般一个约束对应一个代数方程，因此约束可
以表示为

C ＝

c１ （x０ ，x１ ，⋯，xn －１ ）

ǘ

cm（ x０ ，x１ ，⋯，xn －１ ）

＝０ （１）

X ＝（x０ ，x１ ，⋯xn －１）（xi∈［Ll
i，Lu

i ］，０≤i≤n －１） （２）

其中：xi为几何元素 ej的一些参数值，［Ll
i，Lu

i ］为 xi可行解空间。

约束求解就是求出满足式（１）的 X。 令 f（X） ＝∑m
i ＝１ c２i ，显然若

有 X满足 f（X） ＝０，则 X 满足式（１）。 因此，约束求解问题就
转换为优化问题，只需求出满足 ｍｉｎ（ f（x）） ＜ε 的 X，ε是根据
问题设定的阈值。 由于式（１）不要求 m ＝n，该方法可以求解
欠约束和过约束问题。

2　自适应微调扰动和声搜索的拉斯维加斯算法
2畅1　和声搜索算法

和声搜索算法（ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＳＡ）是 Ｇｅｅｍ 等
人在 ２００１年通过类比音乐和最优化问题的相似性而提出的一
种启发式全局搜索算法。 在音乐演奏中，乐师们凭借自己的记
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忆，通过反复调整乐队中各乐器的音调，最终达到一个美妙的
和声状态。 和声搜索算法已经成功应用于结构设计［６］ 、环境
参数校正［７］ 、交通路径［８］ 、配水问题［９］ 、管道敷设和旅行商问
题等组合优化问题中。 算法基本思想是将乐器类比于优化问
题中的解分量，各乐器声调的和声类比于优化问题的解向量，
评价类比于目标函数。

2畅2　自适应微调扰动和声搜索算法
和声搜索算法能够处理过约束和欠约束的问题，并具有算

法设计简单、收敛迅速等优点，但作为一种启发算法，当解空间
过大时很容易陷入局部最优解。 由于解几何约束问题要求求
解速度快，求解值与全局最优解充分接近，本文提出了一种自
适应微调扰动和声搜索拉斯维加斯算法。 自适应微调扰动和
声搜索算法的流程如图 １所示。

自适应微调扰动和声搜索算法的具体步骤如下：
ａ）优化问题初始化。 首先根据几何约束问题确定约束条

件和目标函数，并确定每个解分量的可行解空间，然后确定和
声搜索算法的基本参数：（ａ）和声记忆库大小（ＨＭＳ），即和声
记忆库中解的个数；（ｂ）和声记忆保留概率（ＨＭＣＲ），即在产
生新解时从和声记忆库中保留解分量 xi的概率大小；（ｃ）记忆
扰动概率（ＰＡＲ），即每次对部分解分量进行一定的微调扰动
的概率大小；（ｄ）最大迭代次数（ＴＭ），即搜索的最大次数，作
为搜索的终止条件。

ｂ）和声记忆库初始化。 随机产生 ＨＭＳ 个几何约束问题
初始解，并存储到和声记忆库中，计算各个解的评价值。 解矩
阵如式（３）所示。 其中：xm

i 为第 m解向量 xm的第 i个解分量，f
（xm）为目标函数，xＨＭＳ用于存储新解。

x００ x０１ ⋯ x０n －１ f（x０ ）

x１０ x１１ ⋯ x１n －１ f（x１ ）

ǘ ǘ ǘ ǘ

xＨＭＳ０ xＨＭＳ１ ⋯ xＨＭＳn －１ f（ xＨＭＳ）

（３）

ｃ）产生新解。 每一次产生一个新解 xＨＭＳ，其中 xＨＭＳi 的解

分量主要通过以下步骤产生：
（ａ）保留记忆库中的解分量。 以一定的概率（ＨＭＣＲ）对

和声记忆库中的解分量进行保留，即解 xＨＭＳ的分量来源于记忆
库中解向量的分量。

xＨＭＳi ←xＨＭＳi ∈｛x０i ，x１i ，⋯，xＨＭＳ－１i ｝概率为 ＨＭＣＲ （４）

（ｂ）自适应微调扰动。 首先根据和声库中的最好解 xＢｅｓｔ确
定微调扰动幅度 s ＝ f（xＢｅｓｔ）。 对于步骤（ａ）保留下来的解分
量按照一定的概率（ＰＡＲ）进行扰动。 扰动的原则是把被选中
解分量加上一个绝对值小于 s的随机数 r即

xＨＭＳi ←xＨＭＳi ＋r 的概率为 ＨＭＣＲ ×ＰＡＲ （５）

微调扰动幅度 s具有自我调节、自我适应性。 随着搜索次
数的增加，xＢｅｓｔ会越来越接近全局最优解，其评价值和微调扰
动幅度 s也会越来越小，全局最优解的搜索范围也会随之收
缩，全局最优解的搜索速度也会越来越快。

（ｃ）随机产生新解分量。 从可行解空间以概率 １ －ＨＭＣＲ
随机选择产生新解 xＨＭＳ分量。

xＨＭＳi ←xＨＭＳi ∈［Ll
i，Lu

i ］概率为 １ －ＨＭＣＲ （６）

ｄ）利用目标函数评价新解。 如果新解 xＨＭＳ ＝｛xＨＭＳ０ ，xＨＭＳ１ ，⋯，

xＨＭＳn －１｝的评价值比和声记忆库中最差的评价值好，则用新解替
换最差解，得到新的和声记忆库。

ｅ）重复步骤 ｃ）ｄ）直到和声库中的最好解满足全局最优解
的要求或达到最大搜索次数，结束循环，退出搜索，输出最优
解。

2畅3　和声搜索的拉斯维加斯算法
自适应微调扰动和声搜索算法不能保证一定能搜到全局

最优解，可能会收敛于局部最优解，但由于搜索到全局最优解
的概率比较高，可采用拉斯维加斯算法搜索多次调用自适应微
调扰动和声搜索算法直至搜索到全局最优解。 拉斯维加斯算
法是一种概率算法，其特点是不会得到不正确解，但有时拉斯
维加斯算法找不到解，找到正确解的概率随着其计算时间的增
加而提高。 和声搜索的拉斯维加斯算法 ＬＶＨＳ描述如下：

ｖｏｉｄ ＬＶＨＳ（）｛
　　ｄｏ ｛ ＨＳ（）； ｝

　　ｗｈｉｌｅ（最优解不是全局最优解）

　　输出全局最优解；｝

2畅4　和声库的解的使用
如果几何约束问题是良约束或过约束有解的，则选择最好

解；如果几何约束问题是欠约束的，则和声库中符合精度的所
有解都可以用做几何约束问题的解。

3　实例分析
3畅1　问题描述

在基于特征造型系统的 ＣＡＤ中，相切约束比较常见，因此
本文以求三角形的内切圆为例进行实例分析。 对于三角形内
切圆问题的几何约束（E，C）可以描述为 E ＝｛ ｔｒｉａｎｇｌｅ１ ，ｃｉｒ唱
ｃｌｅ１ ｝，而圆 ｃｒｉｃｌｅ１的参数可以描述为 X ＝｛xi ｜xi∈［０，１０００］，
０≤i≤２｝。 其中 x０为圆的横坐标，x１为圆的纵坐标，x２为圆的
半径。 设三角形 ｔｒｉａｎｇｌｅ１的顶点为 A、B、C，顶点坐标分别为
（xA， yA），（xB， yB），（xC， yC）为已知条件，则三角形内切圆的
代数方程组为：dAB ＝dBC ＝dCA ＝x２ 。 其中 dAB、dBC、dCA为圆心
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（x０ ， x１ ）到三边的距离。 于是 E上的几何约束 C可以描述为：
C ＝｛dAB －x２ ＝０； dBC －x２ ＝０； dCA －x２ ＝０｝。 圆心（x０ ， x１ ）到

AB边的距离可由公式 dAB ＝ k（x０ －xA） －x１ ＋yA ／ １ ＋k２求
得，其中 k ＝（yB －yA）／（xB －xA）。 同理可以求得 dBC、dCA。 目
标函数可以描述为

f（X） ＝（dAB －x２ ） ２ ＋（dBC －x２ ） ２ ＋（dCA －x２ ） ２ （７）

3畅2　实验分析
3畅2畅1　和声搜索算法基本参数和微调扰动方法对和声搜索

算法性能影响分析

和声搜索算法新解分量的产生有三种方式，即保留和声库
中的解分量、随机从可行解空间产生和对从和声库中保留的解
分量进行微调扰动，能够改变的分量产生方式只有微调扰动。
微调扰动方法的好坏直接关系到和声搜索算法的性能。 本文
将自适应微调扰动与变异微调扰动的和声搜索算法的性能相

比较，可以看到微调扰动方法的重要性。 变异微调扰动是对保
留下来的解分量以一定概率 ＰＡＲ加上一个绝对值小于某一数
值（本例取可行解空间的 １％）的随机数 r。 xＨＭＳｉ ←xＨＭＳｉ ＋r的概
率为 ＨＭＣＲ×ＰＡＲ。

１）和声库大小对和声搜索算法的影响
和声库的大小改变时，对自适应微调扰动和变异微调扰动

的和声搜索算法的一致性收敛（即和声库中的所有解收敛于
同一个解）搜索次数的均值和方差如图 ２ 和 ３ 所示。 很明显，
和声搜索算法一致性收敛于全局最优解的搜索次数与 ＨＭＳ成
正比，即 ＨＭＳ越大，搜索次数越多，自适应微调扰动要比变异
微调扰动的和声搜索的一致收敛速度快得多。

和声库的大小对陷入局部最优解的概率影响如图 ４所示。
显然，陷入局部最优解的概率与 ＨＭＳ大小成反比，即 ＨＭＳ 越
大，收敛于局部最优解而非全局最优解的概率越小。 自适应微
调扰动的和声搜索算法跳出局部最优解的能力要强于变异微

调扰动的和声搜索算法。
局部最优解的存在是几何约束本身的问题，与评价函数有

关，而与和声搜索算法无关，解决收敛于局部最优解问题可采
取以下方法：

ａ）精确设置解分量的可行解空间，避免包含局部最优解。
例如，本例在用户交互操作过程中，充分发挥用户的能动性，通
过鼠标的区域选择操作确定圆心坐标的取值范围，通过鼠标拉
伸操作确定圆的半径取值范围。

ｂ）选择合适的微调扰动方法启发搜索，自适应微调扰动
跳出局部最优解的能力要强于变异微调扰动。

ｃ）增大和声库的大小。 增大 ＨＭＳ能够有效提高搜索到全
局最优解的概率，但不能确保一定得到全局最优解。 增大
ＨＭＳ会增加程序运行时间，因为在和声搜索算法中每次搜索
都要查找最差解，虽然可以对和声库中解向量的游标构造跳跃
表使查找的时间复杂度变为 O（ ｌｏｇ ＨＭＳ）级，但算法设计复杂。

ｄ）采用拉斯维加斯算法。 和声搜索算法一定能够搜索到

最优解，但搜索到的最优解不一定是全局最优解，由于搜索到
全局最优解的概率很高，可采用拉斯维加斯算法多次调用和声
算搜索法，直至搜索到问题的全局最优解。

２）变异微调扰动和自适应微调扰动和声搜索算法后程搜
索能力的比较

表 １为变异微调扰动和自适应微调扰动的和声搜索算法
分别运行 ５ 次后程搜索的次数，参数为（ＨＭＳ ＝８，ＨＭＣＲ ＝
０．７，ＰＣＲ＝０．３）。 可以看出，变异微调扰动和自适应微调扰动
和声搜索算法在评价值为 １００时相差不大，而变异微调扰动和
声搜索后程次数增加很快，尤其评价值 ０是评价值 ４时次数的
６倍。 自适应微调扰动和声搜索后程次数增加不显著。

表 １　和声搜索后程搜索能力的比较

搜索方法 评价值 １ T２ [３ b４ h５ o平均值

变异微

调扰动

的和声

搜索

１００ a
２５ P
９ >
４ >
０ >

１４７ v
１５０ v
３８２ v
７９８ v
８０８ v

１３７ }
１３８ }
４７８ }
１ ０３０ 殮
１ ０３１ 殮

４９ r
１２０ 儍
４５７ 儍
７８９ 儍
６ ４７７ 　

１７２ 妸
１９７ 妸
１９８ 妸
２４６ 妸
７ ５４６ Ё

３２２ 悙
３４８ 悙
３４９ 悙
７６８ 悙
５ ２６１ �

１６５ 珑
１９０ 珑
３７２ 珑
７２６ 珑
４ ２２４  

自适应

微调扰

动和声

搜索

１００ a
２５ P
９ >
４ >
０ >

１３７ v
１４２ v
１４３ v
１５４ v
２８５ v

１２９ }
１３６ }
１４６ }
１４７ }
２０１ }

９８ r
１２０ 儍
１３５ 儍
１３６ 儍
１３７ 儍

８５ x
１１４ 妸
１２８ 妸
１６８ 妸
２１３ 妸

１００ 悙
１５５ 悙
２０７ 悙
２０８ 悙
３０２ 悙

１０９ 珑
１３３ 珑
１５５ 珑
１６２ 珑
２２７ 珑

　　３）ＨＭＣＲ和 ＰＡＲ对自适应微调扰动和声搜索的影响
图 ５为和声库大小为 ＨＭＳ＝８，ＨＭＣＲ和 ＰＡＲ改变时自适

应微调扰动和声搜索算法搜索到全局最优解搜索次数的均值

与方差。 可以看出，ＨＭＣＲ和 ＰＡＲ选择对自适应微调扰动和
声搜索算法影响不显著。

3畅2畅2　欠约束问题处理
如果将三角形内切圆问题改为与 AB、BC 两直线相切问

题，则问题就变成了欠约束问题。 该问题几何约束可描述为
C＝｛dAB －x２ ＝０； dBC －x２ ＝０｝。 表 ２ 为一次自适应微调扰动
和声搜索算法和声库中的数据，和声搜索参数为（１６，０．７，
０．３）。 其中 x０ 、x１ 、x２ 、x３分别为相切圆的横、纵坐标、半径和评
价值。 和声库中满足精度要求的解都可以作为问题的解。

表 ２　和声库中的数据

序号 x０ x１ x２ x３ 序号 x０ x１ x２ x３
１ �５４７ 构４０３ ＃１９３ 崓０ S９ =５４４ J４０２ 3１９５  ０ 滗
２ �５３６ 构３９９ ＃１９９ 崓０ S１０ O５５９ J４０７ 3１８５  ０ 滗
３ �５３０ 构３９７ ＃２０４ 崓０ S１１ O５４９ J４０４ 3１９１  ０ 滗
４ �５３６ 构４００ ＃１９９ 崓０ S１２ O５５０ J４０４ 3１９０  ０ 滗
５ �５４５ 构４０２ ＃１９４ 崓０ S１３ O５５０ J４０４ 3１９１  ０ 滗
６ �５４４ 构４０２ ＃１９４ 崓０ S１４ O５５９ J４０６ 3１８５  ０ 滗
７ �５５８ 构４０６ ＃１８５ 崓０ S１５ O５４４ J４０１ 3１９４  １ 滗
８ �５５８ 构４０６ ＃１８５ 崓０ S１６ O５５２ J４０５ 3１９０  １ 滗

4　结束语
本文将和声搜索算法应用到几何约束求解中，提出了一种

自适应微调扰动和声搜索拉斯维加斯算法， （下转第 ２７７９ 页）
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本方法在孔洞填充领域具有通用性，可填充各种形态孔洞。 图
７给出本方法对其他形态孔洞填充的效果图。

表 １　层间联系法与传统方法数据对比

方法 区域内顶点个数 三角片个数 锐角三角片个数 优品质率／％

传统填充 ３７２ 媼４７６ m３８７ m８１ -．３

层间联系填充 ２１６ 媼２８１ m２４９ m８８ -．６

　　本文实验设计的算法及效果显示由 ＶＣ６．０ 调用 ＯｐｅｎＧＬ
图形库实现。

3　结束语
本文针对三维文物扫描中遇到的绝对盲区问题，提出一种

基于层间联系的填充方法。 该方法对传统的边界点提取方法、
离散点插入方法和三角剖分方法进行了适应性改进。 从表 １
中数据可以得出，与传统方法相比，该方法在高效性、准确性、
健壮性方面有所提高。

　　高效性方面，本文采用双向循环链表组织区域内边界点，
提高了边界点的查询、添加、删除效率；保存层与层之间的拓扑
关系，并利用此关系，减少了区域内顶点个数和三角片个数，并
将构造新顶点、三角剖分和三角片优化调整同步进行，一次完
成，与分步执行相比，减少了插入点的查询次数。
准确性方面，本文在进行三角剖分的同时对新增三角面片

的品质进行改善。 根据三角网格的综合改善法［１０］ ，取长补短，
结合最小内角最大化和最小权法，在孔洞填充同时进行三角网
格的优化调整。 以实验 ２为例，本方法优品质率与传统方法相
比提高了 ７％。
健壮性方面，本文给出的方法是以待填充区域当前最内层

为边界构造离散点，在满足层与层的约束条件下进行三角剖
分，对于任何形态的孔洞都能修复。 从图 ７ 得出，本方法对于
工程应用中出现的同类问题具有适应性。
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（上接第 ２７７５ 页）使和声搜索算法的性能有很大的改进，效果良
好。 通过实验分析可以看出，和声搜索算法是一种高效的启发
式全局搜索算法，该算法能够搜索到最优解，但小概率的会陷
入局部最优解。 增大和声库的大小能有效地增大搜索到全局
最优解的概率，但会降低求解速度；改进微调扰动方法既能增
大搜索到全局最优解的概率，又能提高求解速度。

参考文献：
［１］ 高小山， 蒋鲲．几何约束求解研究综述［ Ｊ］．计算机辅助设计与

图形学学报，２００４，16（４）：３８５唱３９６．
［２］ 曹春红，张斌，李文辉．基于牛顿—遗传混合算法的几何约束问题

的求解［ Ｊ］．系统仿真学报，２００７，19（１６）：３６５０唱３６５２．
［３］ 欧阳应秀，唐敏，刘生礼，等．几何约束求解的 ＢＦＧＳ唱混沌混合算

法［ Ｊ］．浙江大学学报：工学版， ２００５，39（９）：１３３４唱１３３８．
［４］ ＧＥＥＭ Ｚ Ｗ， ＫＩＭ Ｊ Ｈ， ＬＯＧＡＮＡＴＨＡＮ Ｇ Ｖ．Ａ ｎｅｗ ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｏｐｔｉ唱

ｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ：ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ［ Ｊ］．Simulation， ２００１，76（２）：

６０唱６８．

［５］ 刘生礼，唐敏，董金祥．两种空间约束求解算法［ Ｊ］．计算机辅助
设计与图形学学报，２００３，15（８）：１０１１唱１０２９．

［６］ ＳＡＫＡ Ｍ Ｐ．Ｏｐｔｉｍｕｍ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｓｔｅｅｌ ｓｗａｙ ｆｒａｍｅｓ ｔｏ ＢＳ５９５０ ｕｓｉｎｇ
ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［ Ｊ］．Journal of Constructional Steel Re唱

search，２００９，65（１）：３６唱４３．

［７］ ＫＩＭ Ｊ Ｈ， ＧＥＥＭ Ｚ Ｗ Ｅ Ｓ．Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｍｕｓｋｉｎｇｕｍ ｍｏｄｅｌ ｕｓｉｎｇ ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ［ Ｊ］．Journal of the Ameri唱

can Water Resources Association， ２００１，37（５）：１１３１唱１１３８．

［８］ ＣＥＬＹＡＮ Ｈ， ＨＡＬＤＥＮＢＩＬＥＮ Ｈ Ｓ， ＢＡＳＫＡＮ Ｏ．Ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｅｎｅｒｇｙ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｍｅｔａ唱ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ａｎ ａｐｐｌｉｃａ唱
ｔｉｏｎ ｔｏ Ｔｕｒｋｅｙ［ Ｊ］．Energy Policy，２００８， 36（７）：２５２７唱２５３５．

［９］ ＡＹＶＡＺ Ｍ Ｔ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｙ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ｇｒｏｕｎｄｗａｔｅｒ ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ ［ Ｊ］．Advances in Water Re唱

sources，２００９，32（６）：９１６唱９２４．

·９７７２·第 ７ 期 王孟阳，等：基于层间联系的三维扫描盲区填充方法 　　　


