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摘　要： 针对有限混合模型中参数估计方法对先验假设存在过分依赖的问题，提出了一种非参数的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正
交多项式图像混合模型分割方法。 首先，设计了一种基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交多项式的图像非参数混合模型，并用最
小均方差（ＭＩＳＥ）估计每一个模型的平滑参数；其次，利用 ＥＭ 算法求解正交多项式系数和模型的混合比。 此方
法不需要对模型作任何假设，可以有效克服模型失配问题。 通过图像的分割实验表明，该方法比其他非参数混
合模型分割效果更好。
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　　图像分割对图像分析和图像理解有重要意义，而且也是目前
图像处理领域的热点问题。 图像分割技术常用的方法就是聚类，
已经提出了多种基于聚类的图像分割算法，如 Ｋ均值［１］ 、模糊 Ｃ
均值［２］、核密度聚类［３］ 、有限混合模型［４］等分割算法。 其中有限
混合模型是一种强有力的建模概率统计工具。 任何有对数据进行
统计建模的地方，都可见到混合密度函数的运用。

混合模型的核心问题是分量密度函数的选择。 Ｐｅｅｌ等人［５］

选择 ｔ唱分布作为混合分布模型，Ｔｓｕｎｇ等人［６］提出了非中心 ｔ唱分
布的混合鲁棒模型，Ｂｏｕｇｕｉｌａ 等人［７］提出了基于 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 的混
合模型，Ｆａｎ等人［８］提出了广义的高斯分布混合模型等。 求解
分量密度函数采取参数估计方法，通常被限制在人们熟知的几
种分布模型范围内。 参数模型的基本假设与实际的物理模型之
间常常存在较大的差异，即存在模型失配问题。 传统的参数估
计方法已不能适应现代数据分析研究的需求。

为此，提出了一种非参数的混合模型［９］的图像分割方法。
采用非参数的混合模型可处理任意形式的概率分布，不存在模
型失配问题。 本文提出基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交多项式非参数混合模

型，通过 ＥＭ算法多次迭代估计其中组合的系数，即每个类的先
验概率；最后使用贝叶斯规则对图像进行分类，得到最终图像分
割结果。 采用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ抽样方式，能够降低样本之间的独立性，
并且通过实验证明能够在不破坏图像分割质量的前提下大大减

少计算时间，提高了分割的效率。

1　有限混合模型
设 X ＝｛X１ ，X２ ，⋯，XN｝为随机观察数据集，Xi 是 d维随机变

量，Xi 间相互独立，Pi（ x｜θi）（ i ＝１，２，⋯，m）是对应的概率密度函
数。 其中，x∈Rd 是 Xi 的取值， θi∈Θi炒Rnj是参数。 若将 Xi 的

样本按一定比例混合后，再从中任取一个进行观察，其结果
记为 X，则随即变量 X服从混合分布，它的概率密度［１０］为：

P（ x｜θ） ＝Σ
m

i＝１
αi Pi（xi ｜θi） （１）

其中：m表示混合模型的分支数目；αi 为混合比例或权重，满

足 Σ
m

i＝１
αi ＝１，０≤αi≤１；θ是模型的参数空间，θ ＝（α１，⋯，αm，θ１ ，⋯

θm）。 这样建立的模型称为概率混合模型，也称为混合模型。
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若当分量密度函数 Pi（x｜θi）的分布形式确定了，模型就成
为该分支的混合模型，而称式（１）为一个 m分支的混合密度函
数。 在有限混合模型式（１）中，分支数 m 一般考虑是固定的。
在大多数应用当中，m的值却是未知的，它往往需要同混合比
和其他确定各分支密度的参数一起从样本中去推断。 ＥＭ 算
法是有限混合模型参数估计比较常用的方法，是一种通常从不
完全数据中求解模型参数的极大似然方法。

常用的混合密度模型是高斯混合密度模型［１１］ ，用多个高
斯分布的混合来表示空间数据的分布。 模型中的每个高斯密
度函数的未知参数 θ ＝（α１，μ１ ，Σ１，α２，μ２，Σ２，⋯，αk，μk，Σk），μk 为

图像灰度均值，Σk 为协方差。 则用 ＥＭ 算法来进行极大似然
估计。 该算法如下：

ａ）初始化，采用 Ｋ 均值聚类算法或对图像样本进行初始
划分，对各类别密度分布待估计的参数 θ进行初始设置。

ｂ）Ｅ唱步。 计算在第 n次迭代时每个样本 i属于第 j类的后
验概率：

Pn
j （xi） ＝

αnj f（xi ｜θnj ）

Σ
k

j＝１
αn
j f（ xi ｜θnj ）

（２）

ｃ）Ｍ唱步：通过求解对数似然方程，计算出期望值到达极大
值点时新的参数，即均值μ、协方差矩阵Σj 及权重αj，用于下
次迭代。

αn＋１j ＝１
n Σ

n

i＝１
Pn
j （ xi） （３）

μn ＋１j ＝
Σ
n

i＝１
xiPn

j （ xi）

Σ
n

i＝１
Pn
j （xi）

（４）

Σn ＋１
j ＝

Σ
n

i＝１
Pn
j （xi）（ xi －μn＋１j ）（ xi －μn＋１j ） Ｔ

Σ
n

i＝１
Pn
j （xi）

（５）

ｄ）满足结束条件则停止，否则转步骤 ｂ）。
2　Legendre 正交多项式非参数混合模型

非参数的密度估计方法［１２］是直接根据样本数据估计总体

的密度，然后用估计得到的密度分布来描述数据总体。 目前，
非参数密度估计方法多种多样， 主要有频率直方图估计、核密
度估计（ｋｅｒｎｅｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｓｔｉｍａｔｅ）、正交序列估计（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｅ唱
ｒｉｅｓ ｅｓｔｉｍａｔｅ）、最近邻估计（ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ） 等， 本文
所采取的是正交多项式非参数密度估计方法。

2畅1　非参数混合模型
正交序列密度估计是 Ｃｅｎｃｏｖ［１３］引入的，并被应用到不同

的领域，特别是模式识别和分类等方面。 对于一个连续的未知
的概率分布 f，其中独立同分布的自由样本为 X１ ，⋯，XN，本文
定义这个正交序列密度估计为

N（ x） ＝Σ
∞

－∞
ai ei（ x） （６）

其中：ai ＝
１
N Σ

N

k＝１
ei （ Xk ），｛ ei ｝ i＝＋∞

i＝－∞是一个完全的正交系统，Ｇｅ唱
ｈｒｉｎｇｅｒ［１４］考虑到实际应用中的需要并对其进行改进：

fN（x） ＝Σ
m

i＝１
ai ei（x） （７）

其中：ai ＝
１
N Σ

N

k＝１
ei（Xk）（ i ＝１，２，⋯），m，｛ ei （ x）｝ i＝m

i＝１ 是满足 Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间 L２ （［a，b］）的正交基。

2畅2　Lege ndre 正交多项式
定义　当区间为［ －１，１］，权函数 ρ（x）≡１ 时，由｛１，x，

⋯，xm，⋯｝正交化得到的多项式就称为勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）多项
式［１５］ ，并用 P０ （x），P１ （x），⋯Pm（x），⋯表示。

P０ （ x） ＝１，Pm（x） ＝ １
２mm！

ｄm
ｄxm｛（ x

２ －１） m｝（m ＝１，２，３，⋯） （８）

性质 １　正交性

∫１－１Pn（ x）Pmｄx ＝
０ m≠n
２

２n ＋１ m ＝n
（９）

性质 ２　奇偶性
Pm（ －x） ＝（ －１） mPm（ x） （１０）

当m为偶数时，Pm（x）为偶函数；当m为奇数时，Pm（x）为奇函数。
性质 ３　递推性

（m ＋１）Pm ＋１ （ x） ＝（２m ＋１）xPm（x） －mPm－１ （x）
（m ＝１，２，３，⋯） （１１）

本文采用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交序列估计，则构成正交系统的形式为

f１／s（ x） ＝∑
k

j＝１
wj ∑

kNj

i＝１
ai，j

１
２ i i！

ｄ i
ｄxi｛（ x

２ －１） i｝ （１２）

其中：（a０，j，a１，j，⋯，aKNj，j）是条件概率密度函数傅里叶系数的估
计，KN 是余弦展开式中的截断点。

2畅3　平滑参数估计
平滑参数 １／s（KN≈N１／s）在混合模型参数估计中占重要作

用，它决定混合模型的收敛程度。 为了衡量 f１／s （x）的有效性，
采用理论概率密度函数 f（x）和样本估计概率密度函数 f１／s（x）
之间的最小均方差 ＭＩＳＥ［１６］作为准则函数：

g（１／s） ＝E（ ∫A ｜f（ x） －f１／s（ x） ｜２ ｄx） （１３）

g（１／s）应该达到最小，即为 f１／s（x）估计的最优值。
图 １（ａ）中，当样本数量固定时，ＭＩＳＥ（g（１／s））要达到最

小，则 １／s是在区间［０．２，０．３３］。 图 １（ｂ）中，当 １／s＝０．２５时，
通过观察使 g（１／s）函数连续，则 N≥１ ５００。 对于本文算法中，
平滑参数 １／s在区间［０．２，０．３３］。

3　基于 Legendre 正交多项式非参数混合模型的图
像分割算法

　　对于文中提出的非参数 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交序列混合模型，它
不需要预先假设灰度图像像素的条件概率密度函数，直接根据
样本数据估计该数据场的概率密度函数。 采用 ＥＭ 算法求解
模型正交多项式和混合比系数，该算法如下：
输入：图像 I，大小 N，初始分类数 k，平滑参数 s；
输出：图像像素分类标签。
ａ）使用 Ｋ唱均值算法对图像进行初始划分为 K类，对参数

权值 w和系数 a进行初始化：

w０
j ＝

N０
j

N （１４）

a０m， j ＝
１
N０
j
∑
N０j

l＝１
em（Xl） （１５）

其中：j＝１，⋯，K；m ＝０，⋯，KN０j
，KN０j

＝ｉｎｔ［（N０
j ）１／s］；ｉｎｔ［ x］是取不大
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于 x的最大整数。
ｂ）Ｅ唱步：像素属于第 j类的后验概率 Pn

j （xi）：

Pn
j ＝

wn
j f（ xi ｜θnj ）

∑
K

l＝１
wn
l f（xj ｜θnj ）

（１６）

ｃ）Ｍ唱步：根据 Ｅ唱步计算的第 n次迭代的后验概率，则有第
n＋１次迭代的各系数更新公式：

wn＋１
j ＝１

N ∑
N

l＝１
Pn
j （xl） （１７）

KNn ＋１j
＝ｉｎｔ［（Nn ＋１

j ）１／s］，Nn＋１
j ＝Nwn＋１

j （１８）

an ＋１
m，j ＝

Σ
N

l ＝１
em（ xl）Pn

j （ xl）

∑
N

l＝１
Pn
j （ xl）

（１９）

其中：m ＝０，⋯，KNn＋１j
。

ｄ）满足结束条件则停止，否则转步骤 ｂ）。
ｅ）应用贝叶斯规则根据像素 xi 属于第 j类的后验概率 Pn

j

（xi）进行分类：
j（xi） ＝ａｒｇ［ ｍａｘ

１≤j≤K
｛Pn

j （ xi）｝］ （２０）

其中：j（xi）表示像素 xi 的类别标签。

4　实验
为了验证本文提出的基于非参数 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交多项式混

合模型的图像分割算法，本实验使用 Ｄｅｌｌ 公司图像专用工作
站，ＣＰＵ为 Ｉｎｔｅｌ②ＮＬ○ＴＭ，速度 １．５ ＧＨｚ，内存１ ＧＢ，硬盘 １２０ ＧＢ，
ＭＡＴＬＡＢ ７．０作为实验开发工具。 实验数据来源于美国加州
大学伯克利分校的 ＢＳＤＢ标准测试图像数据库［１７］ 。

图 ２是对一组图像分割的结果。 从分割结果对比可以看
出，两种分割方法整体的分割效果比较接近，但是本文提出的
基于非参数 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交序列混合模型的图像分割在图像细
节部分，特别是人物图像面部的轮廓效果明显。

为了量化评估各种算法的分割效果，采用文献［１８］提出
的图像分割质量评价标准如下：

F（ I） ＝ １
１０００（M ×N） R Σ

R

i＝１

e２i
Ai

（２１）

其中：I为分割后图像；M ×N 为图像大小；R为图像分割的类
别数；Ai 为第 i个区域的面积即像素总个数；ei 为第 i个区域的
平均颜色错误数。 F值越小，分割效果越好。

文献［９］混合模型分割方法和本文提出方法进行分割实
验比较，选定式（２１）图像分割质量评价标准 F 作为分割结果
的评价测度。 图３为几幅不同图像两种方法分割结果的 F值，
横坐标为几幅图像，纵坐标为分割质量评价标准 F。 从图 ３ 可
以看出，对于图像的分割，文献［９］的 F值比本文方法值大，本
文提出方法的 F值比其他非参数混合模型的 F值小，本文分
割方法效果明显优于文献［９］非参数混合模型图像分割方法。

5　结束语
图像分割中有限混合模型参数估计方法存在对先验假设

过分依赖的问题，提出了一种非参数 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交多项式的
图像混合模型分割方法。 本文通过定义非参数 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交
多项式混合模型，并用最小均方差估计模型的平滑参数；利用
ＥＭ算法的多次迭代，求解正交多项式系数和模型的混合比。
由于此方法不需要对模型作任何假设，有效地克服了有参混合
模型依赖于特定模型的问题。 实验结果表明：该方法对图像分
割效果较好，并且对于目标对象的边缘效应显著。
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