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摘　要： 改进了多项式相位变换，并提出了多相位信号参数估计方法。 仿真证明了在较低信噪比的情况下，参
数估计的均方误差接近 Ｃｒａｍｅｒ唱Ｒａｏ界。 采用傅里叶系数插值的频率估计算法提高了该方法的运算速度。 分析
和仿真结果证明了该方法的有效性。
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0　引言
多项式相位信号（ＰＰＳ）在通信、雷达和声纳中应用广泛。

观测信号离散化表示为

xn ＝sn ＋wn ＝b０ ｅｘｐ｛ j 钞
M

m ＝０
am（nΔ） m｝ ＋wn （１）

其中：０≤n ＜N，Δ为采样间隔，wn 是零均值方差为 σ２ 的高斯

白噪声。 可定义输入信号的信噪比 ＳＮＲ
ＳＮＲ ＝b２ ／σ２ （２）

ＰＰＳ的研究得到了很多学者关注［１ ～５］ 。 最大似然（ＭＬ）估
计［２］是其中一种，但包含多维代价函数极大化，运算量极高。
Ｐｅｌｅｇ等人［３］提出的多项式变换（ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ唱ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＰＰＴ）是专门针对 ＰＰＳ提出的方法。 ＰＰＴ用阶数递归来估计多
项式相位系数，得到了大量的应用［６，７］ 。 文献［４］采用多项式
拟合来计算瞬时相位，这类方法运算量小，但只能应用在单信
号且高信噪比场合［５］ 。 ＰＰＴ能够处理多分量信号，但在处理包
含高阶相位系数的多成分 ＰＰＳ 时，ＰＰＴ 算法不能对信号进行
分辨。

在单信号或高阶系数明显区别的多信号中，ＰＰＴ仍有效，
只需 M次的一维搜索去估计 M ＋１ 个相位系数和幅度［３］ ，高
信噪比条件下比较接近 ＣＲＢ界。 本文提出的基于 ＰＰＴ的改进
方法，与 ＰＰＴ相比，在低信噪比下更准确，而运算复杂度相当。

而 ＰＰＴ可认为是本文方法的特例。

1　提出算法
1畅1　离散多项式变换

离散傅里叶变换在文献［３］中提出：
ＤＰ１ （ sn，τ） ＝sn （３）

ＤＰ２ （ sn，τ） ＝sn s倡n －τ （４）

ＤＰM（ sn，τ） ＝ＤＰ２ （ＤＰM －１ （ sn，τ），τ） （５）

ＤＰＴM（ sn，ω，τ） ＝ 钞
N －１

n ＝（M －１）τ
ＤＰM （ sn，τ） ｅｘｐ（ －jωnΔ） （６）

其中：M为测量的阶数，τ是延迟。 若 sn 是 M阶 ＰＰＳ如式（１），
对于所有的正整数τ（M －１）τ≤n≤N －１：

ＤＰM（ sn，τ） ＝ｅｘｐ［ j（ω０ nΔ＋矱０）］ （７）

其中

ω０ ＝M！ （τΔ） M －１ aM （８）

矱０ ＝（M －１）！ （τΔ） M －１ aM －１ －０．５（M －１）M！ （τΔ） MaM （９）

1畅2　估计算法
可以通过估计｛ＤＰM［sn，τ］｝ n 的频率来估计 aM：

a^M ＝１
K 钞

K

k ＝１
a^M，k ＝

１
K 钞

K

k ＝１

１
M！ （τM，kΔ） M －１ ×

ａｒｇ ｍａｘ
ω

｛ ｜ＤＰＴM［ xn，ω，τM，k］ ｜｝ （１０）
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ＰＰＴ可看做上述估计子在 K ＝１ 的特殊情况。 τM，k的选择

会影响估计的准确性，ＭＳＥ 的表达式与 K ＝１ 时近似，是信噪
比、数据点数、延迟τ的函数。 建议最佳延迟参数为 N／M。 在
估计子的实现时，文中选择 τM，k ＝N／M ＋k －１，式中 １≤k≤K
（K ＜＜N）。

式（１０）的极大化数值运算量大，并存在收敛和分辨率的
问题［８］ ，可结合粗略搜索和精细搜索来减小运算量。 基于傅
里叶系数插值，Ｍ＆Ｂ估计子［９］是个算法，渐近无偏估计且方差
为 ＣＲＢ的 １．０１４ ７倍，假设｛zq｝０≤q ＜Q为频率为ω０ 的复指数信

号，以频率估计为例，在下面总结了 Ｍ＆Ｂ算法。 每个 a^M，k可通

过 Ｍ＆Ｂ算法计算，需要 K次 ＦＦＴ。 为了减少 ＦＦＴ次数，a^M，１可

由子序列来粗略估计。 首先计算 un ＝xn ｅｘｐ［ －ja^M，１ （nΔ）M］和

un ＝xn ｅｘｐ［ －ja^M，１ （nΔ）M］，在 l０ ＝０，i ＝２，δ１ ＝０，Ｍ＆Ｂ算法第
２、３步来估计频率 fk０ 和｛zkn｝ n；最后得到 a^M，k ＝^aM，１ ＋２πfk０ ／［M！

（τM，kΔ）
M －１］。

频率估计的 Ｍ＆Ｂ 算法如下所示：
步骤 １　计算｛Zl｝ l ＝ＦＦＴ｛｛ zq｝ q｝ ａｎｄ Yl ＝｜Zl ｜２ ｆｏｒ ０≤l ＜Q
　　　　搜索 l０ ＝ａｒｇ ｍａｘ

l
｛Yl｝

　　　　赋值 δ０ ＝０，i ＝１
步骤 ２　ｉｆ i≤２

　　　　Xp ＝钞
Q －１

q ＝０
zq ｅｘｐ［ －j

２π（ l０ ＋δi －１ ＋p）
Q q］，p ＝±０．５

　　　　δi ＝δi －１ ＋１
２

｜X０．５ ｜－｜X －０．５ ｜
｜X０．５ ｜＋｜X －０．５｜，i ＝i ＋１

　　　　进入步骤 ２ ｅｎｄ ｉｆ
步骤 ３　最后计算频率估计｛ zq｝０≤q ＜Q：ω^０ ＝

２π（ l０ ＋^δ２ ）
Q

Ｐｅｌｅｇ验证了在高信噪比时，高于信噪比阈值时 a^M，１接近

ＣＲＢ［３］ ，即 a^M，１的 ＭＳＥ就是 １／N２M ＋１的阶数。 比起通过 ＦＦＴ变
换粗略求极大值，Ｍ＆Ｂ算法的粗略估计方法比用 ＦＦＴ的精细
搜索好得多。

若 a^m ＋１，a^m ＋２，⋯，a^M（m ＞０）的估计是准确的，高阶项的阶
数大于 m， 通过估计出来的参数拟合出只含高次项的信号，该
信号的共轭与原始信号相乘可消除高次项的影响，可以通过上
面讨论的方法来估计 am。 当 m减小到 １时，变成了对 a１ 的频

率估计，当 m为 ０时，可以简单地通过式（１１）（１２）得到 a０ 、b０
的估计。

很明显该算法比较简单，相对于 ＭＬ 估计算法，用 M个一
维极大值替换 M 个变量的极大似然函数。 a^M、a^M －１、a^０ 、b^０ 值
的计算复杂度从 O（NM ＋１ ）降低到略小于［M ｌｏｇ２ N ＋（M －１）
（２M －１ ＋２）K ＋４M ＋１］N。 通过比较，ＰＰＴ同样可以利用式（１０）
估计子来求最大值点 a^M，a^M －１，⋯，a^２，a^１ 。 该方法仅比 Ｐｅｌｅｇ的
多（M －１）（２M －１ ＋２）（K －１）N 运算，其中 M和 K比 N要小得
多。 所以该方法的计算复杂度与 Ｐｅｌｅｇ的方法差不多。

ＰＰＳ参数估计新算法如下所示：
步骤 １　m ＝M，xm

n ＝xn ｆｏｒ ０ ＜n ＜N －１

步骤 ２　估计 aM，aM －１，⋯，a１

ａ）赋值 τm ＝榾N／m」，｛un｝ n ＝｛ xm
n ｝ n

ｂ）对于 m ＝１，估计 am，１ ｆｏｒ m ＞１ ｏｒ a１

计算｛ z１n｝ n ＝｛ＤＰm（un，τm）｝ n ｆｏｒ （m －１）τm≤n≤N －１

用 Ｅｓｔｉｍａｔｅ Ｍ＆Ｂ 方法估计 ω０（见频率估计的 Ｍ＆Ｂ 算法）

计算 a^m，１ ＝
ω^０

m！ （τmΔ）
m －１

如果 m ＝１，a^１ ＝a^m，１则进入步骤 ３，否则进入下步。

ｃ）用 a^m，１左右粗略估计去计算 a^m，２ ， a^m，２ ＋１ ，⋯，a^m，K，最

终得到 a^m

赋值 un ＝xm
n ｅｘｐ［ －ja^m，１ （nΔ） m］，０≤n≤N －１

ＬＯＯＰ：ｆｏｒ k ＝２：K
　　　 ｛ zkn｝ n ＝｛ＤＰm（un，τm ＋k －１）｝ n ｆｏｒ （m －１）（τm ＋k －

　　１）≤n≤N －１

　　　　　 Xp ＝ 钞
N －τm －k

n ＝１
zkn ｅｘｐ｛ －j２πpn／［N －（m －１）（τm ＋k －１）］｝，

p ＝±０．５

a^m，k ＝^am，１ ＋ π
m！ ［（τm ＋k －１）Δ］ m －１ ×

１
［N －（m －１）（τm ＋k －１）］

×

｜X０．５ ｜－｜X －０．５ ｜
｜X０．５ ｜＋｜X －０．５ ｜

ＥＮＤ ＬＯＯＰ
计算 a^m ＝１

K 钞
K

k ＝１
a^M，k，并进入步骤 ３。

步骤 ３　赋值 xm －１
n ＝xm

n ｅｘｐ［ －ja^m（nΔ） m］，m ＝m －１，如果 m ＞０，

进入步骤 ２，否则进入步骤 ４

步骤 ４　Ｅｓｔｉｍａｔｅ a０ ａｎｄ b０

a^０ ＝ｐｈａｓｅ｛ 钞
N －１

n ＝０
xn ｅｘｐ［ －j 钞

M

m ＝１
a^m（nΔ） m ］｝ ＝ｐｈａｓｅ｛ 钞

N －１

n ＝０
x０n｝ （１１）

b^０ ＝１
N ｜钞

N －１

n ＝０
xn ｅｘｐ［ －j 钞

M

m ＝１
a^m（nΔ） m］｝ ＝１

N ｜钞
N －１

n ＝０
x０n ｜ （１２）

此处榾 l」代表小于 l的最大整数，ｐｈａｓｅ｛ l｝代表 l的相位。

2　性能分析
当信噪比低于某阈值时，算法性能将大大降低，其阈值影

响与 ＰＰＴ里面讨论的基本一致［３］ 。 本章讨论估计算法的理论
ＭＳＥ。 首先给出 M为 ２的 ＭＳＥ和 ＣＲＢ［１０］随 ＳＮＲ、K和信号点
数变化的近似表达式（见附录）。

E｛（δa^２ ）
２ ｝≈

９６（１ ＋ １
２K· ＳＮＲ）

N５Δ４ ＳＮＲ （１３）

ＣＲＢ｛ a^２ ｝≈
９０

ＳＮＲ· N５Δ４ （１４）

E｛（δa^１ ）
２ ｝≈（ １７

１６
＋ １
２K· ＳＮＲ）

９６
ＳＮＲ· Δ２N３ （１５）

ＣＲＢ｛ a^１ ｝≈
９６

ＳＮＲ· N３Δ２ （１６）

E｛（δa^０ ） ２ ｝≈（ １４
３

＋ ４
３K· ＳＮＲ）

１
ＳＮＲ· N （１７）

ＣＲＢ｛ ａ^０ ｝≈ ４．５
ＳＮＲ· N （１８）

E｛（δb^０ ） ２ ｝≈σ２

２N （１９）

ＣＲＢ｛ b^０ ｝ ＝σ２

２N （２０）

可以看出，在高信噪比下，a^２ 、a^１ 和 a^０ 的 ＭＳＥ分别为 ７％、
７％和 ４％，略高于 ＣＲＢ，但在低信噪比时，性能将随着 K 的值
而改变。 例如，当 ＳＮＲ＝－７ ｄＢ，K ＝８ 时，三个参数的 ＭＳＥ分
别高于各自 ＣＲＢ 的 ３８％、４０％和 ２２％，但是 ＰＰＴ（K ＝１）比
ＣＲＢ分别高 ２５７％、２７４％和 １５２％。 随着 ＳＮＲ的降低，ＭＳＥ与
ＣＲＢ的比例增加。 在高于 ＳＮＲ阈值门限的 ＳＮＲ，不管 K 取多
少， b^０ 的 ＭＳＥ等于 ＣＲＢ。
实际上，用 K个初始估计 a^２，１ ，a^２，２ ，⋯，a^２，K来估计 a２，所以

a２ 更准确，同时子序列 a^１ 和 a^０ 的估计准确性也得到改进。 随
着 ＳＮＲ的降低，性能改进将变得更加明显。 而 b^０ 不受误差传
导的影响，其性能不受 K的变化的影响。
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3　仿真分析
为了证明提出算法的效率和性能，运用 Ｍｏｎｔｅ唱Ｃａｒｌｏ 方法

进行仿真。 信号长度为 ４ ０９６，M ＝２，a２ ＝１０１２ π，a１ ＝１０７ π，
a０ ＝π／４，b０ ＝１，１／Δ＝２ ×１０８。

ＳＮＲ以 １ ｄＢ步长变化；每个 ＳＮＲ，在 K ＝１，２，８ 分别进行
１０ ０００次试验来计算估计的ＭＳＥ。 θ^i 是 θ的第 i次试验的估计
值。 图 １ 给出了 Ｍｏｎｔｅ唱Ｃａｒｌｏ 仿真和 ＣＲＢ 比值随 ＳＮＲ 变化的
曲线。

从图 １可以看出， Ｍｏｎｔｅ唱Ｃａｒｌｏ仿真基本与理论值一致，证
明了该算法的性能。 高信噪比时，所有的 K 的相位系数估计
ＭＳＥ都比较接近相应的 ＣＲＢ。 随着 ＳＮＲ降低，ＭＳＥ与 ＣＲＢ的
差值增加，K值的影响也渐渐出现。 对于低信噪比时，K 取较
大值可以提高估计的准确性能。 在高于一定信噪比条件下，b０
的估计不受 K和 ＳＮＲ的影响。

4　结束语
本文提出了一种受复高斯白噪声影响的复 ＰＰＳ的参数估

计方法，该算法简单、准确，比较容易实现，算法复杂度与 ＰＰＴ
方法差不多，但是在低信噪比时算法性能与 ＣＲＢ比较接近。

附录

在这个部分推导了各个参数以 ＳＮＲ 为自变量、阶数为 ２
情况下的 ＭＳＥ近似表达式。 采用一阶扰动分析。 令 gN（ω）以
ω、N为自变量的复函数。 其中：ω代表傅里叶变换的频率分
量，N为数据点数。 令

fN（ω） ＝｜gN（ω） ｜２ ＝gN（ω）g倡
N （ω） （２１）

同时假设 fN（ω）在ω＝ω０ 取得最大值。 将 gN（ω）变换为
δgN（ω），假设扰动较小。 可以得到

δfN（ω）≈gN（ω）δg倡
N （δ） ＋g倡

N （ω）δgN（ω） ＝

２Ｒｅ｛gN（ω）δg倡
N （ω）｝ （２２）

可以证明

δω＝－
矪２ fN（ω０）

矪ω２

－１ 矪δfN（ω０）
矪ω

（２３）

其中

矪２ fN（ω０）
矪ω２ ＝２Ｒｅ｛gN（ω０）

矪２ g倡
N （ω０）
矪ω２ ＋

矪gN（ω０）
矪ω

矪g倡
N （ω０ ）
矪ω

｝ （２４）

矪δfN（ω０）
矪ω

＝２Ｒｅ｛gN（ω０）
矪δg倡

N （ω０ ）
矪ω

＋
矪gN（ω０）

矪ω
矪g倡

N （ω０）｝ （２５）

则可以得到 δω的 ＭＳＥ表达式
E｛（δω）２｝ ＝

矪２ fN（ω０ ）
矪ω２

－２

E｛ 矪δfN（ω０）
矪ω

２

｝ （２６）

式（２６）与（２３） ～（２５）作为一阶扰动分析的基本公式。
１） a^２ 的均方误差

gN（ω，τ） ＝钞
N －τ

n ＝１
Sn ＋τS倡

n ｅ －jnΔω （２７）

δgN（ω，τ） ＝钞
N －τ

n ＝１
［ sn ＋τv倡n ＋vn ＋τs倡n ＋vn ＋τv倡n ］ｅ －jnΔω （２８）

ω０ ＝２a２τΔ （２９）

利用式（２４）（２５）可以得到
矪２ fN（ω０，τ）

矪ω２ ≈ －１
６

Δ２ b４０ （N －τ）４ （３０）

矪δfN（ω０，τ）
矪ω

≈ －２Δb２０ （N －τ） Ｉｍ｛η（τ）｝ （３１）

其中：

η（τ） ＝ｅ j（a１τΔ＋a２τ２Δ２） 钞
N －τ

n ＝１
ｅ j２a２τΔ２n［n －（N －τ）

２
］ ×

［ s倡n ＋τvn ＋v倡n ＋τsn ＋v倡n ＋τvn］ （３２）

由于 K ＜＜N，δa２ ＝δω／（２τΔ），运用式（２３）

δa^２ （ i）≈
６Ｉｍ｛η（τi）｝

Δ２ b２０τi（N －τi）
３ （３３）

令
en ＝vn s倡n ／b０ （３４）

可以看到｛en｝ n 是零均值方差为σ２ 独立同分布的复高斯

随机变量。 将式（３４）代入（３２）可以得到

η（τ） ＝钞
N －τ

n ＝１
［n －１

２
（N －τ）］［b０ （ e倡n ＋τ＋en） ＋e倡n ＋τen］ ＝

η１（τ） ＋η２（τ） （３５）

其中：

η１（τ） ＝钞
N －τ

n ＝１
b０ ［n －１

２
（N －τ）］（ e倡n ＋τ＋en） （３６）

η２（τ） ＝钞
N －τ

n ＝１
［n －１

２
（N －τ）］ e倡n ＋τen （３７）

从而可以得到

E｛δa２ （ i）δa２ （ j）｝≈

９６（１ ＋ １
２ＳＮＲ）

N５Δ４ ＳＮＲ 　i ＝j

９６
N５Δ４ＳＮＲ i≠ j

（３８）

最后得到 a^２ 的 ＭＳＥ公式
E｛（δa２ ） ２ ｝ ＝１

K２
E｛［钞

K

i ＝１
δa２ （ i）］ ２ ｝≈

９６（１ ＋ １
２K· ＳＮＲ）

N５Δ４ ＳＮＲ （３９）

２） a^１ 的均方误差

由式（３３）可以得到

δa２ ＝１
K 钞

K

i ＝１
δa２ （ i）≈ － ６

Δ２ b２０τ１
（N －τ１）３ Ｉｍ｛ １

K 钞
K

i ＝１
［η１（τi） ＋

η２（τi）］｝ ＝ ６
Δ２ b２０τ１（N －τ１）

３ Ｉｍ｛ψ｝ （４０）

gN（ω） ＝钞
N

n ＝１
sn ｅ －ja２n２Δ２ ｅ －jnΔω （４１）

δgN（ω） ＝钞
N

n ＝１
（ snｅ －jδa２n２Δ２ ＋vnｅ －ja^２n２Δ２ ）ｅ －jnΔω （４２）

ω０ ＝a１ （４３）

将式（２４）（２５）代入得到
矪２ fN（ω０ ）

矪ω２ ≈ －１
６

Δ２ b２０N４ （４４）

矪δfN（ω０ ）
矪ω

≈ －２ΔN｛ Ｉｍ［ 钞
N

n ＝１
（n －１

２
N） en］ －

８ Ｉｍ｛ψ｝｝ ＝－２ΔN［ Ｉｍ｛ξ｝ －８Ｉｍ｛ψ｝］ （４５）

（下转第 ２５１２ 页）
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表 １　六个混叠信号的分离使用两种算法的性能对比

　　通过表 １ 的相似系数可以看出，从分离精度上比较，两种
算法都能以较高的分离精度分离出各源信号。 本文的基于伪
提取矢量的方法对于信号 ２、３、５、６ 的分离精度略高于基于线
性规划的方法；信号 １、４的分离精度稍低于基于线性规划的方
法。 总的来说，两种算法对信号的分离精度相差不大，本文基
于伪提取矢量的方法的分离精度略高于基于线性规划方法的

分离精度。 从分离速度上比较，本文基于伪提取矢量方法的分
离速度大概是基于线性规划方法的 ３．２８ 倍。 其根本原因就
是，基于线性规划的方法在每个采样点处都采用了复杂的优化
算法；而基于伪提取矢量的方法在源信号的整个过程没有采用
任何优化算法，因此大大提高了分离速度。

5　结束语
本文提出了一种新的两步法来实现欠定模型下的语音信

号盲分离问题，给出了该方法的理论分析以及实现的基本算法
流程，并采用该方法对六个语音信号混叠成两个观测信号的情
形进行了分离。 此外，在源信号的恢复过程中，还使用本文算
法与经典的基于线性规划的欠定盲源分离方法进行了对比。
结果表明：本文方法在源信号的分离过程中，分离精度不低于
基于线性规划的方法，分离速度要比基于线性规划的方法快
数倍。
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（上接第 ２５０４ 页）其中：en 和ψ如式（３４）（３５）中定义，可以得到

E｛ 矪δfN（ω０ ）
矪ω

２

｝≈Δ２ b２０σ２ （ １７６ ＋ ４
３K· ＳＮＲ）N５ （４６）

最后由式（４４）（４６）（２６）得到 a^１ 的 ＭＳＥ为
E｛（δa^１ ）２ ｝≈（ １７

１６
＋ １
２K· ＳＮＲ）

９６
ＳＮＲ· Δ２N３ （４７）

３） a^０ 和 b^０ 的均方误差
δb０ 可直接给出：

δb０≈
１
b０
Ｒｅ｛θ｝ （４８）

δa０≈
１
Nb２０

（N Ｉｍ｛θ｝ ＋６Ｉｍ｛ξ｝ －１６Ｉｍ｛ψ｝） （４９）

其中

θ ＝钞
N

n ＝１
s倡n vn ＝b０ 钞

N

n ＝１
en （５０）

从而得到 a^和 b^的 ＭＳＥ为
E｛（δb^０ ） ２ ｝≈ １

２N２E｛θθ
倡｝ ＝σ２

２N （５１）

E｛（δa^０ ）２ ｝≈（ １４
３

＋ ４
３Q· ＳＮＲ）

１
ＳＮＲ· N （５２）
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