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摘　要： 传统的硬阈值去噪会产生伪吉普斯现象，而波原子本身的周期化过程也会出现新的方向性纹理失真。 采用
全变差最小化方法来抑制这些失真，提出一种改进的波原子去噪算法。 该算法不是直接将低于阈值的小系数置为零，
而是对这些系数在全变差最小的意义上作修正迭代，得到最终的去噪图像。 数值实验结果表明，波原子去噪保留边缘
和纹理的效果优于小波和曲线波，改进算法去噪的视觉质量明显好于传统波原子去噪。 最后还指出了进一步的研究
方向。
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　　图像去噪的目的在于滤除影响视觉的信息，以获得真实和有
用信息的图像。 而图像的边缘和纹理是图像的主要细节，不希望
在去噪的同时，边缘等信息受到很强的模糊。 波原子是由 Ｄｅｍａ唱
ｎｅｔ等人在文献［１，２］中提出的一种多尺度几何分析方法，可被认
为是方向小波和Ｇａｂｏｒ原子的插值。 波原子这种二维新型多尺度
变换，满足曲线波的抛物比例尺度关系［３，４］ 。 与传统的小波、Ｇａｂｏｒ
原子、脊波和曲线波相比，波原子为振荡纹理的图像提供了更稀疏
的表示，能够有效地捕获图像的髙维奇异特征和纹理信息，从而保
留图像的几何结构。 本文研究波原子在图像去噪中的应用，针对
去噪过程中产生的新方向性纹理失真和伪吉普斯现象，结合系数
全变差最小［５，６］提出了一种改进的图像去噪算法。 数值实验表
明，波原子方法在视觉质量和峰值信噪比方面都优于小波、曲线波
方法。 改进算法去噪可以保留图像更多的边缘和纹理信息，同时
能有效抑制去噪过程中的失真现象。

1　基本理论
1畅1　波原子

设波原子为φμ（x），下标μ＝（j，mi，ni），j，mi，ni∈Z（i ＝１，２），
相空间的任意一点（xμ，wμ）满足 xμ＝２－j n，wμ＝２jmπ，且 C１２

j≤

ｍａｘ
i ＝１，２

｜mi ｜≤C２２
j。 其中：C１，C２ ＞０是常数；xμ和 wμ分别表征波原

子φμ（x）在空域和频域的中心。
定义１［１］　称波包｛φμ（x）｝的框架元为波原子，如果对任意

M＞０，φμ（x）在相空间点（xμ，wμ）处满足空频局部化条件：
｜φμ（x）｜≤CM２

j（１ ＋２j ｜x －xμ｜） －M （１）

｜^φμ（w）｜≤CM２
－j（１ ＋２ －j ｜w －wμ｜）

－M ＋

CM２
－j（１ ＋２ －j ｜w ＋wμ｜）

－M （２）

波原子的构造比曲线波更为灵活。 数字波原子构造的关键
在于选择一个适当的一维波包，使其具有波原子定义所要求的空
频局域性（式（１）和（２））。 利用 Ｌａｒｓ Ｖｉｌｌｅｍｏｅｓ 的频域局部化策
略，可以通过一维波包的张量积构造数字波原子［１］ 。

对任意 f（x）∈L２（R），在２－j尺度上的空域一维波原子系数为
Cj，m，n ＝∫ψj

m（x －２－j n）f（x）ｄx ＝ψj
m（x －２ －jm） ×f（x）

根据 Ｐｌａｎｃｈｅｒｅｌ关系，得到频域的一维波原子系数为

Cj，m，n ＝
１
２π

∫ｅi２ －jnwψ
＾
j
m（w）u^（w）ｄw

在二维情形，仍设μ＝（ j，mi，ni），Ｈｉｌｂｅｒｔ变换记为 H，定义正
交基及对偶正交基分别为

φ＋
μ（x１，x２） ＝ψj

m１（x１ －２
－j n１ ）ψj

m２（x２ －２ －j n２）
φ－
μ（x１，x２） ＝Hψj

m１（x１ －２
－j n１ ）Hψj

m２（x２ －２ －j n２）
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若记φ（１）
μ ＝

φ＋
μ ＋φ－

μ

２ ，φ（２）
μ ＝

φ＋
μ －φ－

μ

２ ，则｛φμ｝ ＝｛φ（１）
μ ，φ（２）

μ ｝就形成

了波原子框架，且有
∑
μ
｜枙φ（１）

μ ， f 枛｜２ ＋∑
μ
｜枙φ（２）

μ ，f 枛｜２ ＝‖f‖２

二维波原子变换系数为

WAμ（f） ＝枙f，φ（１）
μ 枛 ＋枙f，φ（２）

μ 枛

波原子变换是具有多分辨性、局域性和方向性的函数分析方
法，复合生物学研究所指出的最优图像表示方法所具有的三种特
征。 其实，这也是波原子具有好的非线性逼近能力的根本原因。
虽然曲线波也满足抛物比例关系，但曲线波对纹理部分的表征不
如波原子。 其原因就在于曲线波只捕获了沿振荡方向的信息，而
对穿过该方向的信息描述不够，所以在对纹理图像以及纹理信息
较丰富的图像作处理时，使用波原子变换将是很好的选择。

1畅2　波原子硬阈值去噪
若假定含噪图像表示为 f ＝u ＋η。 其中：u 为无噪干净图

像；η为零均值、方差为σ２ 的高斯噪声。 图像去噪是从 f中恢复
出干净图像 u。 软阈值函数由于其连续性使得图像在去噪时的
边缘过于模糊，细节丢失得过多。 硬阈值方法可以很好地保留
图像边缘等局部特征，因此，本文选用波原子硬阈值去噪。 波原
子变换硬阈值去噪的基本思想与基于小波的去噪方法一致。 首
先对含噪图像 f进行波原子变换，然后通过阈值函数对波原子
变换系数进行非线性阈值，再根据所保留下的系数重构，得到干
净图像 u的一个估计：

u^ ＝∑
μ∈Λ

Sλ（WAμ（ f ））φμ （３）

其中：WAμ（ f ） ＝枙 f，φμ枛；Sλ（· ）是硬阈值函数；Λ＝｛μ｜WAμ

（ f ）≥λ｝为保留波原子系数的指标集。

2　全变差最小的改进去噪算法
由于硬阈值算子的不连续性和波原子变换 ＦＦＴ过程的周

期化影响，使阈值去噪的同时在图像的不连续点邻域（边缘和
纹理）产生伪吉普斯现象，出现新的方向性纹理等失真。 这种
失真可视为一种整体振荡，而全变差正则化能较好地抑制图像
的整体振荡性［６，７］ 。 因此，本文引入全变差正则化技术来抑制
这些失真，提出一种波原子系数全变差最小的图像去噪改进算
法。 该算法不是直接将低于阈值的小系数置为零，而是对这些
系数在全变差最小的意义上作修正迭代，得到最终的去噪图
像。 经典 ＲＯＦ模型在有界变差函数空间约束图像的光滑性，
给出一种保边缘图像去噪方案：

ｍｉｎ
u∈BV（Ω）

TV（u） ＋λ‖f －u‖２
L２

其中：第一项 TV（u）是正则项；第二项‖f －u‖２
L２是逼近项；参

数λ在这两项之间起平衡作用。 一般来说，λ越大， f 与 u 越
接近，去除的噪声少，而较小的λ值使 u过光滑。

考虑图像恢复模型：
ｍｉｎ
u∈U

TV（u）

U ＝｛u ∶u∈BV（Ω），WAμ（u） ＝WAμ（ f ）， μ∈Λ｝
（４）

　　若令 V ＝｛v ∶v∈BV（Ω），WAμ（v） ＝０，μ∈Λ｝，则 U是方
向由 V确定的仿射空间，且有 U ＝｛u ∶u∈BV（Ω），u ＝^u ＋v，
v∈V｝ ＝｛ u^｝ ＋V。 式（４）的目标函数是凸函数，仿射空间 U也
是凸的，利用投影梯度算法进行迭代求解：

u１ ＝u^，uk ＋１ ＝uk ＋τkPv（g（TV（uk））） （５）

其中：τk≥０为迭代步长；g（· ）表示次梯度；Pv （· ）表示在 V
空间上的正交投影。 记（WA） －１、S－１

λ 分别表示波原子逆变换、
反阈值函数，则 Pv（ x） ＝（WA） －１ S －１

λ （WA）（x）。

3　实验结果与分析
为了验证波原子在实际图像处理中的有效性，本文对图像

非线性逼近、图像压缩及去噪做了大量仿真实验。 实验所用测
试图为 Ｂｒｏｄａｔｚ库中的纹理图、Ｆｉｎｇｅｒ 图像和 Ｂａｒｂａｒａ 图像，对
图像加入高斯白噪声。 采用的去噪方法分别为快速曲线波去
噪［８］ 、ｄｂ５小波去噪、波原子去噪。 图 １给出噪声方差为 ２０ 的
Ｆｉｎｇｅｒ图像去噪的效果，图 ２给出噪声方差为 ２５ 的 Ｂａｒｂａｒａ图
像去噪的效果。 可以明显看出，波原子对纯纹理图去噪的效果
要优于传统小波去噪和快速曲线波去噪，特别是波原子方法恢
复的图像更清晰。 曲线波去噪能比小波更好地保留边缘，峰值
信噪比也提高得多；而波原子既能很好地保留图像的曲线型边
缘轮廓，同时在表征纹理上也优于其他两种方法，使用波原子
算法更多地保留了指纹图像的纹理细节，视觉效果明显较曲线
波、小波方法好。

数值实验进一步分析比较了不同噪声级含噪图像进行去

噪的效果，如表 １和 ２所示。 数据的比较说明波原子去噪方法
在性能参数上也有较明显的提高，而且在强噪声背景下，这种
优势更加明显。

表 １　不同方差 Ｆｉｎｇｅｒ图去噪的 ＰＳＮＲ　　ｄＢ
方法

σ

１０ い１５  ２０ a２５ 靠
含噪图 ２２ o．１５ ２４ 屯．６１ ２２ ,．１２ ２０ 妸．１６

小波 ３０ o．７８ ２８ 屯．２９ ２６ ,．５３ ２５ 妸．０７

曲波 ３０ o．３５ ２８ 屯．３８ ２６ ,．９６ ２５ 妸．７７

波原子 ３１ o．１６ ２８ 屯．７３ ２７ ,．１５ ２５ 妸．９４

表 ２　不同方差 Ｂａｒｂａｒａ图去噪的 ＰＳＮＲ　　ｄＢ
方法

σ

１０ い１５  ２０ a２５ 靠
含噪图 ２８ o．１４ ２４ 屯．６１ ２２ ,．０７ ２０ 妸．１６

小波 ２９ o．６４ ２７ 屯．０３ ２５ ,．５１ ２４ 妸．７２

曲波 ３１ o．７０ ２８ 屯．８８ ２６ ,．９２ ２５ 妸．４８

波原子 ３３ o．１９ ３０ 屯．９６ ２９ ,．４６ ２８ 妸．３７

　　波原子阈值去噪算法是对图像分解系数进行直接处理，保
留大于阈值的系数再重构的结果，算法简单且运算量小，对去
噪图像的细节信息保持得较好。 但由于硬阈值算子的不连续
性和波原子变换的 ＦＦＴ过程容易出现伪吉普斯现象，产生新
的方向性纹理等失真。 为了表明改进算法模型（式（４））抑制
这一失真的优越性，通过实验比较波原子去噪及改进算法去噪
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的效果。 图 ３是噪声方差为 １０的 Ｓｅｉｓｍｉｃ图像迭代 １５ 次的去
噪效果，图 ４是噪声方差为 １５的 Ｆｉｎｇｅｒ图像迭代 ２０ 次的去噪
效果。 波原子阈值去噪算法带来新的方向性纹理，出现较明显
的伪吉普斯现象；而改进算法在去除噪声的同时，不仅保留了
图像更多的边缘，而且这些失真得到了较好的抑制。

4　结束语
波原子是一种图像处理和数值分析的新型方向多尺度变

换，振荡周期和支撑大小满足抛物尺度关系。 其显著特征是多
尺度和各项异性，能对不同方向上光滑的振荡函数（如纹理）
获得很稀疏的展开；波原子的构造避开了标准小波包，直接在
频率域将 Ｌａｒｓ Ｖｉｌｌｅｍｏｅｓ策略推广到二维。 鉴于波原子的这些
良好特性，它在图像逼近、压缩分解及去噪中都发挥了很大的
潜力。 本文研究表明，波原子对纹理信息丰富的图像具有极好
的表征能力，使用波原子去除噪声能更好地保留图像的边缘和
纹理，处理后的纹理清晰度和对比度都优于传统的小波阈值和
曲线波阈值方法。 虽然波原子去噪算法具有与小波、曲线波去
噪类似的伪吉普斯现象（如新的方向性纹理），但笔者给出的
改进算法用全变差最小的波原子系数代替直接阈掉的小系数，
有效地抑制了这一失真，去噪的视觉质量得到明显的提高。

　　由于波原子理论刚刚兴起，在波原子理论和应用的发展历
程中仍存在许多有意义的工作有待进一步展开：ａ）波原子理
论的进一步完善，如冗余性及平移不变性；ｂ）波原子变换的算
法复杂度很高，需要给出快速算法以减少运算代价；ｃ）波原子
变换与各种图像处理方法结合，如与其他多尺度几何分析方
法、全变差正则化等 ＰＤＥ 方法、逆尺度空间、压缩感知等结合
起来；ｄ）对波原子不同版本（正交基、２ 冗余的紧框架、４ 冗余
的紧框架和镜面延拓波原子）的特性研究，找出其更恰当的应
用领域。 例如镜面延拓波原子用 ＤＣＴ 代替 ＦＦＴ，避免了标准
波原子变换过程中的周期化效应所带来的冗余。 若将这一新
思想嵌入去噪过程中，会抑制方向性失真和伪吉普斯现象，这
将是下一步的研究工作。
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（上接第 １９６１ 页）（ｂ）为去除了伪分段点的结果，伪分段点用黑
色圆圈表示，真正的分段点用灰色圆圈表示；（ｃ）为对分段后
含有单个图元信息的子 ｓｔｒｏｋｅｓ 进行图元识别后的结果，图中
用虚线画出椭圆，用粗线画出直线。 从图 １９可以看出，输入的
复合笔画经过去噪、分段、识别等操作后可以成功地识别为基
本图元。

图 ２０为 ｓｔｒｏｋｅｓ经识别分类解释为三维体元的过程，可以
通过调色板自由选择建模对象的颜色。 由图 １ 可知，可以在绘
图窗口中进行手绘以生成基本体元，也可以在业已形成的三维
场景中添加新的 ｓｔｒｏｋｅｓ 从而生成新的基本体元。 图 ２１ 为绘
制得到的三维场景。

7　结束语
由上文和实验结果可知，本文研究并实现了基于手绘的三

维建模系统。 本手绘建模系统精度高、鲁棒性强、交互性好、速

度快；可以对随意输入的笔画进行精确的分段处理；对分段后
的子 ｓｔｒｏｋｅｓ进行图元识别，提取最符合输入笔画意图的图元
参数；所生成的模型不受笔画输入顺序的限制；可在已经渲染
好的三维场景中添加新的笔画生成新的基本体元；从 ｓｔｒｏｋｅｓ
获取到绘制出三维场景只需要几十秒钟的时间。
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