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摘　要： 为有效解决小样本问题，从线性子空间的角度出发，构造了一种矩阵变换，得到了类内散布矩阵的另一
个对称线性子空间；通过对两个子空间的分别求解，从而得到样本有效的鉴别信息。 该方法有效地解决了传统
Ｆｉｓｈｅｒ鉴别分析方法中的最终特征维数受类别数限制的问题。 在 ＮＵＳＴ６０３ 和 ＯＲＬ 人脸数据库上的实验结果验
证了算法的有效性。
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　　基于 Ｆｉｓｈｅｒ准则的线性鉴别分析是一种公认有效的特征
抽取方法，其基本思想是选取使 Ｆｉｓｈｅｒ准则函数达到极值的矢
量作为最佳鉴别矢量集，从而使原始样本在该矢量集上投影
后，达到最大的类间离散度和最小的类内离散度。 利用 Ｆｉｓｈｅｒ
准则函数求解最佳鉴别矢量集时，其中一个内在的条件就是要
求相应的类内散布矩阵是非奇异的［１］ 。 然而，在人脸识别等
实际应用领域中，由于受训练样本个数的限制，图像的维数又
非常高，经常会遇到小样本问题［２］ （ ｓｍａｌｌ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｐｒｏｂｌｅｍ，
ＳＳＳＰ）。 这是由于在实际问题中难以找到足够多的训练样本
来保证类内散布矩阵的可逆性。 因此，在小样本情况下，如何
利用 Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则抽取到最优鉴别特征集成为一个难题。
目前，针对该问题的处理方法概括起来可分为以下两类：

ａ）从算法本身出发，通过对相应的矩阵分析提出新的求
解方法，发展直接针对于小样本问题的算法。 例如 Ｔｉａｎ［３］提

出的利用矩阵伪转置的方法来解决类内散布矩阵的奇异问题；
洪子泉等人［４，５］提出了在原始类内散布矩阵的基础上加扰动

值的方法来解决奇异问题；王卫东等人［６，７］提出采用对训练样

本进行扰动的方法来生成虚拟训练样本，利用这些虚拟训练样
本克服了各类协方差矩阵的奇异性问题，从而可以直接使用二
次判别分析。 这些算法理论无疑为这一问题的解决奠定了基
础；但是就其算法本身而言，这些方法均存在着一个共同的弱
点，那就是需要在原始样本空间内求解最优鉴别矢量集，而原
始样本的特征维数是非常高的。

ｂ）从模式样本出发，通过事先降低样本向量的维数来达
到消除类内散布矩阵奇异性的目的。 基于这一思想的处理方
法是通过预处理原始空间的图像，然后在处理之后的图像空间
内进行特征提取。 该类型中比较常用的方法就是 ＰＣＡ ＋ＬＤＡ
的两步骤特征提取方法，此方法最为典型的例子就是 Ｂｅｌ唱
ｈｕｍｅｕｒ等人［８］提出的 Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅｓ方法以及 Ｙａｎｇ等人［９，１０］提出

的 ｃｏｍｐｌｅｔｅ ＰＣＡ＋ＬＤＡ （Ｃ唱ＬＤＡ） 方法。 本文从一个变换的线
性子空间的角度出发，构造并证明了相对于类内散布矩阵 Sw

的另一个对称线性子空间 S倡
w 的存在，通过分别求解 Sw 以及

S倡
w 的解空间，从而得到了一个完整描述样本鉴别信息的求解
方法。 理论及实验结果表明，该方法有效增大了特征维数，强
化了鉴别信息的完整性，它从对称空间的角度提供了另一种解
决小样本问题的有效方法。

1　Fisher鉴别准则
设ω１，ω２，⋯，ωC 为 C个模式类，模式 X为 n维实向量，那

么由该训练样本集构成的类间散布矩阵 Sb、类内散布矩阵 Sw

和总体散布矩阵 St 分别定义为

Sb ＝∑
C

i＝１
P（ωi）（μi －μ）（μi －μ） Ｔ （１）

Sw ＝∑
C

i＝１
P（ωi）E｛（X －μi）（X －μi）

Ｔ ／ωi｝ （２）

S t ＝Sb ＋Sw ＝E｛（X －μ）（X －μ） Ｔ｝ （３）
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其中：P（ωi）为第 i类训练样本的先验概率，μi ＝E｛X／ωi｝为第

i类训练样本的均值，μ＝E｛X｝ ＝∑
C

i＝１
P（ωi）μi 为全体训练样本

的均值。
由式（１） ～（３）的定义可知，Sw、Sb、St 均为非负定矩阵。

当 Sw 可逆时，Sw 与 St 均为正定矩阵，且满足 St ＝Sb ＋Sw。
笔者希望原始数据经过投影后， 在低维空间内得到最有

助于模式分类的信息。 因此，如果类内散布矩阵 Sw 非奇异，
最优的投影方向Wｏｐｔ就是使样本类间散布矩阵和类内散布矩
阵的行列式比值最大的那些正交特征向量，由此 Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准
则函数定义为

f（Wｏｐｔ） ＝ａｒｇ ｍａｘ
w

WＴSbW
WＴSwW

（４）

其求解过程也就是对下列广义特征方程求取相应的特征

值和特征向量的过程。
SbW i ＝λSwWi （５）

当类内散布矩阵奇异时， Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则函数也可以采用
如下推广形式：

F（Wｏｐｔ） ＝ａｒｇ ｍａｘ
w

WＴSbW
WＴS tW

（６）

2　一种 LDA对称子空间
根据上一章理论，在传统 Ｆｉｓｈｅｒ 鉴别准则的模式下，由于

C个模式类的中心点通常是线性独立的，ｒａｎｋ（Sb） ＝C－１。 也
就是说，通过 Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则函数得到的最优鉴别向量的个数
受到类间散布矩阵的秩的限制，能得到的最优鉴别向量的个数
通常小于等于 C－１。 因此，如何有效增大鉴别特征维数成为
提高模式判别能力的一个重要因素。 本章从一个矩阵变换入
手，构造了一个相对于 Sw 的对称矩阵空间 S倡

w ，从而解决了上
述问题。

定理 １　设 A是秩为 r的 n阶方阵，则一定存在秩为 n －r
的阶方阵 B，使得 AB＝０。

证明　因为 ｒａｎｋ（A） ＝r，根据矩阵理论，存在 n阶可逆方
阵 P和 Q，使得

PAQ ＝
E r ０ r×（n－r）

０（n －r） ×r ０（n－r） ×（n －r）
扯Ir

其中，Er 为 r阶单位矩阵，Ir 为 A的等价标准形。 令

Q －１B ＝
０ r×r ０ r ×（n －r）

０（n－r） ×r E（n－r） ×（n－r）
扯B倡

n －r

显然 ｒａｎｋ（B倡
n－r） ＝n －r，并且 PAQB倡

n －r ＝PAQQ －１ B ＝PAB ＝

０。 因为 P和 Q均可逆，所以 AB＝０，ｒａｎｋ（B） ＝ｒａｎｋ（B倡
n－r） ＝

n－r，从而 B＝QB倡
n－r即为所求。

定理 １构造了相对于 Sw 的一个对称线性子空间 S倡
w ，从

而有效增大了鉴别特征的维数，解决了传统 Ｆｉｓｈｅｒ线性鉴别方
法中特征的最终维数受类别数限制的问题。

3　对称子空间的特征抽取算法
根据上面的理论分析，在人脸图像的特征抽取过程中，笔

者在 Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则的基础上提出了完整的基于对称线性子
空间变换的特征抽取算法，从而获得了类内散布矩阵 Sw 及其

对称子空间 S倡
w 的共同最优鉴别矢量。 算法具体步骤如下：

ａ）对原始图像作 ＰＣＡ变换，将图像降维到 m维空间，其中

m＝ｒａｎｋ（St）。 在 Rm 空间中计算类内散布矩阵 Sw 的特征值

是正值所对应的特征向量 P１ ＝（γ１，γ２，⋯，γr）。 由此重新得

到 Sw 值域空间下对应的类间散布矩阵 S^b ＝PＴ
１SbP１ 和总体散

布矩阵 S^t ＝PＴ
１StP１ ，计算 S^b 和 St 的正交特征向量μ１，μ２，⋯，

μ１（ l≤C－１），将这些特征向量按其对应的特征值从大到小的

顺序排列，因此获得了类内散布矩阵 Sw 值域空间下的最优鉴

别矢量集αj ＝P１μj（ j＝１，２，⋯，l）。

ｂ）由于 Sw 为秩为 r的 n阶方阵，r＝ｍｉｎ｛n，N －C｝。 其中
n为样本维数，N为总训练样本数，C为类别数。 根据定理 １，

构造秩为 n－r的 n阶方阵S倡
w ，使得SwS倡

w ＝０。 对求得的矩阵

S倡
w 计算特征值是正值所对应的特征向量 P２ ＝（ε１，ε２，⋯，

εn－r）。 同样重新得到 S倡
w 值域空间下对应的类间散布矩阵 Sb

＝PＴ
２SbP２ 和总体散布矩阵 St ＝PＴ

２StP２ ，计算 Sb 和 St 的正交

特征向量 v１ ，v２ ，⋯，vk（k≤C －１），将这些特征向量按其对应

的特征值从大到小的顺序排列，因此获得了相对于 Sw 的矩阵

S倡
w 解空间下的最优鉴别矢量集βj ＝P２vj（ j＝１，２，⋯，k） 。
ｃ）通过对两组最优鉴别矢量集的合并，构成了最终的基

于 Sw 及其 S倡
w 解空间下的共同最优鉴别矢量集 ｄｉｓｃ＿ｓｅｔ ＝

（α１，⋯，α１，β１，⋯，βk）。 用测试样本在此最优鉴别矢量集上的
投影数据进行分类。

4　实验结果及分析
本文分别采用南京理工大学 ＮＵＳＴ６０３ 和 ＯＲＬ［１１］人脸图

像数据库进行性能验证，实验共考察了 Ｅｉｇｅｎｆａｃｅ［８］ 、Ｆｉｓｈｅｒ唱
ｆａｃｅ［８］ 、Ｄ唱ＬＤＡ［１２］和本文方法的分类效果。 最终经过特征提取
后的图像数据都采用 Ｋ 近邻分类器实现分类。 其中，近邻参
数 k取 ３。 ＮＵＳＴ６０３人脸数据库中包含 ９６ 人，每人由 １０ 幅图
像构成，每幅图像的原始分辨率均为 ２５６ ×２５６。 为了降低内
存和实验消耗，首先将图像中的脸像切割出来，并归一化为
３２ ×３２的标准图像。 图 １为 ＮＵＳＴ６０３人脸数据库的部分标准
化后的人脸图像。

实验中，分别采用 ＮＵＳＴ６０３人脸数据库中每类人脸的前 θ
（θ＝３，４，５，６）个样本组成训练样本集，同时所有样本组成测
试样本集。 表 １ 是 Ｅｉｇｅｎｆａｃｅ、Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ、Ｄ唱ＬＤＡ和本文方法的
识别性能比较。

表 １　不同数量训练样本集识别率比较

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｔｒａｉｎｉｎｇ ｓａｍｐｌｅｓ Ｅｉｇｅｎｆａｃｅ／％ Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ／％ Ｄ唱ＬＤＡ／％ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ／％

３ �９３ 换．７５ ９７ r．４６ ９７ (．８１ ９８ :．１２

４ �９５ 换．７３ ９８ r．２３ ９８ (．１２ ９９ :．１７

５ �９６ 换．１９ ９８ r．６５ ９８ (．６５ ９９ :．４８

６ �９７ 换．６０ ９９ r．１７ ９９ (．２８ ９９ :．６９

　　ＯＲＬ人脸数据库包含 ４０ 人，每人由不同表情或不同视点
的 １０幅图像组成。 首先对所有样本进行两次小波变换，将原
始图像预处理成 ２３ ×２８ 维的形式。 图 ２ 为 ＯＲＬ人脸数据库
中的部分归一化的人脸图像。
实验中，样本的训练数据集随机产生，在不同的训练样本

个数下做 １０次不同的测试，得到 １０ 次不同数据集下的均值。
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每组实验从每类人脸图像中随机抽取矰（矰＝３，４，５）个样本组
成训练样本集，同时所有样本组成测试样本集。 表 ２是 Ｅｉｇｅｎ唱
ｆａｃｅ、Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ、Ｄ唱ＬＤＡ和本文方法的识别性能比较，实验结果
显示了各算法在 １０次不同实验数据下的均值。

表 ２　不同数量训练样本集下 ＯＲＬ 人脸数据库上识别率比较
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ｓａｍｐｌｅｓ Ｅｉｇｅｎｆａｃｅ／％ Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ／％ Ｄ唱ＬＤＡ／％ Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ／％
３ い８３ b．２５ ８８  ．２５ ９１ 舷．７８ ９２ 後．２４
４ い９０ b．５０ ９１  ．２５ ９４ 舷．５８ ９５ 後．１６
５ い９３ b．００ ９５  ．５０ ９６ 舷．４６ ９７ 後．２５

　　根据文献［１０，１３，１４］的研究可知，Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ算法执行效率
的高低一定程度上依赖于特征维数的使用数量。 通过表 １和 ２
的实验数据可以看出，基于对称线性子空间的特征抽取方法的
性能在不同人脸数据库下均优于其他代数特征抽取方法。

5　结束语
本文在 Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则下，提出了一种新的对称线性子空

间的 ＬＤＡ特征抽取方法。 与其他的经典方法相比，基于 ＰＣＡ
思想的 Ｅｉｇｅｎｆａｃｅ得到的特征向量是有效重构数据的向量，但
不是最有助于分类的特征向量。 Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ 虽然采用了 ＰＣＡ＋
ＬＤＡ的变换过程，但是该组合方法在变换过程中损失了有助
于分类的鉴别信息。 Ｄ唱ＬＤＡ方法是一种简单有效的线性特征
提取方法， 该方法剔除了不含最有判别力信息的类间散布矩
阵的零空间，但在实际应用中去除 Sb 零空间的同时往往间接

丢失了 Sw 零空间中的有用信息。 本文通过构造一种矩阵变
换，得到了相对于 Sw 的另一个对称线性子空间，从而巧妙地
解决了传统 Ｆｉｓｈｅｒ线性鉴别分析方法中的最终特征维数受类
别数限制的问题。 实验结果表明，该算法是一种解决小样本问
题的有效方法，而如何充分利用对偶代数理论进一步增大有效
鉴别特征的数量，这是后续的研究方向。
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标为帧的编号，纵坐标为对应的 ＰＳＮＲ 值。 本文中给出了具有
ｍｏｂｉｌｅ（码率限制较高比特 １２８ ｋｂｐｓ）的视频序列 ＰＳＮＲ图，如
图 ４所示，即限定码率分别为 ３２ ｋｂｐｓ、６４ ｋｂｐｓ 和 １２８ ｋｂｐｓ 的
典型视频。 从图 ４中可以看出，改进算法的 ＰＳＮＲ值波动相对
较小，从而在视觉上不会感觉到明显的图像质量变化，这就保
证了图像质量的平稳过渡，具有较高的主观视觉质量。

5　结束语
本文设计并实现了基于 ３Ｇ 和 Ｈ．２６４ 技术的无线实时监

控系统，并结合无线传输以及智能手机处理能力弱的特点，对

Ｈ．２６４标准中码率控制策略进行了优化。 实验表明，在码率没

有明显增加的情况下，图像 ＰＳＮＲ 值明显提高，从而较好地实

现了码率控制效果。
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