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含周期性裂纹正交各向异性板

平面问题的应力场分析

郭俊宏，卢子兴

（北京航空航天大学 固体力学所，北京１００１９１）

摘　要：　通过引入适当的 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数，采用复变函数方法和待定系数法对含周期性裂纹正交各向异

性纤维增强复合材料板的Ⅰ型、Ⅱ型问题中裂纹尖端附近的应力场进行了力学分析。在远处对称载荷与斜对称载

荷作用下，先给出Ⅰ型、Ⅱ型问题在裂纹尖端处的应力强度因子，然后导出用应力强度因子表示的Ⅰ型、Ⅱ型裂纹

问题应力场的解析表达式。此外，应力场大小与材料常数有关，这是正交各向异性材料不同于各向同性材料的特

征。由于裂纹的周期分布，应力强度因子的大小取决于形状因子。结果表明，形状因子随着裂纹长度的增加而增

大，随着裂纹间距的增大而逐渐下降，当裂纹间距趋于无穷大时，退化为含单个中心裂纹正交各向异性纤维增强

复合材料板的结果。
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　　纤维增强复合材料具有高比强度、高比刚度并

能够通过控制纤维与基体的粘结或纤维的铺设方式

来设计复合材料结构的性能，是一种很有发展前景

的工程结构材料，已广泛应用于航空、航天、国防、

交通和化工等诸多工程领域。但是，复合材料在高

应力水平状态下，内部极易产生微观裂纹，且随着

变形的增加，这些微观裂纹可能进一步扩展成宏观

裂纹或是穿透性裂纹，最终导致结构的破坏［１］。因

此，研究复合材料板中的裂纹缺陷问题具有重要的

意义。

复合材料的基体开裂是复合材料断裂模式中较

简单的一种破坏方式，一直受到许多科研工作者的

广泛关注，并取得了一些重要成果［１５］。周期性分

布裂纹是材料结构中一个重要而又较难解决的问

题，在经典材料的断裂力学中已做了较多研究［６９］。

然而，复合材料中周期裂纹问题的研究却较少，这



是由于复合材料的组分不同、各向异性力学特征以

及裂纹边界条件的复杂性的缘故。Ｗｉｊｅｙｅｗｉｃｋｒｅｍａ

和Ｋｅｅｒ
［１０］研究了纤维增强脆性基复合材料中的多

裂纹问题，得到了不同剪切模量和纤维体积下的应

力强度因子和应力场；Ｋａｗ和Ｂｅｓｔｅｒｆｉｅｌｄ
［１１］基于

平面应力和应变弹性理论，提出了单向纤维增强脆

性基复合材料中周期裂纹的断裂模型，并利用奇异

积分方程研究了纤维增强相、裂纹间距、位置和长

度对裂纹尖端的应力强度因子及最大裂纹张开位移

的影响；路见可［１２］采用周期 Ｒｉｅｍａｎｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ边

值问题研究了各向异性体中周期裂纹的平面问题，

在此基础上，Ｃａｉ
［１３］进行了进一步推广，得到了各

向异性体中周期裂纹平面问题的封闭形式解，但计

算复杂，所得结果不便于具体分析。肖俊华［１４］利

用椭圆函数理论、映射技术及解析函数边值问题求

解了正交各向异性材料中双周期裂纹的反平面剪切

问题，得到了问题的全场封闭解。最近，肖俊华

等［１５］用Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂方法和 Ｌａｕｒｅｎｔ级数展

开技术，并结合双准周期 Ｒｉｅｍａｎｎ边值问题理论，

研究了双周期含涂层纤维增强复合材料反平面问

题，并得到其解析解。考虑到工程上复合材料的断

裂分析、结构设计以及许多纤维复合材料是正交各

向异性等因素，本文中将给出一种求解含周期性裂

纹的纤维增强脆性基复合材料问题的简单方法，即

通过引入适当的 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数，利用复变

函数方法和待定系数法对含周期性裂纹正交各向异

性复合材料板的Ⅰ型、Ⅱ型问题中裂纹尖端附近的

应力场进行分析。在远处对称载荷与斜对称载荷作

用下，文中得到了Ⅰ型、Ⅱ型问题裂纹端点处的应力强

度因子及应力场精确解析解。所得结果可为工程中

复合材料的断裂分析和结构设计提供理论参考。

１　力学模型

设无限大线弹性正交各向异性纤维增强复合材

料板含有相距为２犫、裂纹长为２犪的共线周期排列

的穿透裂纹，如图１所示，且２个坐标轴平行于正

交各向异性体的材料弹性主方向。在平面应力状态

下，二维线弹性体的相容方程为［１６］


２
ε狓

狔
２ ＋

２
ε狔
狓

２ ＝

２
γ狓狔
狓狔

（１）

引入应力函数犝＝犝（狓，狔），使得

σ狓 ＝

２犝

狔
２
，σ狔 ＝


２犝

狓
２
，τ狓狔 ＝－


２犝

狓狔
（２）

图１　含周期性裂纹的正交各向异性板
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线弹性平面问题的本构关系为
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犈２

０
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１
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０

０ ０
１

犌

熿

燀

燄

燅１２

σ狓

σ狔

τ狓

熿

燀

燄

燅狔

（３）

将式（２）与式（３）代入式（１），得

犅２２

４犝

狓
４ ＋（２犅１２＋犅６６）


４犝

狓
２
狔

２＋犅１１

４犝

狔
４ ＝０

（４）

这就是正交异性复合材料板的基本方程［２］。

如图１所示，Ⅰ型周期裂纹的边界条件为

狘狔狘→ ∞：σ狔 ＝σ，τ狓狔 ＝０

狔＝０，２狀犫－犪＜狓＜２狀犫＋犪：

　σ狔 ＝０，τ狓狔 ＝０　（狀＝０，±１，±２，…）

狘狓狘→ ∞：τ狓狔 ＝

烅

烄

烆 ０

（５）

Ⅱ型周期裂纹的边界条件为

狘狔狘→ ∞：σ狔 ＝０，τ狓狔 ＝τ

狔＝０，２狀犫－犪＜狓＜２狀犫＋犪：

　σ狔 ＝０，τ狓狔 ＝０　（狀＝０，±１，±２，…）

狘狓狘→ ∞：τ狓狔 ＝

烅

烄

烆 τ

（６）

因此，对Ⅰ型、Ⅱ型裂纹尖端的应力场分析分别转

化为求解偏微分方程的边值问题式（４）与式（５）以及

式（４）与式（６）。

设

犝 ＝犝（狓＋μ狔）
［１，４］ （７）

将上式代入式（４），得到特征方程为
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犅１１μ
４
＋（２犅１２＋犅６６）μ

２
＋犅２２ ＝０ （８）

这是一个双二次方程，其判别式为

Δ＝
２犅１２＋犅６６
犅（ ）
１１

２

－４
犅２２
犅１１

（９）

当Δ＞０时，方程（８）的解为

μ１ ＝ｉβ１，μ２ ＝ｉβ２，μ３ ＝μ
－
１，μ４ ＝μ

－
２ （１０）

其中

β
２
１ ＝
２犅１２＋犅６６
２犅１１

－
２犅１２＋犅６６
２犅（ ）

１１

２

－
犅２２
犅槡 １１

，

β
２
２ ＝
２犅１２＋犅６６
２犅１１

＋
２犅１２＋犅６６
２犅（ ）

１１

２

－
犅２２
犅槡 １１

，

　　　　　　　　　　　　（β２ ＞β１ ＞０） （１１）

当Δ＜０时，方程（８）的解为

μ１ ＝α＋ｉβ，μ２ ＝－α＋ｉβ，μ３ ＝μ
－
１，μ４ ＝μ

－
２

（１２）

其中

２α
２
＝

犅２２
犅槡１１

－
２犅１２＋犅６６
２犅１１

，

２β
２
＝

犅２２
犅槡１１

＋
２犅１２＋犅６６
２犅１１

，　　（β＞α＞０） （１３）

记

狕犼 ＝狓＋μ犼狔＝狓犼＋ｉ狔犼，　　　　犼＝１，２ （１４）

即当Δ＞０时，有

狓１ ＝狓，狔１ ＝β１狔；狓２ ＝狓，狔２ ＝β２狔 （１５）

当Δ＜０时，有

狓１ ＝狓＋α狔，狔１ ＝β狔；狓２ ＝狓－α狔，狔２ ＝β狔

（１６）

则基本方程（４）可化为
［４，１７］

Δ

２
１

Δ

２
２犝 ＝


２

狓
２
１

＋

２

狔（ ）２
１


２

狓
２
２

＋

２

狔（ ）２
２

犝 ＝０ （１７）

由式（１７）知，方程（４）有实值解析解

犝 ＝∑
２

犼＝１

［犪犼Ｒｅ（犝
＝
犼）＋犫犼Ｉｍ（犝

＝
犼）］ （１８）

其中

犝
＝
犼 ＝犝

＝
犼（狕犼），犝

－
犼 ＝犝

－
犼（狕犼），

ｄ犝
＝
犼

ｄ狕犼
＝犝
－
犼，
ｄ犝
－
犼

ｄ狕犼
＝犝犼，　　　　犼＝１，２ （１９）

将式（１８）和式（１９）代入式（２），可求得应力场如下：

σ狓 ＝∑
２

犼＝１

［犪犼Ｒｅ（μ
２
犼犝犼）＋犫犼Ｉｍ（μ

２
犼犝犼）］，

σ狔 ＝∑
２

犼＝１

［犪犼Ｒｅ（犝犼）＋犫犼Ｉｍ（犝犼）］，

τ狓狔 ＝－∑
２

犼＝１

［犪犼Ｒｅ（μ犼犝犼）＋犫犼Ｉｍ（μ犼犝犼）］． （２０）

２　周期性Ⅰ型裂纹的犠犲狊狋犲狉犵犪犪狉犱应力函数解

为了求解边值问题式（４）与式（５），选取如下

Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数
［１８］：

犝犼 ＝
σｓｉｎ

π狕犼
２犫

ｓｉｎ
π狕犼
２（ ）犫

２

－ ｓｉｎ
π犪
２（ ）犫槡

２
，　犼＝１，２ （２１）

由式（１４）与式（２１），得

狓→ ∞，狔→ ∞：犝犼 ＝σ，

狔＝０，２狀犫－犪＜狓＜２狀犫＋犪：

犝犼 ＝－

ｉσｓｉｎ
π狓
２犫

ｓｉｎ
π犪
２（ ）犫

２

－ ｓｉｎ
π狓
２（ ）犫槡

２
（２２）

若定义Ⅰ、Ⅱ型应力强度因子为

犓Ⅰ

犓

烄

烆

烌

烎Ⅱ
＝ｌｉｍ

狕
犼→犪

［２π（狕犼－犪）］
１／２犝犼（狕犼），犼＝１，２；（２３）

将式（２１）代入式（２３）得到Ⅰ型周期裂纹的应力强度

因子为

犓Ⅰ ＝σ ２犫ｔａｎ
π犪
２槡 犫
＝犢σ π槡犪 （２４）

其中

犢 ＝
２犫

π犪
ｔａｎ
π犪
２槡 犫

（２５）

无限大线弹性正交各向异性纤维复合材料板中

仅含一条长为２犪的穿透裂纹的应力强度因子为

σ π槡犪。由式（２４）可知，由于裂纹的周期分布，应力

强度因子的影响决定于形状因子犢。

图２显示了形状因子随裂纹间距和裂纹长度的

变化曲线，从图２可知：（１）形状因子在裂纹端点

处趋于无穷大，这表明在裂纹尖端处具有应力奇异

性；（２）形状因子随着裂纹长度犪增加而增大，这

表明复合材料所含周期性裂纹的长度越大越容易破

坏；（３）随着裂纹间距犫的增大，形状因子的曲线

逐渐下降并趋于常数１。换言之，当犫→∞时，退化

为正交异性材料含单个中心裂纹的情形，这与已有

结果［１，３４］完全一致。

将式（１４）、式（２３）代入式（２１），则在裂纹尖端

附近，有

当狕犼→犪时，犝犼（狕犼）＝
犓Ⅰ

［２π（狕犼－犪）］
１／２

或当狉→０时，
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图２　形状因子犢 随裂纹间距犫的变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｈａｐｅｆａｃｔｏｒ犢ｗｉｔｈｃｒａｃｋｓｐａｃｉｎｇ犫

犝犼（狕犼）＝
犓Ⅰ

［２π狉（ｃｏｓθ＋μ犼ｓｉｎθ）］
１／２

（２６）

２．１　对于Δ＞０的复合材料

将式（１０）、式（２０）和式（２２）代入边界条件

式（５），得

犪１ ＝ β２

β２－β１
，犪２ ＝－ β１

β２－β１
，犫１ ＝犫２ ＝０ （２７）

将式（１０）、式（２７）和式（２６）代入式（２０），得到Ⅰ型

周期裂纹尖端附近的应力场解析表达式为

σ狓 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２
β１β２

β２－β１
·

Ｒｅ β２
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／２－
β１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／［ ］２ ，

σ狔 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２

１

β２－β１
·

Ｒｅ β２
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２－
β１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／［ ］２ ，

τ狓狔 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２
β１β２

β２－β１
·

Ｉｍ
１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／２－

１
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／［ ］２ ．
（２８）

２．２　对于Δ＜０的复合材料

将式（１２）、式（２０）和式（２２）代入边界条件

式（５），得

犪１ ＝犪２ ＝
１

２
，犫１ ＝－犫２ ＝ β

２α
（２９）

从而由式（２０）得到Δ＜０的Ⅰ型周期裂纹端点处的

应力场解析表达式为

σ狓 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２

α
２
＋β

２

２α
·

｛

　　　

α ［Ｒｅ １
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２＋
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／ ］２

＋β ［Ｉｍ １
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／２－
１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／ ］｝２

σ狔 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２

１

２α

｛

·

α ［Ｒｅ １
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２＋
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／ ］２

＋β ［Ｉｍ １
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２－
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／ ］｝２

τ狓狔 ＝
犓Ⅰ

（２π狉）
１／２

α
２
＋β

２

２α
·

Ｒｅ
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／２－

１
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／［ ］２
（３０）

３　周期性Ⅱ型裂纹的 犠犲狊狋犲狉犵犪犪狉犱应力函数解

为了求解边值问题式（４）与式（６），选取如下

Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数为

犝犼 ＝
τｓｉｎ

π狕犼
２犫

ｓｉｎ
π狕犼
２（ ）犫

２

－ ｓｉｎ
π犪
２（ ）犫槡

２
，　犼＝１，２ （３１）

由式（１４）与式（６），得

狔→ ∞：犝犼 ＝τ

狓→ ∞：犝犼 ＝τ

狔＝０，２狀犫－犪＜狓＜２狀犫＋犪：

犝犼 ＝－

ｉτｓｉｎ
π狓
２犫

ｓｉｎ
π犪
２（ ）犫

２

－ ｓｉｎ
π狓
２（ ）犫槡

２
（３２）

将式（３１）代入式（２３），可得到Ⅱ型周期裂纹的应力

强度因子为

犓Ⅱ ＝τ ２犫ｔａｎ
π犪
２槡 犫
＝犢τ π槡犪 （３３）

其中犢 见式（２５）。同样，Ⅱ型周期裂纹的应力强度

因子的影响也决定于形状因子犢。

类似于Ⅰ型裂纹问题的分析方法，不难得到Ⅱ

型问题的应力场，下面仅给出相应结果。

对于Δ＞０的复合材料，Ⅱ型裂纹问题的应力

场为

σ狓 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

β２－β１
·

［Ｉｍ β
２
２

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／２－

β
２
１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／ ］２

σ狔 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

β２－β１
·
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［Ｉｍ
１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／２－

１
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／ ］２

τ狓狔 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

β２－β１
·

［Ｒｅ β２
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／２－
β１

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／ ］２
（３４）

对于Δ＜０的复合材料，Ⅱ型裂纹问题的应力场为

σ狓 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

２α

｛

·

［Ｒｅ （β
２
－α

２）
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２－
（β
２
－α

２）
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／ ］２

＋ ［Ｉｍ ２αβ
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／２＋
２αβ

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／ ］｝２

σ狔 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

２α
·

Ｒｅ
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／２－

１
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／［ ］２

τ狓狔 ＝
犓Ⅱ

（２π狉）
１／２

１

２α

｛

·

Ｒｅ
α

（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）
１／２＋

α
（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）

１／［ ］２

＋βＩｍ
１

（ｃｏｓθ＋μ２ｓｉｎθ）
１／２－

１
（ｃｏｓθ＋μ１ｓｉｎθ）

１／［ ］｝２

（３５）

　　从式（２８）、式（３０）、式（３４）和式（３５）可知，正

交各向异性复合材料中裂纹尖端附近的应力场与材

料常数有关，这点与各向同性材料不同。

４　结　论

通过引入合适的 Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ应力函数，有效

地确定了正交各向异性纤维增强复合材料板中周期

性裂纹平面问题的应力场。

（１）与各向同性材料不同，正交各向异性复合

材料中裂纹尖端处的应力场与材料常数有关。

（２）与正交各向异性复合材料含单个中心裂纹

尖端的应力强度因子相比，周期性裂纹尖端处的应

力强度因子的大小取决于形状因子犢。

（３）形状因子随着裂纹长度的增加而增大，随

着裂纹间距的增大而逐渐减小，当裂纹间距趋于无

限大时，则退化为单个中心裂纹的结果。
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