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摘　要：为了减弱轨迹拐角处的向心加速度变化给加工带来的不利影响，使用五次ＰＨ曲线进行拐角过渡，

在控制加工速度的同时对向心加速度进行控制。通过对拐角处连接情况的分析，确定了连接ＰＨ曲线中的参

数计算方法。在拐角前后使用Ｓ加减速进行加工，以保证直线、圆弧轨迹加工中的平稳；在拐角连接区域内使

用基于曲率的速度模型，通过对拐角前后Ｓ加减速和拐角速度的连接，使拐角前后的速度更加连续，得到平

滑的速度曲线；通过拐角处的加速度和弓高误差的限制，计算平稳的加工速度。结果表明，使用五次ＰＨ曲线

进行拐角过渡的误差小于７．４μｍ，能够满足加工需要，同时，拐角处的向心加速度变化更加平稳。将拐角前

后的Ｓ加减速和拐角区域内速度连接后，得到了平滑的速度曲线。
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　　在对模具等轮廓型腔进行加工时，轮廓中的

拐角会改变刀具的加工方向，并产生较大的向心

加速度。进行高速加工时，高的曲率半径意味着

高的加速度。这会使机床产生振动，同时也会降

低加工精度。为了使拐角处的加工更加平稳，国

内外的一些学者进行了研究。Ｍ．Ｋ．Ｊｏｕａｎｅｈ等

在拐角附近引入了圆弧和双螺旋曲线来得到光滑

的轨 迹，并 将 其 应 用 于 机 器 人 控 制 中［１２］。

Ｋ．Ｅｒｋｏｒｋｍａｚ等用五次样条来取代拐角区域的

直线段，其拐角误差限制在３０μｍ以下
［３］。张得

礼等使用圆弧来处理相邻运动矢量拐角处的速

度，利用速度前瞻有效地控制了加工误差［４］。

Ｊ．Ｊａｈａｎｐｏｕｒ和Ｂ．Ｍ．Ｉｍａｎｉ使用ＰＨ曲线进行拐

角过渡，使得高速加工中伺服的滞后性得到抑

制［５］。Ｚ．íｒ等使用ＰＨ曲线对拐角进行过渡，利

用Ｈｅｒｍｉｔｅ插值计算得到五次ＰＨ 曲线
［６］，但是

其计算较为复杂。
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在拐角处的加工，特别是进行高速加工时，使

用曲线进行拐角过渡可以有效地控制加工速度和

加速度。使用圆弧进行过渡，会在圆弧与直线的

连接处产生较大的向心加速度突变，不利于控制

速度和加速度。使用双螺旋线进行过渡时，向心

加速度成三角形，连续性较弱［１］。在利用ＰＨ 曲

线进行过渡时，文献［５］中利用迭代方法计算ＰＨ

曲线所需参数，不利于满足系统的实时性要求。

由于ＰＨ 曲线不仅具有曲率连续变化的性

质，而且其弧长可以表示为参数的多项式函数形

式［７］，本文选用五次ＰＨ 曲线进行拐角过渡。为

了使拐角处ＰＨ曲线的参数计算更加方便，提高

计算效率，文中通过分析拐角处直线与直线、圆弧

与直线、圆弧与圆弧的连接情况，得到ＰＨ曲线所

需首末点和切矢量的计算方法。在拐角区域使用

基于曲率的速度模型使得速度与曲率的变化相适

应，提高加工精度。在保证速度平稳变化的前提

下，能够使向心加速度连续变化，减弱对机床的冲

击。在曲率变化较小的拐角前后轨迹段使用Ｓ加

减速模型，通过拐角区前后的速度连接，使整个加

工轨迹能够具有平滑的加工速度。

１　ＰＨ曲线的表示形式与ＰＨ曲线插补

为了便于计算，将ＰＨ 曲线上的点表示成复

数形式狉（ξ）＝狓（ξ）＋ｉ狔（ξ），曲线的导数表示为

狉′（ξ）＝ω
２（ξ） （１）

式中：ω（ξ）＝ω０（１－ξ）
２＋２ω１（１－ξ）ξ＋ω２ξ

２，参

数ξ∈［０，１］，ω０、ω１、ω２ 为多项式的系数。则存

在两个多项式：

狌（ξ）＝∑
３

犽＝０

狌犽
３［］
犽
（１－ξ）

３－犽

ξ
犽

狏（ξ）＝∑
３

犽＝０

狏犽
３［］
犽
（１－ξ）

３－犽

ξ
犽

式中：狌犽、狏犽 为常数；犽为曲线次数。

使狓′（ξ）＝狌
２（ξ）－狏

２（ξ），狔′（ξ）＝２狌（ξ）狏（ξ）。

多项式ω（ξ）＝狌（ξ）＋ｉ狏（ξ），曲线参数速度σ（ξ）＝

狓′２（ξ）＋狔′
２（ξ槡 ）＝狌２（ξ）＋狏

２（ξ）
［７］。

σ（ξ）＝∑
４

犽＝０

σ犽
４［］
犽
（１－ξ）

４－犽

ξ
犽 （２）

式中：多项式系数σ０＝狌
２
０＋狏

２
０，σ１＝狌０狌１＋狏０狏１，σ２＝

２（狌２１＋狏
２
１）／３＋（狌０狌２＋狏０狏２）／３，σ３＝狌１狌２＋狏１狏２，

σ４＝狌
２
２＋狏

２
２。

则曲线的弧长可以表示为［７］

狊（ξ）＝∫
ξ

０
σ（τ）ｄτ＝∑

５

犽＝０

狊犽
５［］
犽
（１－ξ）

５－犽

ξ
犽 （３）

式中：狊０ ＝０；狊犽 ＝
１

５∑
犽－１

犻＝０

σ犻，犽＝１，２，…，５。

曲率可以表示为［７］

κ（ξ）＝２
狌（ξ）狏′（ξ）－狌′（ξ）狏（ξ）

σ
２（ξ）

（４）

　　由于拐角处的曲线曲率变化较大，为了得到更

加平稳的加工速度，将速度以曲率的形式表示，就

得到了基于曲率的ＰＨ曲线插补。要计算ＰＨ曲

线的插补点就要计算与时间相对应的曲线参数ξ１，

ξ２，…，ξ狀。为了能够得到平滑的速度和向心加速度

曲线，将基于曲率的速度犞κ（ξ）表示为犞κ（ξ）＝

犞κ／
６

κ（ξ槡 ），则ξ是式（５）的根
［７］。

狊（ξ犽）＝犽Δ狊０ （５）

式中：Δ狊０＝犞κ（ξ犽）Δ狋；κ为曲率常数；犞为对应

曲率的速度常数；Δ狋为插补时间。

通过牛顿迭代法得到式（６）和式（７），就可以

得到迭代狉次时犽次ＰＨ曲线的参数ξ，从而得到

基于曲线曲率的插补点坐标［７］。

ξ
（０）
犽 ＝ξ犽－１＋

Δ狊０

σ（ξ犽－１）
（６）

ξ
（狉）
犽 ＝ξ

（狉－１）
犽 －

狊（ξ
（狉－１）
犽 ）－犽Δ狊０
σ（ξ

（狉－１）
犽 ）

（７）

２　拐角处ＰＨ曲线过渡的实现方法

在构建ＰＨ曲线进行拐角过渡时，就要确定

拐角处ＰＨ曲线的首末点坐标及其对应的切矢量

坐标，并使ＰＨ曲线在拐角处的过渡误差满足许

用加工误差。

２１　犘犎曲线的形成

为了在拐点附近得到一条ＰＨ 曲线，首先要

确定曲线的首末端点及其对应的切矢量。曲线的

首末点坐标分别为（狓ｉｓ，狔ｉｓ）和（狓ｉｅ，狔ｉｅ），其复数形

式为

狉０ ＝狓ｉｓ＋ｉ狔ｉｓ，　狉１ ＝狓ｉｅ＋ｉ狔ｉｅ

式中：狉０、狉１ 是首末点。ＰＨ曲线的首末切矢量犱ｓ

和犱ｅ可以表示为

犱ｓ＝犮０（ｃｏｓαｉｓ，ｓｉｎαｉｓ）

犱ｅ＝犮１（ｃｏｓαｉｅ，ｓｉｎαｉｅ）

式中：αｉｓ和αｉｅ分别为首末点切矢量与坐标轴的夹

角；犮０ 和犮１ 为常数。

２８４１
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由于ＰＨ曲线首末点的切矢量的方向是沿直

线方向的，所以αｉｓ和αｉｅ的大小分别与拐角处两条

直线与坐标轴的夹角大小相一致。并且，多项式

ω（ξ）中的系数可以表示为
［８］

ω０ ＝± 犱槡０

ω２ ＝± 犱槡１

ω１ ＝
－３（ω０＋ω２）

４
±

　　
１２０（狉１－狉０）－１５ω

２
０－１５ω

２
２＋１０ω０ω槡 ２

烅

烄

烆 ４

式中：犱０、犱１ 为对应的切矢量。

这样就得到了ω（ξ），利用式（１）就可以得到

五次ＰＨ曲线。

２２　拐角过渡模型中参数的计算

进行ＰＨ曲线过渡时，需要计算拐点处ＰＨ

曲线的首末点及其相对应的切矢量。下面根据拐

点处的连接情况，得到单位切矢量计算方法。通

过拐角情况与误差限制，计算过渡ＰＨ曲线的首

末点犘ｓ（狓ｓ，狔ｓ），犘ｅ（狓ｅ，狔ｅ）。

（１）拐角区ＰＨ曲线切矢量犱的计算

① 直线与直线的连接

根据曲线首末点所在的直线段的情况，并由

　

单位切矢量的定义，可以得到

犱＝犮（ｃｏｓβ０，－ｓｉｎβ０） －π／２＜β０ ＜０

犱＝犮（ｃｏｓβ０，ｓｉｎβ０） ０≤β０ ≤π／
烍
烌

烎２

（８）

式中：β０ 为直线与犡正方向的夹角；犮为常数。

② 直线与圆弧的连接

当直线段与圆弧相连进行拐角过渡时，位于

直线端的单位切矢量与直线连接中的方法相同。

圆弧端的单位切矢量依据象限的不同得到不同的

表示形式：

犱＝犮（－ｃｏｓγ，ｓｉｎγ） ０≤γ＜π／２

犱＝犮（－ｃｏｓγ，－ｓｉｎγ） π／２≤γ＜π

犱＝犮（ｃｏｓγ，－ｓｉｎγ） π≤γ＜３π／２

犱＝犮（ｃｏｓγ，ｓｉｎγ） ３π／２≤γ＜２

烍

烌

烎π

（９）

式中：γ为圆弧切矢量与犡 正方向的夹角。

③ 圆弧与圆弧的连接

圆弧与圆弧连接的单位切矢量的计算方法与

直线与圆弧连接中圆弧切矢量的计算方法相同。

由于参数犮影响ＰＨ 曲线的形状，则当拐角

的大小为φ时，犮＝２φ／π。

综上，通过上述连接，原轨迹的拐角处转化为

ＰＨ曲线，得到了连续的轨迹，流程如图１所示。

图１　拐角连接情况判定流程

Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅｊｕｄｇｍｅｎｔｏｆｃｏｒｎｅｒｓｉｔｕａｔｉｏｎ
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　　（２）ＰＨ曲线首末点的计算

已知３点犘犃（狓犃，狔犃），犘犅（狓犅，狔犅），犘犆（狓犆，

狔犆），如图２所示。则拐角犘犅 处的角平分线方

程为

（犃１狓＋犅１狔＋犆１）＋λ（犃２狓＋犅２狔＋犆２）＝０

（１０）

式中：λ＝
犃２１＋犅

２
１

犃２２＋犅槡 ２
２

＝
（狔犅－狔犃）

２＋（狓犅－狓犃）
２

（狔犆－狔犅）
２＋（狓犆－狓犅）槡 ２＞

０，犃１、犅１、犆１、犃２、犅２、犆２ 为常数。则与角平分线

垂直的直线的斜率为

犽犾 ＝
犅１＋λ犅２
犃１＋λ犃２

（１１）

　　由于首末点的位置会影响拐角的过渡误差，

所以在进行首末点计算时要考虑过渡误差的限

制。考虑到加工精度要求的不同，令首末点所在

直线与拐点处的距离与最大过渡误差值εｃ 之间

的比为狀。狀值越小，表明加工对拐角的要求越

高。由于起始点坐标位于直线犾上，并且点犘犅 到

直线犾的距离为狀εｃ（如图２所示）。由于常数犮０

和犮１ 可以用来调整ＰＨ曲线的形状，进而控制误

差，所以当拐角大小为 φ 时，给定 狀 为 １＋

ｓｉｎφ／２。

图２　ＰＨ曲线参数

Ｆｉｇ．２　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｔｈｅＰＨｃｕｒｖｅ

计算得到ＰＨ曲线的起始点和终止点的坐标

可以表示为

狓ｓ＝
犅１（犽犾狓犅－狔犅－狀εｃ 犽２犾 ＋槡 １）－犆１

犃１＋犅１犽犾

狔ｓ＝
犃１（狔犅－犽犾狓犅＋狀εｃ 犽２犾 ＋槡 １）－犆１犽犾

犃１＋犅１犽

烍

烌

烎犾

（１２）

　　同理可以得到ＰＨ曲线的终止点坐标。综

合上述方法的 ＰＨ 过渡曲线形成流程如图３

所示。

图３　ＰＨ曲线过渡方法流程

Ｆｉｇ．３　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＰＨｓｍｏｏｔｈｉｎｇ

３　加速度与速度控制方法

由于Ｓ型加减速在加工中更加平稳，所以在

进入拐角前使用Ｓ型加减速方式进行减速。Ｓ加

减速在加速时分为加加速段、匀加速段和减加速

段；在减速时分为加减速段、匀减速段和减减速

段［９１０］。在拐角区域内，为了使速度能够适应于

曲线形状的变化，使用基于曲率的速度控制方法。

为了满足该加工速度，就要在进入拐角前进行加

减速，使其末速度要与进入拐角的目标速度相一

致。下面对拐角区前后的速度连接以及弓高误差

与向心加速度对速度的限制进行讨论。

３１　进入拐角区域前速度的连接

由于拐角前、后与拐角区速度的连接情况近

似，下面对拐角前与拐角区速度的连接进行讨论。

（１）满足完整Ｓ加减速的轨迹长度的判定

为了使过渡更加平滑，将Ｓ加减速中的减减

速段与匀减速段合并，并使末速度与拐角区初速

度一致。这样Ｓ加减速模型发生改变，进行拐角

前速度连接时需要重新计算减速段加速度的导

数。当拐角区前减速段的速度为狏ｄｅｃ，拐角区初

速度为狏ｃｓ时，减速段的加速度导数为

４８４１
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犑ｄｅｃ＝２
狏ｄｅｃ－狏ｃｓ

狋２５＋２（狋５狋６＋狋５狋７）
（１３）

式中：狋５ 为加减速段时间；狋６ 为匀减速段时间；狋７

为减减速段时间。

利用犑ｄｅｃ得到减速段路径长度为犛ｄｂｆ。同时

由最大加速度导数犑ｍａｘ计算出加速段路径长度

犛ａｂｆ。则拐角前轨迹加减速的总长度为犛ｃｂｔ＝

犛ａｂｆ＋犛ｄｂｆ。即当拐角前轨迹长度犛ｂ≥犛ｃｂｔ时，拐

角前可以进行完整的Ｓ加减速。

（２）不满足完整Ｓ加减速的轨迹长度的判定

由拐角前一段轨迹的初速度狏ｔｂｓ和拐角初速

度狏ｃｓ计算出加速段的加速度导数为

犼ａｃｃ＝２
狏ｃｓ－狏ｔｂｓ

狋２１＋２狋１狋２＋２狋１狋３－狋
２
３

（１４）

式中：狋１ 为加加速段时间；狋２ 为匀加速段时间；狋３

为减加速段时间。则由犼ａｃｃ可得到Ｓ加减速加速

段的最小距离犛ａｂｐ。

当拐角前轨迹长度犛ｂ≥犛ａｂｐ时，拐角前最大

速度狏ｔｂｍａｘ≥狏ｃｓ。则拐角前以犑ｍａｘ进行加速，当轨

迹速度狏ｓ达到狏ｃｓ时，就保持狏ｓ＝狏ｃｓ直到进入拐

角区。

当拐角前轨迹长度犛ｂ＜犛ａｂｐ时，则拐角前的

最大速度狏ｔｂｍａｘ＜狏ｃｓ。即拐角前的末速度小于拐

角初速度。则以此速度进入拐角区，直到拐角

区内速度等于该速度时再以曲率变化进行加

减速。

３２　拐角区域速度的自适应控制

当进入拐角区域后，ＰＨ 曲线的加工速度与

曲率的变化相一致。同时，为了保证加工精度，曲

线加工中的弓高误差和加速度对于曲线加工速度

的限制也应考虑。令曲线的曲率半径为ρ犻，最大

许用弓高误差为δｍａｘ，插补周期为犜。则弓高误

差限制下的速度可以表示为

狏ｃｈｏｒｄ＝ ８ρ犻δ槡 ｍａｘ／犜 （１５）

　　曲线插补点的合加速度由切向加速度犪ｔ和

法向加速度犪ｎ＿ρ组成。拐角处的加速度犪ρ表示为

犪ρ＝ 犪２ｔ＋犪
２
ｎ＿槡 ρ ＝ ［（狏犻－狏犻－１）／犜］

２
＋（狏

２
犻／ρ犻）槡

２

（１６）

式中：狏犻为本周期速度；狏犻－１为上一周期速度。

令拐角许用最大加速度犪ｍａｘ，则当犪ρ≤犪ｍａｘ

时，拐角速度狏犻＿ρ＝狏犻。否则，狏犻＿ρ＝狏犻－１。所以，拐

角处的最大速度为狏犻＿ｃ＝ｍｉｎ｛狏ｃｈｏｒｄ，狏犻＿ρ｝。

４　模拟实验验证

在拐角处使用基于曲率的速度控制方法，可

以使向心加速度的变化更加平稳，减弱对机床的

冲击。图４和图５给出了拐角区域加工向心加速

度和速度的曲线轮廓图，图４中的向心加速度的

曲线平稳。图６和图７给出了分别使用圆弧过渡

和ＰＨ曲线过渡时，拐角区域向心加速度和速度

的曲线图。从图中可以看出利用ＰＨ曲线进行拐

角过渡时，基于曲率的速度控制方法能够有效地

降低拐角首末点处的加速度突变。图８和图９表

明将拐角前后的Ｓ加减速与基于曲率的拐角区域

速度进行连接后，得到了平稳的向心加速度和速

度曲线。图１０、图１１和图１２分别给出了拐角前

　　

图４　拐角区向心加速度曲线

Ｆｉｇ．４　Ｎｏｒｍａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅｉｎｃｏｒｎｅｒ

图５　拐角区速度曲线

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｉｎｃｏｒｎｅｒ

图６　拐角过渡中向心加速度曲线

Ｆｉｇ．６　Ｎｏｒｍａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅｉｎｃｏｒｎｅｒｓｍｏｏｔｈｉｎｇ

图７　拐角过渡中的速度曲线

Ｆｉｇ．７　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｉｎｃｏｒｎｅｒｓｍｏｏｔｈｉｎｇ
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图８　拐角过渡轨迹的向心加速度曲线

Ｆｉｇ．８　Ｎｏｒｍａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

图９　拐角过渡轨迹的速度曲线

Ｆｉｇ．９　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

图１０　完整Ｓ加减速的连接速度曲线

Ｆｉｇ．１０　ＰｒｏｆｉｌｅｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｆｕｌｌＳｓｈａｐｅｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ

图１１　最大速度满足拐角最大速度的连接速度曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｐｒｏｆｉｌｅｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｃｏｒｎｅｒｍａｘｉｍａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

图１２　最大速度不满足拐角最大速度的连接速度曲线

Ｆｉｇ．１２　Ｐｒｏｆｉｌｅｎｏｔｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｃｏｒｎｅｒｍａｘｉｍａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

后满足完整Ｓ加减速的情况以及不满足完整Ｓ加

减速的两种情况时速度的连接曲线，曲线表明不

同连接情况下的速度保持了平稳变化。

使用ＰＨ曲线进行拐角过渡可以得到平滑的

加工轨迹（如图１３所示）。通过拐角处ＰＨ 曲线

的调节，控制ＰＨ曲线的最大过渡误差为７．４μｍ

（如图１４所示），能够满足一般加工的需要。

图１３　ＰＨ曲线拐角过渡实现

Ｆｉｇ．１３　ＣｏｒｎｅｒｓｍｏｏｔｈｉｎｇｏｆＰＨｃｕｒｖｅ

图１４　ＰＨ曲线拐角区的误差

Ｆｉｇ．１４　ＥｒｒｏｒｏｆＰＨｃｕｒｖｅｃｏｒｎｅｒ

５　结　论

（１）使用ＰＨ曲线进行拐角过渡能够得到平

滑的轨迹，其过渡误差能够满足一般加工的需要。

（２）在拐角区使用基于曲率的速度控制方法

使速度随曲率变化，有利于提高加工精度。同时

向心加速度得到了平稳的变化，减弱了加工过程

对机床的冲击。

（３）通过对拐角前后与拐角区速度的连接情

况的判定，对拐角前后的速度进行了平滑处理，得

到了平稳的加工速度。
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