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三元素集合中的自封闭加法与 2n系列伪随机信号编码 
 

何继善 
 

(中南大学 信息物理工程学院，湖南 长沙，410083) 
 
摘  要：建立−1，0，1 三元集合中的自封闭加法和 2n 系列伪随机信号编码原理，据此得出包含任意个主频的随

机信号。研究结果表明：各主频的振幅均匀，在对数坐标中等距离分布；2n系列伪随机信号是地球物理探测、仪

器测试、频率域雷达等的理想信号。 
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pseudo-random signal coding 
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Abstract: The closed addition rules in three-element (−1, 0, 1) set and the 2n sequence pseudo-random signal coding 

principles were established, from which the pseudo-random signals with any number of main frequencies were generated 

and characterized by similar amplitude and equal distance distribution in log coordinate for these main frequencies. The 

results show that the 2n sequence pseudo-random signal is an ideal one for geophysical prospecting, equipment testing 

and frequency domain radar. 
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在科学研究和实验探测中，常常需要对被研究对

象的频率特性进行研究，例如：任何电子放大器都需

要测量其频率特性；电磁测深根据地下岩石的频率响

应求得不同深度的电性参数；根据激发极化的频率特

性有可能区分异常源性质；根据外层材料的频率特性

有可能利用频率域雷达来探测隐身飞机，等等。以往

的频率域探测都是采用“变频法”，即改变频率，在每

个频率下进行测量，这不但效率低、精度低，而且常

常无法应用，例如，在反隐身飞机时，雷达本来可以

根据隐身飞机涂层材料的频率特性来发现它，但是，

若对运动迅速的飞机在不同频率下逐个测量，则无法

实现。在这些研究中，需要振幅相同(或相近)的多个

频率信号。伪随机(Pseudorandom)信号是一种有规律

的、包含多种频率的信号。一般的伪随机信号，其频

率分布和幅频特性都不能满足上述要求。因此，笔者

于 20 世纪 80 年代提出 2n伪随机信号编码原理，获得

一种在对数频率坐标中等距离分布且振幅均匀的多频

伪随机信号，它可以广泛地用于各种频域研究中[1−4]，

包括在海洋中的应用[5]。正因为如此，在研制了 2n伪

随机信号发生器和2n伪随机信号电磁仪并得到实际应

用后，引起了学术界的广泛关注，“均匀广谱伪随机电

磁法及应用”于 2006 年获得国家发明二等奖。一些研

究者试图对其进行数学分析，然而只是对其现象的描

述[6]，因此，有必要系统讨论其原理。在此，本文就 
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“−1，0，1 三元集合中的自封闭加法”和“2n系列伪

随机信号编码原理”进行研究。 
 

1  −1，0，1 三元素集合中的自封闭  
加法 
 

定义：设存在 1 个集合 | | 2z＜Z (其中，Z 为整数集)，
它由绝对值小于 2 的整数构成。 | | 2z＜Z 中共有 3 个元

素：−1，0 和 1，规定在 | | 2z＜Z 中下列加法运算成立：  
1+0=0+1=1                 (1) 

 
1+(−1)=0                  (2) 

 
0+(−1)=−1+0=−1              (3) 

 
有限个 1 相加等于 1，即 

 
1+1=1+1+1=1+1+…+1=1          (4) 

 
有限个−1 相加等于−1，即 

 
 (−1)+(−1)=(−1)+(−1)+(−1)=(−1)+(−1)+…+(−1)= −1 

     (5) 
 

有限个 0 相加等于 0，即 
 

0+0=0+0+0=0+0+…+0=0            (6) 
 

这一规定的实质是： | | 2z＜Z 中任何 2 个元素之和

以及任何 1 个元素本身连加有限次之和，其结果仍然

包含在 | | 2z＜Z 中。该加法还具有如下性质。 
(1) 1，0，−1 三元素之间加法的单次运算，满足

加法的交换律和结合律： 
 

1+0=0+1, 0+(−1)=(−1)+0, 1+(−1)=(−1)+1    (7) 
 

1+0+(−1)=1+(−1)+0=0+1+(−1)=…        (8) 
 

1+0+(−1)=(1+0)+(−1)=1+[0+(−1)]=[1+(−1)]+0   (9) 
 

 (2) 在 1 个算式中，1 或者−1 自身重复相加 2 次

或 2 次以上，必须顺次相加，且交换律和结合律均不

成立，如： 
 

1+1+0+(−1)=0≠1+(−1)+1+0=1          (10) 
 

1+1+(−1)=0≠1+[1+(−1)]=1            (11) 
 

 (3) 集合 | | 2z＜Z 中的 0 元素，不允许拆分为其他

2 个元素之和再进行运算，如 1+0=1 中，不可以把 0
拆开成 1+(−1)，即 
 

1+0=1≠1+[1+(−1)]=1+1+(−1)=0        (12) 
 
因为拆开的结果与事实不符。 

在数学中，把满足某些运算规则的集合称为代数

系统。群、环、域就是 3 个基本的代数系统，例如，

满足某些加法规则的称为加法群，满足某些乘法规则

的称为乘法群，等等。加法群的定义如下。 

给定 1 个非空集合 G，它满足： 
(1) 对集中每一对元素 a 和 b， a G∈ ，b G∈ ，

有唯一确定的元素 c， 
 

c=a+b， c G∈               (13) 
 
即 G 在“+”号下是封闭的。 

(2) 对任意 a G∈ ，b G∈ ， c G∈ ，有 
 

( ) ( )a b c a b c+ + = + +           (14) 
 
即 G 在“+”之下是可结合的。 

(3) 在G中有1个0元素(单位元)，对任意 a G∈ ，

满足 
 

0 0a a+ = +                (15) 
 

(4) 对任意 a G∈ ，有 1 个负元素(逆元)−a，满足 
 

( ) ( ) 0a a a a+ − = − + =           (16) 
 
则集合 G 称为加法群。 

上述 4 个条件中，第 1 条“封闭性”是“群”的

最本质的特征。如果除了上面的 4 个条件之外，G 还

满足下面第 5 个条件： 
(5) 对于 G 中的任何 2 个元素 a 和 b，有 

 
a b b a+ = +                (17) 

 
即群中的加法满足交换律，就称这种群为加法交换群

或阿贝尔(Abel)群。 
整数集 Z 包括正整数，负整数和 0，满足上面的

定义，是 1 个加法群，也是 1 个阿贝尔群。 
本文研究的绝对值小于 2 的整数集合 | | 2z＜Z ，显

然是整数集 Z 的 1 个子集。 
在加法群定义中，规定了 G 中任何 2 个元素之和

仍是 G 的元素，但没有规定某元素自身连加若干次的

和仍是该元素本身。布尔代数中虽然有1 1 1+ = ，但布

尔代数不含负元素，不能回答 ( 1) ( 1)− + − 为多少的问

题。所以，本文对于集合 | | 2z＜Z 中特殊加法的规定是

有实际意义的。这种特殊加法虽然不完全满足“群”

定义中的结合律和交换律，但是，它满足“群中的任

何元素以任何方式相加，其结果均封闭在群内”这一

关于“加法群”的最本质的性质。本文将 | | 2z＜Z 命名

为特殊加法群，并将该特殊加法称为 1，0 和−1 三元

素集合中的自封闭加法。为了与普通算术加法、模 2
加法以及布尔加法等相区别，本文规定用记号+来表

示这种三元素加法群 | | 2z＜Z 中的自封闭加法运算。定

义这种限制在三元素集合 | | 2z＜Z 中的自封闭加法，可
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以求得 2n序列伪随机编码，它在科学研究和工程技术

实践中有着重要的应用。 
 

2  2n系列伪随机信号编码原理 
 

某些函数可以用数字编码表示。如周期为 4 的函

数： 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−
=

4＜     3  ,0
3＜     2  ,1

2＜     1  ,0
1＜     0  ,1

)(

t
t

t
t

tf             (18) 

其图形如图 1 所示。 
 

 
图 1   式(18)的函数图形 

Fig.1  Graph of function expressed by Eq. (18) 
 

该函数可用含有 1，0，−1 这 3 个码元的编码表

示，记为…，1，0，−1，0，…。 
考察函数： 

1

1

1,  2 2
( )

1,  2 2 2 ( 1)

i i i

i i i i

k t k
f t

k t k

−

−

⎧ +⎪= ⎨
− + +⎪⎩

≤ ＜2

≤ ＜
    (19) 

其中：i=1, 2, …, n; k=0, ±1, ±2, ±3, …。当 i=1
时，式(19)成为： 
 

1
1,  2 1

( )
1,  2 1 ( 1)

k t k
f t

k t k
+⎧

= ⎨− + +⎩

≤ ＜2

≤ ＜2
        (20) 

 
很明显，这是振幅 A=1 和周期 T=2 的方波，波形

见图 2。 
 

 
图 2  式(20)表达的方波 

Fig.2  Rectangular wave expressed by Eq.(20) 

它可以用含有 1 和−1 这 2 个元素的编码来表示。

为了书写方便、整齐，把−1 的“−”号，移到数字的

上面，写成 1 。这样，函数 f1(t)的编码可记为{11} (因
函数 fi(t)具有周期性，故只需写出其 1 个周期的编码，

以下同)。 

当 i=2 时， 
2 2

2 2 2

1,  2 2 2
( )

1,  2 2 2 ( 1)

k t k
f t

k t k

⎧ +⎪= ⎨
− + +⎪⎩

≤ ＜

≤ ＜
(21) 

便得到振幅 A=1 和周期 T=22 的方波，其编码可记为

{1111}。 
元素 1 和 1 都属于集合 | | 2z＜Z 。把函数 f1(t)和 f2(t)

都取长度为 f2(t)的 1 个周期(也就是 f1(t)的 2 个周期)
的编码，在三元素集合 | | 2z＜Z 中按自封闭加法相加，

列成竖式为： 
 

             
(22)

 
 
式(22)也可以记为 
 

F2= +
2

1
( )i

i
f t

=
∑                (23) 

 
其中：fi(t)由(19)式给出。i=3 的三频伪随机在理论和

应用中很重要[1]。当 i=3 时， 

3 3 2

3 3 2 3

1,  2 2 2
( )

1,  2 2 2 ( 1)

k t k
f t

k t k

⎧ +⎪= ⎨
− + +⎪⎩

≤ ＜

≤ ＜
     (24) 

f3(t)在 1 个周期的编码为{11111 111}。把 f1(t)→ f3(t)

按符号+的含义相加，可记为 

F3= +
3

1
( )i

i
f t

=
∑              (25) 

得到的编码为{11111111}。继续进行这种加法，由  
下式 

Fn(t)=+
1

( )
n

i
i

f t
=
∑             (26) 

便得到 i=1, …, n 共 n 个 fi(t)按三元素集合(加法群) 

| | 2z＜Z 中自封闭加法相加的结果，并且可用三元素编码

来表示，如：k=4 的编码为{1110100110010111}；k=5
的编码为{1111111 1111 11 1 1 1111 11 1 1 11 1 1 1 11 1 1}。 

按式(26)得到的函数 Fn(t)和它的编码序列，含有

周期为 2i(i=1, …, n)、共 n 个不同周期(从而频率)的成

分。这种编码具有一定的随机性，元素 1 和 1 呈不等

的间距相间出现，出现的概率相等。此外，它又具有

周期性，可以预先确定和重复产生，并非真正的随机，

≤

≤

≤ 
≤
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所以，把它命名为 2n系列伪随机编码。这个编码是由

函数 fi(t)按三元素集合(加法群) | | 2z＜Z 中的自封闭加

法产生的，故将 fi(t)称为 2n系列伪随机编码的母函数。 
按照式(26)，由函数 fi(t)生成的函数 Fn(t)及其编

码，是一种周期长度为 2n，含有 n 个周期分别为 2i 

(i=1, …, n)的不同成分的复码。n 越大，其周期越长，

含有的成分就越丰富，编码也就越复杂，难以从式(26)

直观地看出编码的结构和函数的性质，给其研究和应

用带来不便。只有找出不同 n 值的一系列编码之间的

内在联系，才能从 n 很小的简单编码中写出 n 为任意

值的复杂编码，为此，导出如下递推关系。 

当 i=1=n 时，  

1 1
1,  2 2 1

( ) ( )
1,  2 1 2( 1)

k t k
F t f t

k t k
+⎧

= = ⎨− + +⎩

≤ ＜

≤ ＜
     (27) 

 
其编码为{11}。记 

1( ) 11A =                   (28) 

表示 F1(t)的 1 个周期，并记 
 

1
f( ) 1

2
A

=                   (29) 

1
b( ) 1

2
A

=                   (30) 

则 

1 1 f 1 b( ) {1 1} ( / 2) ( / 2)A A A= =           (31) 

式中： 1
f( )

2
A

和 1
b( )

2
A

分别为 A1的前 1/2 周期和后 1/2

周期。 

当 k=3 时，函数 F3=+
3

1
( )i

i
f t

=
∑ 在 1 个周期的编码

为{111 11 111}，记 

3( ) {111111 11}A =              (32) 

根据式(29)~(30)，得： 
  

1 1
3 f 1 1 b( ) 1( ) ( )( )( ) 1

2 2
A A

A A A⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

        (33) 
 

若表示(A3)的前 1/2 周期的编码为： 
 

3
f( ) {1111}

2
A

=                (34) 
 
表示(A3)的后 1/2 周期的编码为： 
 

3
b( ) {11}

2
A

=                 (35) 

表示(A3)的前 1/4 周期的编码为： 

3
f2( ) {11}

2
A

=                 (36) 

表示(A3)的后 1/4 周期的编码为： 

3
b2

( ) {1 1}
2
A

=                   (37) 

表示(A3)的前 1/8 周期的编码为： 

3
f3( ) {1}

2
A

=                   (38) 

表示(A3)的后 1/8 周期的编码为： 

3
b3

( ) {1}
2
A

=                   (39) 

则当 k=5 时，函数 F5(t)的编码为： 

{11111111111111 11111111 1111 111111} (40) 

可以记为 

3 3 3 3 3 3
5 f f f 3 3 b b b3 2 2 3( ) 1( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( 1

2 22 2 2
A A A A A A

A A A⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

)
2

 

 (41) 
令 

2 f f b b b2( ) 1( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 1
2 22 2 2

n n n n n
n n nn n

A A A A A
A A A+

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

… …( )

  (42) 
借助数学归纳法可以证明：对于 n=2p+1，p=0，1，2，…
时，递推关系式(42)都成立。不难证明，当 n=7 时，

函数 F7(t)的编码(A7)为： 
 

7( ) {111111111111111 11111111 1111 11 1 1 1A = - 
11111111111111 11111111 11111 11111 - 

1111111111111111111111111111111111111111 - 
111111 11111 11111 111111 11}   (43) 

 

若记 5
f( ) {1111111111111111}

2
A

= , 5
f2

( ) {11111111}
2
A

= , 

5
f3( ) {1111}

2
A

= , 5
f4( ) {11}

2
A

= , 5
f5( ) {1}

2
A

= ,  5
b( )

2
A

=  

{1111111111111111} , 5
b2

( ) {11111111}
2
A

= , 5
b3

( )
2
A

=  

{1111}, 5
b4

( ) {11}
2
A

= , 5
b5

( ) {1}
2
A

= ，显然有： 

5 5 5 5 5
7 f f f f 55 4 3 2( ) 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

22 2 2 2
A A A A A

A A⎧= ⋅⎨
⎩

 

5 5 5 5 5
5 b b b b b2 3 4 5( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

2 2 2 2 2
A A A A A

A ⎫
⎬
⎭

     (44) 

这就证明：本文导出的递推公式，对于 n 为奇数

的 2n系列伪随机编码是正确的。 
从式(32)，(41)和(44)可以看到：n 为奇数的 2n系
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列伪随机编码只含有 1 和 1 这 2 个元素，是一种二元

编码序列。在 1 个周期中，2 个元素出现的概率相等，

各占 1/2。 
至于 n 为偶数的情况，仍旧采用与 n 为奇数时相

同的记号 ( )nA ， f( )
2
nA

， f2( )
2

nA
，…， f( )

2
n
n

A
， b( )

2
nA

，

b2( )
2

nA
，…， b( )

2
n
n

A
等，借助数学归纳法，同样可以证

明，形如(42)的递推关系同样成立。因此，可把 n 为

任意正整数的递推规律统一写为： 

2 f f b b( ) 1( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 1
2 22 2

n n n n
n n nn n

A A A A
A A A+

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

L L ， 

n∈N                  (45) 
其中：N 为自然数集合。n 为偶数和 n 为奇数的 2n系

列伪随机编码的递推公式虽然相同，但是它们又各有

特点。n 为奇数的编码序列是一种由 1 和 1 组成的二

元序列，1 和 1 出现的概率相等。但是，n 为偶数的编

码序列是一种由 1，0，1组成的三元序列，如： 
 

2( ) {1001}A =  
 

4( ) {1110100110010111}A =  
 

6( ) {111111101110100111101001100 10111A = - 
 

1110100 110010111100101110111111 1}  
 
可见：n 为偶数的编码序列中，1 和 1 出现的概率 

相等，而元素 0 出现的概率与 1 和 1 不等，并且随着

n 的增大，0 出现的概率变小；随着 n 的增大，主要的

频率增加，(An)的编码也越来越复杂，表达式越来越

冗长。根据递推规律(42)，能够得出 n 为任意值时的    
编码。 
 

3  2n系列伪随机编码的振幅分布 
 

据傅里叶分析理论，任何在 [ , ]
2 2
T T

− 上满足

Dirichlet条件的周期函数 ( )Tf t 都可展成 Fourier级数。

经过运算可以得到 2n 系列伪随机编码{An}的 Fourier
系数的通式为： 
 

0

0

2 2 2
f2 20 2

1 sin d { } sin d
2 2

n n
k n n

A
b k t t k t tω ω−

− −
⎡= + +⎢⎣∫ ∫  

2 1

2

2 22
f 232 2

{ } sin d { }sin d
2

n

n
n

nn
A

k t t A k t tω ω
−

−
−

−−
⎤+ + ⎥⎦∫ ∫L  (46) 

 
n 取不同值时，系数 n

kb 互不相同。 k 值不同的各 Fourier
系数，其物理意义是周期函数 fT(t)的各个不同周期(频
率)波动成分的振幅，其中 k=1 的波称为基波，k 取其

他值的都称为谐波。由式(46)计算得到的 n=3~15 的 2n

系列伪随机编码的基波和主要谐波成分的归一化振幅

见表 1。 

 
表 1   n=3~15 时 2n序列伪随机编码主要成分的振幅 

Table 1  Amplitudes of main components of 2n sequence pseudo-random codes for n=3−15 

k 
n 

3 5 7 9 11 13 15 

20 0.900 3 0.631 7 0.477 6 0.399 4 0.349 4 0.314 2 0.287 8 

21 0.636 6 0.588 1 0.473 8 0.398 8 0.349 2 0.314 2 0.288 4 

22 0.636 6 0.543 4 0.466 5 0.397 5 0.349 0 0.314 2 0.287 8 

23  0.477 5 0.453 2 0.395 3 0.348 6 0.314 1 0.287 9 

24  0.477 5 0.430 8 0.390 9 0.347 8 0.313 9 0.287 8 

25   0.397 9 0.382 7 0.346 2 0.313 6 0.287 8 

26   0.397 9 0.368 8 0.343 2 0.313 0 0.287 7 

27    0.348 2 0.337 6 0.311 9 0.287 4 

28    0.348 2 0.327 8 0.309 6 0.287 0 

29     0.313 3 0.305 4 0.286 1 

210     0.313 3 0.298 0 0.284 3 

211      0.287 2 0.281 0 

212      0.287 2 0.275 2 

213       0.266 7 

214       0.266 7  
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由表 1 可见：虽然 2n系列伪随机编码含有无穷个

谐波成分，但是，只有基波和某些谐波的振幅较大，

它们可以称为主频。特别是，n 为某值的 2n系列伪随

机编码，其主要成分只有 n 个,它们是 k=1 的基波和

k=21, 22, …, 2n−1的谐波，这些主频波按 2n排列，即在

对数坐标上是等距离排列。而且这 n 个主要成分的振

幅彼此之间相差不大，其他的谐波振幅都很小，能量

都集中在主频上。而且与只含有 1 个主要成分的矩形

波相比，含有 n 个主要成分的 2n序列伪随机电流，它

的 n 个主要成分的振幅并不等于基波振幅的 1/n，而是

比基波振幅的 1/n 大很多。例如，对于伪随机 3 频波，

其主要成分振幅最小的为 0.636 6，而不是 1/3；对于伪

随机 5 频波，其主要成分的振幅最小的为 0.477 5，而

不是 1/5；对于伪随机 7 频波，其主要成分的振幅最小

的为 0.348 2，而不是 1/7，等等。因此，用这种编码

形成的信号进行测试，可以节约能量，还可以大大提

高效率[7−9]。 
 

4  结论 
 

(1) −1，0，1 三元素集合中的自封闭加法与普通

的算术加法、模 2 加法以及布尔加法等不同，是一种

新的、特殊加法，它为研究各种波形提供了一种有力

的数学工具。 
(2) 用一定的编码表达特定的波形，可以使对复

杂波形性质的研究清晰、简洁，依据−1，0，1 三元素

集合中的自封闭加法得出的编码规律，能正确地推导

出 2n系列伪随机信号波形。 
(3) 由于 2n系列伪随机信号的各主频按 2n分布，

而且它们的振幅均匀，是频率域研究中的一种理想信

号波形。在电法勘探中应用时，可以节约能源，大幅

度提高观测速度和相对观测精度。 
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