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牛顿二项式定理的证明及其应用 
吴英，李传文，沈红梅

兰州大学数学与统计学院，甘肃兰州（730000） 
摘  要：本文将二元的牛顿二项式定理借助于换元法转化为一元的形式，并且应用泰勒定理

及其马克劳林级数的相关知识对其进行了证明，然后再次利用换元及乘法运算进行整理，就

完整的给出了牛顿二项式定理的证明；最后给出了该定理在计算平方根精度方面的应用。 
关键词：牛顿二项式，泰勒定理，泰勒级数，马克劳林级数，二项式系数 
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0. 引言 

    1676 年牛顿推广了 为正整数的二项式定理，并得到了 的展开式，其中n α)( yx + α 为

任意实数，0 x y≤ < ，后人称之为牛顿二项式定理。在学习的过程中，本文作者发现可以

利用换元法将 转化为 的形式，其中
α)( yx + αα )1( zy + y

xz = ， 1<z 。考虑函数

，其中
α)1()( zzf += 1<z ，满足泰勒定理及其相关定理的条件，所以对 进行泰勒

展开，写为马克劳林级数的形式，然后代入

)(zf

y
xz = ，同时整体乘以 ，可以得到 的

展开式，其恰为牛顿二项式定理的展开式。 

αy α)( yx +

1. 相关定义及其定理 
引理 1.1 （泰勒定理[1]）若函数 满足如下条件： f

         （ⅰ）在开区间 ( 上函数 存在直到 阶连续导数； )
]

ba, f n

         （ⅱ）在闭区间 [ 内存在 的ba, f 1+n 阶导数； 

         则对任何 ，至少存在一点[ bax ,∈ ] [ ]ba,∈ξ ，使得 
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上式称为函数 在f 0x a= 处的泰勒公式。 

定义 1  泰勒公式在 时，成为马克劳林公式（Maclaurin formula）0 0a = [1]，这就是 

' '' ( )
2(0) (0) (0)( ) (0) ( )

1! 2! !

n
n

n
f f ff x f x x x R x

n
= + + + + +L  

其中 1
)1(

)!1(
)()( +

+

+
= n

n

n x
n

fxR ξ
， bx ≤<< ξ0 ，称 拉挌朗日余项。 )(xRn

定义 2  如果函数 在 处存在任何阶导数，这时称形式为 f 0xx =

     
' '' ( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !

n
nf x f x f xf x x x x x x x

n
+ − + − + + −L L+  

的级数为函数 在 的泰勒级数。 f 0x

由泰勒定理容易推出下面的引理。 
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引理 1.2  设函数 在点 具有任意阶导数，那么 在区间f 0x f ( )0 0,x r x r− + 内等于它的泰勒

级数的和函数的充分条件是：对一切满足不等式 rxx <− 0 的 x ，有 这里

是 在 的泰勒公式的余项。 

0)(lim =
∞→

xRnn

)(xRn f 0x

定义 3  如果 能在 的某邻域内等于其泰勒级数的和函数，则称函数 在 的这一邻域

内可以展开成泰勒级数。并称等式 

f 0x f 0x

...)(
!

)(...)(
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)()()( 0
0

)(
2

0
0

''

0
0

'

0 +−++−+−+= n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxf  

的右端为 在 处的泰勒展开式或称为幂级数展开式。 f 0xx =

定义 4  函数 在 处的展开式，即 f 00 =x
' '' ( )

2(0) (0) (0)(0)
1! 2! !

n
nf f ff x x x

n
+ + + + +L L  

称为马克劳林级数。 

定义 5  令 r 为实数且 k 为整数，定义二项式系数 如下： ⎟⎟
⎠
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2. 牛顿二项式定理证明及其应用 
定理 2.1 牛顿二项式定理（Newton’s Binomial Theorem）[2,  3] 

令α 是一个实数，则对于所有满足0 x y≤ < 的 x 和  y

kk

k
yx

k
yx −

∞

=
∑ ⎟⎟
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其中
( 1) ( 1

!
k

k k
α α α α⎛ ⎞ )− − +

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

L
    

分析：要证 式，针对左端式子( )*
y
xz = ，则 ，其中

ααα )1()( zyyx +=+ 1<z ， 

考虑函数 （
α)1()( zzf += 1<z ，α 是任一实数）的马克劳林级数。 

证明：令
y
xz = ，则 ，其中

ααα )1()( zyyx +=+ 1<z 。 

不妨令 ，其中
α)1()( zzf += 1<z 。 

对于 }1{0 <∈∀ zzz ， 在 具有任意阶导数，这时 )(zf 0z
( ) ( ) ( 1) ( 1)(1 )n nf z n z αα α α −= − − + +L       1, 2n = L  
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( ) (0) ( 1) ( 1)nf nα α α= − − +L               1, 2n = L  

于是 的马克劳林级数是 )(zf

2( 1) ( 1) ( 1)1
1! 2! !

nnz z z
n

α α α α α α− − − +
+ + + + +

L
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在 内考察它的柯西余项 ( 1,1− )
1 1( 1) ( ) 1( ) ( ) (1 )
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L
 ，其中 10 ≤≤θ  。 

由 比 式 判 别 法 ， 级 数
1
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 ， 当 1<z 时 收 敛 ， 故 有
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由于 1<z ，所以 zθθ +<− 11 ，且 1
1
10 <
+
−

≤
zθ
θ

，从而有 0)
1
1(lim =
+
−
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n

n zθ
θ

， 

再有0 1 1 2z zθ< + < + <  ，于是 

11 2)1(0 −− <+< ααθz  

故对于任意给定的实数α ， 是与 无关的有界量。 1)1( −+ αθz n

综上所述，当 1<z 时， 
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即  ，所以在0)(lim =
∞→

zRnn
11 <<− z 上，有 
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令
y
xz = 代入上式，得 

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1 ( ) ( )
1! 2! !

nx x x n x
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其中 yx <≤0 ，进而 ( ) (1 )xx y y
y

α α α+ = +  
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即 ，其中∑
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对于形如 的情况，我们同样可以得到     α)( yx − kk

k
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当α 为正整数 n 时， 
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由于 均为正整数，且kn, kn < ，所以 ，从而可得 0=⎟⎟
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)(     （二项式定理） 

当α 为负整数 时，n− ( 1) ( 1
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    其中 yx <≤0 . 

3．牛顿二项式定理的应用 
牛顿二项式定理可以用来得到任意精度的平方根[1]。 
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因此，对 1<z ，
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例如：
2 31 1 120 4 1 0.25 4 [1 0.25 (0.25) (0.25) ....]

2 8 16
= + = × + × − × + × − 472.4=  
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Proof of Newton’s Binomial Theorem and Its Application 
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Abstract 
In this paper, we have introduced the method of change-element to prove Newton’s Binomial Theorem, 
changed its expression from two-element to one-element, and then apply Taylor theorem, Taylor’s 
series and Maclaurin series to the proof of it. After that,apply the method of change-element and 
multiplication principle to it, the perfectly proof of Newton’s Binomial theorem is given. We also have 
given the application of Newton’s Binomial Theorem in the calculation about precision of square root. 
Keywords: Taylor Theorem, Talyor’s series, Binomial coefficients, Maclaurin series, Newton’s  
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