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一类时滞种群差分方程的非负周期解的存在性 
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摘要 本文运用重合度理论,证明了一类时滞差分方程 
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至少存在一个正周期解. 

关键词  时滞种群;差分方程;重合度;正周期解 

中图分类号 0175.4  文献标识码 A 

              

1.引    言 
对数种群模型是生物数学中的一个基本模型,它的正周期解的存在性已

被广泛地研究
[1，2，3]
。就我们所知的文献中，绝大部分文献只考虑了生物系

统的微分模型
[4，5]
，而事实上，我们很难连续地去研究和描述生态系统，通

常的做法是每隔一定的时间我们去观察和做实验，因此利用差分模型描述生

态系统更符合实际，也正因为如此，研究差分模型的正周期解的存在性具有

重要的理论意义和现实意义
[6，7]
。 

本文主要研究如下的状态依赖时滞的单种群对数模型 
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的正周期解的存在性。其中 ( )y k 表示种群在第 k 个时刻的密度，

{ } { } { }( ) , ( ) , ( ) ( 1, 2, , )ir k b k a k i m= 均为正ω −周期数列，iτ 关于第一个变量是

ω −周期的， iτ 是有界变量。考虑到方程（1）的生物学意义，我们只考虑方

程（1）的具有如下形式的初始条件的解， 

( ) ( ), (0) 0, (( ,0], )y s s C Rφ φ φ τ += > ∈ −           （2） 

其中
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2．主要结论及证明 
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设 ,X Z是 banach空间， :L Doml X Z⊂ → 是一个零指标的 Fredholm映射，

: , :P X X Q Z Z→ → 是 两 个 连 续 的 投 影 算 子 ， 且

Im ker ,P L= ker Im ,Q L= ker Im ,X L Q= ⊕ :pK Im kerL P DomL→ ∩ 为 L的

广义逆， J是 ImQ到 ker L上的同构映射。 

引理 1
[8]
  设Ω是一个有界开集， :N X Z→ 是一个连续的 L −紧算子（即

:QN ZΩ→ 和 ( ) :pK I Q N X− Ω→ 是相对紧集），假设 

（a） :N Lx Nxλ≠ 对任意的 (0,1)λ∈ 和 x∈∂Ω； 

（b） 0QNx ≠ ，对任意的 kerx L∈ ∩∂Ω； 

（c） Brower度deg( , ,0) 0JQN derLΩ∩ ≠ ； 

则算子方程 Lx Nx= 在DomL∩Ω中至少有一个解。 

引 理 2  设 : , ( ) ( ),g Z R g k g kω ω→ + = 是 正 整 数 ， 对 任 意 的

{ }1 2, 1, 2, ,k k ω∈ ，和任意固定的 k Z∈ 有 
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则初值问题（1），（2）至少有一个正周期解。 
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证明：用分步法很容易证明。方程（1），（2）有唯一解 ( )y k ，且 ( ) 0y k > ，

对 0k ≥ 作变换                 ( )( ) x ky k e=                      （3） 

则方程（1）可化为下列的方程 

         ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ))

m x k
i ii

x k r k b k x k a k x k k eτ
=
∑∆ = − − −  。       （4） 

为了能应用引理 1，我们取 { }( ) ( ) ( )X Z x k R x k x kω= = ∈ + = ，且在 X 中

定义范数
0 1
max ( )

k
x x k

ω≤ ≤ −
= ，则 ,X Z 是banach空间，令    
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则 ker L R= 且 { }1

0
Im ( ) 0

k
L x X x k

ω−

=
∑= ∈ = 是 X 中 的 闭 集 ， 并 且

dim dim Im 1KerL co L= = ，因此，L是一个零指标的Fredholm映射，定

义 : Im kerpK L P DomL→ ∩ ，则： 
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不难证明QN和 ( )pK I Q N− 在 X 中的任何有界开集上是相对紧集，故N

是 L −紧的。 

对应算子方程 , (0,1)Lx Nxλ λ= ∈ ，我们有 
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设 ( )x k X∈ 是方程（4）的一个解，则 
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将（6）式两边从 0到 1ω − 求和，得 
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记 
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由（7）知必存在 * {0,1,..., 1}k ω∈ − 以及常数 1 0,M > 使得 

*
1( )x k M< 或者 * * *

1( ( ,exp{ ( )})ix k k x k Mτ− < 对某个 {1,2,..., }i m∈ ， 

若是 * * *
1( ( ,exp{ ( )})ix k k x k Mτ− < ，则记 * * *

3( ,exp{ ( )})ik k x k k nτ ω− = +  

3 {0,1,..., 1}k ω∈ − ， n是某正整数。于是可知总存在 4 {0,1,..., 1}k ω∈ − 以

及常数 1 0,M > 使得            4 1( )x k M< ，                    （8） 

又由（7）式易知必存在 ** {0,1,..., 1}k ω∈ − 以及常数 2 0,M > 使得 

**
2( )x k M> − 或者 ** ** **

2( ( ,exp{ ( )})ix k k x k Mτ− > − 对某个 {1,2,..., }i m∈  

于是类似前面可知总存在 5 {0,1,..., 1}k ω∈ − 以及常数 2 0,M > 使得 

5 2( )x k M> − ，                    （9） 
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由（8）式和（9）式可知存在 0 {0,1,..., 1}k ω∈ − 使得 

0 1 2 3| ( ) | max{ , }:x k M M M< = 。         （10） 

由引理 2可知      
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 于是            || ||x
1
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由（6），（11）式，我们有 
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所以 

         3 4 5:x M M M≤ + = .                  （13）          

                                                                      

由Q及 N 的定义，当 kerx L∈ 时，方程 0QNx = 等价于下列代数方程 
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1
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方程（14）的解为              
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记              5
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显然，M 与λ无关，令 { }x X MxΩ = ∈ < ，则Ω显然满足引理 1的条

件(a),(b)，且 deg( ,ker ,0) 1 0JQN L DomL∩ = ≠ ，由引理1，方程 Lx Nx=

在Ω中至少存在一个ω −周期解，再由变换（3）知方程（1），（2）至
少存在一个正ω −周期解。 

   显然，本文将文[1，2，3]中相应的微分时滞模型推广到了离散模型，

而且所得结论也很简洁，这说明要求生态模型各指标连续变化实际上是

一个比较高的要求，因此本文的结论更符合实际。 
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Abstract This paper proves that sufficient conditions for the existence of 
Positive periodic Solution of a delay population difference equations 
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