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摘要：在非自治拟线性双曲方程混合初边值问题半整体$C^2$解存在唯一性的理论基础，本

文主要解决一类具有两个非零异号特征值，且具一般非线性边界条件的非自治拟线性双曲方

程的精确边界能观性，并将此应用到边界条件中未知函数没有耦合关系，但方程组本身具有

某种耦合关系的一阶非自治拟线性双曲型方程组混合初边值问题的单侧精确边界能观性。 
关键词：非自治拟线性双曲方程；半整体$C^2$解；精确边界能观性 10 
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Abstract: By means of the theory on the semiglobal $C^2$ solution to the mixed initial-boundary 
value problem for nonautonomous  quasilinear hyperbolic equation,we establish the local exact 
boundary observability for the mixed initial-boundary value problem for a kind of nonautonomous 
quasilinear hyperbolic equation with two different sign eigenvalues and the local exact boundary 20 
observability for the one-side exact boundary observability for first order nonautonomous 
quasilinear hyperbolic systems. 
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0 引言 
考虑非自治拟线性方程 

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )tt x t tx x t xx x tu a t x u u u u b t x u u u u c t x u u u+ + = ，（1.1） 

其中 ( , , , , )x ta t x u u u ， ( , , , , )x tb t x u u u 和 ( , , , , )x tc t x u u u 是
1C 函数，且 

( , ,0,0,0) 0c t x ≡ ， (1.2) 30 

( , ,0,0,0) 0b t x < ， (1.3) 

此时方程(1.1)有两个非零异号的特征值 
2 4 0

2
a a bλ − −

= < ，
2 4 0

2
a a bμ + −

= > 。（1.4） 

给定初始条件 

0 : ( , ) ( ( ), ( ))tt u u x xϕ ω= = （1.5） 35 

及边界条件 

1 10 : ( , , , ) ( )x tx g t u u u h t= = ，（1.6） 
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2 21: ( , , , ) ( )x tx g t u u u h t= = ，（1.7） 

其中 1g 和 2g 是
1C 函数,且 

( , ,0,0,0) 0( 1, 2)ig t x i≡ = 。（1.8） 40 

我们取定一个适当的时间 T 后,利用 u(或 xu )在时间[0,T]内在边界上的观测值及给定的

边界函数 1( )h t 和 2 ( )h t 来考察混合初边值问题的解在初始时刻的状态,并得到估计不等式。 

目前关于线性波动方程的能观性及能观性已有大量结果,见(【1】-【5】).。对于一阶的

拟线性双曲型方程组精确能控性及能观性，李大潜和他的合作者建立了一整套完善的理论体

系，并进一步研究了自治拟线性波动方程的精确能观性,见(【6】-【10】)。随后王志强、郭45 
丽娜等在【11】中进一步解决了非自治拟线性波动方程的精确能观性，尚培培在【12】中研

究了关于具一般非线性边界条件自治拟线性双曲型方程的精确能观性，得到了相应的结果.
关于自治的二阶拟线 性双曲方程组的精确能观性，于立新在【13】中得到了相应的单侧、

双侧能观性结果。本文将采用类似的方法对一类具有一般边界条件的非自治拟线性双曲方程

建立精确边界能观性,并将用本文的结论进一步解决一类边界条件中未知函数不具耦合关50 
系，但方程组本身具有耦合关系的一阶非自治拟线性双曲型方程组的单侧精确边界能观性。 

1 半整体 2C 解 

我们首先研究混合问题（1.1） 及（1.5）-（1.7）的半整体
2C 解的存在唯一性。假设 

1 1

(0,0,0)

0
x t

g g
u u

μ∂ ∂
− ≠

∂ ∂
，（2.1） 

2 2

(0,0,0)

0
x t

g g
u u

λ∂ ∂
− ≠

∂ ∂
。（2.2） 55 

定理 1 半整体
2C 解）\ 

假设（1.2），（1.3）及（2.1）-（2.2）成立，进一步假设
2 1( , ) C Cϕ ω ∈ × ， 1 1

1 2( , )h h C C∈ × ，

且在点 (t,x)=(0,0)及 (0,1)处分别满足
2C 相容性条件 ,最后假设 1 2,g g

t t
∂ ∂
∂ ∂

关于 , ,x tu u u 在

( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近满足局部李普希兹条件。则对任意给定且可能相当大的 0T ，只要 

2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及 1 1

0 0
1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
充分小（依赖于 0T ），混合初边值问题（1.1）60 

及（1.5）—（1.7）在区域 0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存在唯一的半整体
2C 解

u=u(t,x)，其
2C 模充分小，且有如下能观不等式 

2 2 1 1 1
0 0 0

0 1 2[ ( )] [0,1] [0,1] [0, ] [0, ]
( ( ( ), ( )) ( , ) )

C R T C C C T C T
u C x x h hϕ ω

× ×
≤ +  ，  （2.3） 

其中为一$C_0$正常数.。 

自此以后文中的 ( 1, 2,...)iC i = 为正常数。 65 

证明 令 , , ( , , )T
x tv u w u U u v w= = = ，则方程（1.1）化为一阶拟线性方程组 

( , , ) ( , , )U UA t x U F t x U
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
，（2.4） 
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其中 

0 0 0
( , , ) 0 0 1

0
A t x U

b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( , , ) 0
w

F t x U
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，（2.5） 

则 ( , ,0) 0F t x ≡ 。（2.6） 

初始条件（1.5）转化为 70 

0 : ( ( ), ( ), ( ))t u x x xϕ ϕ ω′= = ，（2.7） 

此时方程\eqref{s12}具有三个互异的实特征值 

1 2 30λ λ λ λ μ= < = < = （2.8） 

及一组线性无关的左特征向量 
1

1

2
1

3

( , , ) (0, , )
( , , ) (1,0,0)

( , , ) (0, , )

l t x U
l t x U

l t x U

μ
μ λ μ λ

λ
μ λ μ λ

− −

− −

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

（2.9） 75 

和一组线性无关的右特征向量 

1

2

3

( , , ) (0,1, )
( , , ) (1,0,0)

( , , ) (0, 1, ) ,

T

T

T

r t x U
r t x U

r t x U

λ

μ

⎧ = −
⎪ =⎨
⎪ = −⎩

（2.10） 

从而方程组（2.4）为非自治的拟线性双曲型方程组。 

令 ( , , )i iv l t x U U=  ，有 

1
1

2
1

1

v v w
v u

v v w

μ
λ μ μ λ

λ
μ λ λ μ

− −

− −

⎧ = +
⎪ =⎨
⎪ = +⎩

（2.11） 80 

且 

1 2 3 1 2 3

(0,0,0)

( , , ) ( , , ) 0
( , , ) ( , , )
v v v v v v
u v w u v w

∂ ∂
≠

∂ ∂
，（2.12） 

利用反函数定理可得 

1 2 3( , , ) (0,0,0) ( , , ) (0,0,0)v v v u v w= ⇔ =  。（2.13） 

由（2.11）和（2.12），在(u,v,w)=(0,0,0)的某个邻域内利用隐函数定理可得 85 

2

1 3

1 2 3( , , , , )

u v
v v v

w p t x v v v

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

（2.14） 

其中 p 是
1C 函数，满足 p(t,x,0,0,0)=0。（2.15） 

此时边界条件（1.6）及（1.7）可分别被等价改写为 

1 2 1 3 1 2 3 10 : ( , , , ( , , , , )) ( )x g t v v v p t x v v v h t= − = ，（2.16） 

2 2 1 3 1 2 3 21: ( , , , ( , , , , )) ( )x g t v v v p t x v v v h t= − = 。（2.17） 90 

注意到（1.8）和（2.1），利用隐函数定理， 边界条件（2.16）在 U=0 的一个邻域内可

被等价改写为 
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3 1 1 2 10 : ( , , ) ( )x v G t v v H t= = + ，（2.18） 

其中 1G ， 1H 是
1C 函数， 1( ,0,0) 0G t ≡ ， 

且 1 1 1
0 0 0

1 1 1 2 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( )

C T C T C T
C h t H t C h t≤ ≤ 。（2.19） 95 

类似地,由（1.8）及（2.2）可知,边界条件（2.17）可被等价改写为 

1 2 2 3 21: ( , , ) ( )x v G t v v H t= = + ，（2.20） 

其中 2G ， 2H 是
1C 函数, 2 ( ,0,0) 0G t ≡ ，且 

1 1 1
0 0 0

3 2 2 4 2[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( )

C T C T C T
C h t H t C h t≤ ≤ 。（2.21） 

由于混合初边值问题（1.1）及（1.5）—（1.7）在(t,x)=(0,0)及(0,1)处分别满足
2C 相容100 

性条件，则混合初边值问题（2.4），（2.7），（2.18）及（2.20）在点(t,x)=(0,0)及(0,1)处

分别满足
1C 相容性条件.利用一阶非自治拟线性双曲型方程组的半整体

1C 解理论（见

【 10 】 ） 。 混 合 初 边 值 问 题 （ 2.4 ） ， （ 2.7 ） ， （ 2.18 ） 及 （ 2.20 ） 在 

0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存在唯一的半整体
1C 解(u,v,w)=(u(t,x),v(t,x),w(t,x))，

即混合初边值问题（1.1）及（1.5）—（1.7）在 0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存在105 

唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x)，且有如下能观不等式 

2 2 1 1 1
0 0 0

5 1 2[ ( )] [0,1] [0,1] [0, ] [0, ]
( ( ( ), ( )) ( , ) )

C R T C C C T C T
u C x x h hϕ ω

× ×
≤ + 。（2.22） 

注 1 若 x=0 处边界条件为 

10 : ( )x u h t= = ，（2.23） 

其中 1h 是
2C 函数。 由点(t,x)=(0,0)处的

0C 相容性条件 1(0) (0)h ϕ= ，可知边界条件110 

（2.23）可被等价改写为 

10 : ( )tx u h t′= = ，（2.24） 

此边界条件满足（2.1）。混合初边值问题（1.1），（1.5），（1.7）及（2.23）等价于

混合初边值问题（1.1），（1.5），（1.7）及（2.24）。在假设（2.2）下，利用上面的定理

证明可知混合初边值问题（1.1），（1.5，（1.7）及（2.24）存在唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x),115 

且满足估计式 

2 2 1 2 1
0 0 0

6 1 2[ ( )] [0,1] [0,1] [0, ] [0, ]
( ( ( ), ( )) ( , ) )

C R T C C C T C T
u C x x h hϕ ω

× ×
≤ + 。 

类似地,若 x=1 处边界条件为 
若 x=1 处边界条件为 

20 : ( )x u h t= = ，（2.25） 120 

其中 2h 是
2C 函数。由点(t,x)=(0,1)处的

0C 相容性条件 2 (0) (1)h ϕ= ，知边界条件（2.25）

可被等价改写为 

21: ( )tx u h t′= = ，（2.26） 

此边界条件满足（2.2）。合初边值问题（1.1），1.5），（1.7）及（2.23）等价于混合

初边值问题（1.1），（1.5），（1.7）及（2.24）。在假设（2.2）下，利用上面的定理证明125 

可知混合初边值问题（1.1），（1.5），（1.6）及（2.25）存在唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x),
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且满足估计式 

2 2 1 1 2
0 0 0

7 1 2[ ( )] [0,1] [0,1] [0, ] [0, ]
( ( ( ), ( )) ( , ) )

C R T C C C T C T
u C x x h hϕ ω

× ×
≤ + 。 

类似地,我们可以得到方程（1.1）的后向混合初边值问题的半整体
2C 解及柯西问题解的

存在唯一性定理. 130 
定理 2（后向混合初边值问题的半整体$C^2$解） 
假设（1.2）及（1.3）成立, 进一步假设 

1 1

(0,0,0)

0
x t

g g
u u

λ∂ ∂
− ≠

∂ ∂
 

2 2

(0,0,0)

0
x t

g g
u u

μ∂ ∂
− ≠

∂ ∂
 

对任意给定且可能相当大的 0T ,给定终端条件 135 

0 : ( , ) ( ( ), ( ))tt T u u x xφ ψ= = （2.29）， 

其中
2 1( ( ), ( ))x x C Cφ ψ ∈ × ，

1 1
1 2( , )h h C C∈ × ，点(t,x)=（ 0T ,0)及（ 0T ,1)处分别满足

2C 相容性条件，并假设 1 2,g g
t t

∂ ∂
∂ ∂

关于 , ,x tu u u 在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近满足局部李普希

兹条件。则对任意给定且 可能相当大的 0T ，只要  2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xφ ψ

×
及

1 1
0 0

1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
充分小（依赖于 0T ），向混合初边值问题（1.1），（2.29）及（1.6）140 

—（1.7）在区域 0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤  上存在唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x),

其
2C 模充分小，且有估计式 

2 2 1 1 1
0 0 0

8 1 2[ ( )] [0,1] [0,1] [0, ] [0, ]
( ( ( ), ( )) ( , ) )

C R T C C C T C T
u C x x h hφ ψ

× ×
≤ + 。 

定理 3 （柯西解的存在定理） 

假设（1.2）成立.对任意给定的
2 1( ( ), ( ))x x C Cϕ ω ∈ × ,只要 2 1[0,1] [0,1]

( ( ), ( ))
C C

x xϕ ω
×

充145 

分小，柯西问题（1.1）及（1.5）在其最大决定区域上存在唯一的
2C 解 u=u(t,x)，且 

2 2 19 [0,1] [0,1]
( , ) ( ( ( ), ( )) )

C C C
u t x C x xϕ ω

×
≤ 。 

2 主要结果及其证明 
定理 4(双侧精确能观性) 
在假设（1.2），（1.3）及（2.1）-（2.2）下，进一步假设 150 

1

(0,0,0)

0
x

g
u
∂

≠
∂

，（3.1） 

2

(0,0,0)

0
x

g
u
∂

≠
∂

，（3.2） 

最后假设观测时间 T 满足 
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0 [0,1]
{ ( , ,0,0,0), ( , ,0,0,0) } 1min

T

x
t x t x dtμ λ

∈

>∫ 。（3.3 

对任意的
2 1( , ) C Cϕ ω ∈ × ，  1 1

1 2( , )h h C C∈ × ，其模 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及155 

1 1
0 0

1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
（依赖于 0T ）充分小，在(t,x)=(0,0)及(0,1)处分别满足

2C 相容性条件，

假设 1 2,g g
t t

∂ ∂
∂ ∂

关于 , ,x tu u u 在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近满足局部李普希兹条件。则初值

( ( ), ( ))x xϕ ω 可以被 u 在 x=0 处时间[0,T]上的观测值 p(t)，u 在 x=1 处时间[0,T]上的观测值

( )p t 以及给定的边界函数（ 1( )h t ， 2 ( )h t  ）唯一确定，且成立如下能观不等式 

2 2 1 12 210 1 2[0, ] [0, ] [0, ] [0, ][0, ] [0, ]
( , ) ( ( ( ), ( )) ( , ) )

C T C T C T C TC T C T
C p t p t h hϕ ω

× ××
≤ + 。 160 

证明 由于 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及 1 1

0 0
1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
充分小，且（2.1）—（2.2）

成立,则混合初边值问题（1.1）及（1.5）—（1.7）在 ( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上

存在唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x)，其 2C 模充分小，从而 2 [0, ]

( )
C T

p t 及
2 [0, ]

( )
C T

p t 亦充分小，

由 
（1.8）及（3.1），边界条件（1.6）可被等价改写为 165 

10 : ( , , , ( ))x tx u R t u u h t= = ，（3.4） 

其中
1R C∈ ， ( ,0,0,0) 0R t ≡ ，从而可以得到 xu 在 x=0 处的值 q(t)为 

1( ) ( ,0) ( , ( ), ( ), ( ))xq t u t R t p t p t h t′= = ，（3.5） 

且 2 2 111 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ( ) )

C T C T C T
q t C p t h≤ + 。（3.6） 

由（1.8）和（3.2），边界条件（1.7）可被等价改写为 170 

21: ( , , , ( ))x tx u R t u u h t= = ，（3.7） 

其中
1R C∈ ， ( ,0,0,0) 0R t ≡ ，从而可以得到 xu 在 x=0 处的值 ( )q t 为 

2( ) ( ,0) ( , ( ), ( ), ( ))xq t u t R t p t p t h t′= = ，（3.8） 

且 12 211 2 [0, ][0, ] [0, ]
( ) ( ( ) )

C TC T C T
q t C p t h≤ + 。（3.9） 

注意到 b(t,x,0,0,0)<0,在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近交换 t 与 x 的地位，程（1.1）可以被等175 

价改写为 

( , , , , ) ( , , , , )1
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

x t x t
xx tx tt

x t x t x t

a t x u u u c t x u u uu u u
b t x u u u b t x u u u b t x u u u

+ + = 。（3.10） 

由定理 3 知，方程（3.10）具初始条件 

0 : ( , ) ( ( ), ( ))xx u u p t q t= = （3.11） 

的右向柯西问题在其最大决定区域 rR 上存在唯一的
2C 解 ( , )ru u t x= 其

2C 模充分小， 180 

并注意到（3.6）有 

2 2 112 1[ ] [0, ] [0, ]
( ( ) )

r
r C R C T C T

u C p t h≤ + 。（3.12） 
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类似地,方程（3.10）具初始条件 

1: ( , ) ( ( ), ( ))xx u u p t q t= = ，（3.13） 

的左向柯西问题在其最大决定区域 lR 上存在唯一的
2C 解 ( , )lu u t x= ，其

2C 模充分小,185 

注意到 3.9 我们有 

2 1213 2[ ] [0, ][0, ]
( ( ) )

l
l C R C TC T

u C p t h≤ + 。（3.14） 

显然 ( , )ru u t x= 及 ( , )lu u t x= 分别是原混合初边值问题（1.1）及（1.5）—（1.7）的

解在相应的最大决定区域上的限制。 

由 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
充分小，注意到（3.3），则 rR 与 lR 必互相交截。 190 

因此，必存在 0T  (0< 0T <T)，使得 0t T= 上u 和 tu 的值 ( )u xφ= $和 ( )tu xψ= 可被 ru 和

lu 唯一确定。并由（3.12）及（3.14）可得 

2 1 2 1 1214 1 2[0, ] [0, ] [0, ] [0, ] [0, ][0, ]
( , ) ( ( ) ( ) ( , ) )

C T C T C T C T C TC T
C p t p t h hφ ψ

× ×
≤ + + 。（3.15） 

最后考虑方程（1.1）具终端条件 

0 : ( , ) ( , )xx u u φ ψ= = （3.16） 195 

及边界条件 
0 : ( )x u p t= = （3.17） 

1: ( )x u p t= = （3.18） 

的后向混合初边值问题。由定理 2 可知上述后向混合初边值问题在区域

0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存在唯一的半整体
2C 解,而 u=u(t,x)作为上述的唯一200 

半整体
2C 解，满足 

2 2 1 1216 1 2[ ( )] [0, ] [0, ] [0, ][0, ]
( ( ) ( ) ( , ) )

C R T C T C T C TC T
u C p t p t h h

×
≤ + + ， 

特别地 

2 2 1 12 217 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ][0, ] [0, ]
( , ) ( ( ( ), ( )) ( , ) )

C C C T C TC T C T
C p t p t h hϕ ω

× ××
≤ + 。 

注 2   若 x=0 处边界条件为 205 

10 : ( )x u h t= = ，（3.19） 

其中 1h 是
2C 函数。x=1 处边界条件为（1.7）时，我们需要在 x=0 处对 xu 进行观测.若

在 x=0 处 xu 的观测值为 q(t)，结合（3.19）可得在 x=0 上(u, xu )的一组值为 

(u, xu )=（ 1( )h t ，q(t)）(3.20) 

而 x=1 处的观测值类似于定理 4 中的给出形式。由注 1 并结合上面的定理,我们可得混210 
合初边值问题（1.1），（1.5），（1.6）及（3.19）的精确能观性,相应的能观不等式为 

2 2 2 12 218 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ][0, ] [0, ]
( , ) ( ( ( ), ( )) ( , ) )

C C C T C TC T C T
C p t p t h hϕ ω

× ××
≤ + 。 

类似地,若 x=1 处的边界条件取为 

2 ( )u h t= ，(3.21) 
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其中 1h 是
2C 函数，x=0 处的边界条件为（1.6）时，我们需要在 x=1 处对 xu 进行观测.215 

若在 x=1 处 xu 的观测值为 ( )q t ，结合（3.21）可得在 x=1 上(u, xu )的一组值为 

x=1:(u, xu )=（ 2 ( )h t ， ( )q t ），（3.22） 

而 x=0 处的观测值类似于定理 4 中的给出形式。由注 1 并结合上面的定理,我们可得混

合初边值问题（1.1），（1.5），（1.6）及（3.21）的精确能观性,相应的能观不等式为 

2 2 1 22 218 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ][0, ] [0, ]
( , ) ( ( ( ), ( )) ( , ) )

C C C T C TC T C T
C q t q t h hϕ ω

× ××
≤ + 。 220 

定理 5 (x=0 处单侧精确能观性) 
假设（1.2），（1.3），（2.1）-（2.2），（2.28）及（3.1）成立,进一步假设存在时间

T> 1T 满足 

1

0 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

x
t x dtμ

∈
>∫ （3.24） 

1 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

T x
t x dtλ

∈
>∫ （3.25） 225 

对任意的
2 1( , ) C Cϕ ω ∈ × ，  1 1

1 2( , )h h C C∈ × ，其模 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及

1 11 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
（依赖于 0T ）充分小，在(t,x)=(0,0)及(0,1)处分别满足

2C 相容性条件，

并假设 1 2,g g
t t

∂ ∂
∂ ∂

关于 , ,x tu u u 在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近满足局部李普希兹条件。则初值

( ( ), ( ))x xϕ ω 可以被 u 在 x=0 处时间[0,T]上的观测值 p(t)以及给定的边界函数（ 1( )h t ， 

2 ( )h t  ）唯一确定,且成立如下能观不等式 230 

2 2 2 1 119 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) ( , ) )

C C C T C T C T
C p t h hϕ ω

× ×
≤ + 。 

证明 由于 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及 1 1

0 0
1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
充分小，且（2.1）-（2.2）成

立，则混合初边值问题（1.1）及（1.5）-（1.7）在 ( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存

在唯一的半整体
2C 解 u=u(t,x),从而 2 [0, ]

( )
C T

p t 亦充分小。由（1.8）及（3.1），界条件（1.6）

可被等价改写为 235 

10 : ( , , , ( ))x tx u R t u u h t= = ，（3.26） 

其中
1R C∈ ， ( ,0,0,0) 0R t ≡ ，从而可以得到 xu 在 x=0 处的值 q(t)为 

1( ) ( ,0) ( , ( ), ( ), ( ))xq t u t R t p t p t h t′= = ，（3.27） 

且 2 2 120 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ( ) )

C T C T C T
q t C p t h≤ +  。（3.28） 

由于 b(t,x,0,0,0)<0,在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近,我们交换 t 和 x 的位置,方程（1.1）可被240 

等价改写为 

( , , , , ) ( , , , , )1
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

x t x t
xx tx tt

x t x t x t

a t x u u u c t x u u uu u u
b t x u u u b t x u u u b t x u u u

+ + = 。（3.29） 

由定理 3 知，方程（3.29）具初始条件 

0 : ( , ) ( ( ), ( ))xx u u p t q t= = （3.30） 
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的右向柯西问题在其最大决定区域 rR 上存在唯一的
2C 解 ( , )ru u t x= 其

2C 模充分小，245 

并注意到（3.27）有 

2 2 121 1[ ] [0, ] [0, ]
( ( ) )

r
r C R C T C T

u C p t h≤ + ，（3.31） 

显然 ( , )ru u t x= 是原混合初边值问题（1.1）及（1.5）-（1.7）的
2C 解 u=u(t,x)在 

最大决定区域 rR 的限制。由 2 [ ]r
r C R

u 充分小，并注意到（3.24），可知最大决定区域 rR

与 x=1 相交截.故存在 0T  (0< 0T <T)使得 t= 0T 上u 和 tu 的值 ( )u xφ= $和 ( )tu xψ= 可被 ru250 

和 lu 唯一确定，且由（3.31）可得 

2 1 2 122 1[0, ] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) )

C T C T C T C T
C p t hφ ψ

×
≤ + 。（3.32） 

现考虑方程（1.1）具终端条件 

0 : ( , ) ( , )xx u u φ ψ= = （3.33） 

及边界条件 255 
0 : ( )x u p t= = （3.34） 

和（1.7）的后向混合初边值问题。注意到（2.27）-（2.28），由定理 2 可知上述后向

混合初边值问题在区域 0 0( ) {( , ) | 0 1,0 }R T t x x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ 上存在唯一的半整体
2C 解

u= ( , )bu t x ，且由（3.32）有 

2 2 1 1
0

23 1 2[ ( )] [0, ] [0, ] [0, ]
( ( ) ( , ) )b C R T C T C T C T

u C p t h h
×

≤ + ， 260 

从而 u=u(t,x)作为上述问题的唯一半整体
2C 解满足 

2 2 1 1
0

24 1 2[ ( )] [0, ] [0, ] [0, ]
( ( ) ( , ) )

C R T C T C T C T
u C p t h h

×
≤ + ， 

特别地 

2 1 2 1 125 1 2[0, ] [0, ] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) ( , ( )) )

C T C T C T C T C T
C p t h h tϕ ω

× ×
≤ + 。 

类似我们有如下定理 265 
定理 6(x=1 处的单侧精确能观性定理) 
假设（1.2），（1.3），（2.1）—（2.2），（2.27）及（3.2）成立，一步假设存在时间

T> 1T 满足 

1

0 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

x
t x dtλ

∈
>∫ ，（3.38） 

1 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

T x
t x dtμ

∈
>∫ 。（3.39） 270 

对任意的
2 1( , ) C Cϕ ω ∈ × ，  1 1

1 2( , )h h C C∈ × ，其模 2 1[0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
x xϕ ω

×
及

1 1
0 0

1 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
（依赖于 0T ）充分小，且在(t,x)=(0,0)及(0,1)处分别满足

2C 相容性条件，

并假设 1 2,g g
t t

∂ ∂
∂ ∂

关于 , ,x tu u u 在 ( , , ) (0,0,0)x tu u u = 附近满足局部李普希兹条件。则初值

( ( ), ( ))x xϕ ω 可以被 u 在 x=1 处时间[0,T]上的观测值 ( )p t 以及给定的边界函数（ 1( )h t ， 

2 ( )h t  ）唯一确定，且成立如下能观不等式 275 
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2 2 1 1226 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ][0, ]
( , ) ( ( ) ( , ) )

C C C T C TC T
C p t h hϕ ω

× ×
≤ + 。 

3 应用 
考虑如下的一阶非自治的拟线性双曲型方程组混合初边值问题 

( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , )

r r
t x
s s
t x

t x r s f t x r s
t x r s g t x r s

λ
μ

∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂

+ =⎧
⎨ + =⎩

（4.1） 

其中 280 
( , ,0,0) 0 ( , ,0,0)t x t xλ μ< < （4.2）， 

( , ,0,0) ( , ,0,0) 0f t x g t x= ≡ （4.3）。 

给定初始条件 

0 00 : ( , ) ( ( ), ( ))t r s r x s x= = （4.4） 

及边界条件 285 

10 : ( )x s h t= = ，（4.5） 

21: ( )x r h t= = 。（4.6） 

由于边界条件中未知函数不具有耦合关系，我们不能利用已知的一阶非自治拟线性双曲

型方程组精确边界能观性的方法实现上述混合初边值问题单侧精确边界能观性(参见【6】,
【10】)， 290 

但是当方程组中的方程具有某种适当耦合关系时，用本文的结论可以实现混合初边值问

题（4.1）及（4.4）—（4.6）的单侧精确边界能观性。 
定理 7 
（x=1 处单侧精确能观性）假设（4.2）—（4.3）成立，一步假设 

( , ,0,0) 0rg t x ≠ ，（4.7） 295 

( , ,0,0) ( , ,0,0) ( , ,0,0) 0t xg t x t x g t xλ+ = ，（4.8） 

最后假设存在时间 T> 1T >满足 

1

0 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

x
t x dtμ

∈
>∫ ，（4.9） 

1 [0,1]
min ( , ,0,0,0) 1

T

T x
t x dtλ

∈
>∫  。（4.10） 

对 任 意 给 定 的 0 0( , )r s 和  1 2( ( ), ( ))h t h t ， 其 模  1 20 0 [0,1] [0,1]
( ( ), ( ))

C C
r x s x

×
及300 

2 11 2 [0, ] [0, ]
, )

C T C T
h h

×
（依赖于T ）充分小，并且在(t,x)=(0,0)及(0,1)处分别满足

2C 及
1C 相容

性条件，则初始状态 0 0( , )r s 可以被 s 在 x=1 处区间[0,T]上的观测值 q(t)和给定的边界函数

1 2( ( ), ( ))h t h t 唯一决定，且有如下的能观不等式 

1 2 2 2 10 0 27 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) ( , ) )

C C C T C T C T
r s C q t h h

× ×
≤ +  。 

证明  由于（4.3）及（4.7）,利用隐函数定理可知方程组（4.1）中的第二个方程在305 

( , , ) (0,0,0)x ts s s = 附近可以被等价地改写为 

( , , , , )x tr R t x s s s= ，（4.11） 
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其中
2R C∈ ， ( , ,0,0,0) 0R t x ≡ ，利用隐函数的求导法则，我们可以得到函数

( , , , , )x tR t x s s s 对于 , , , ,x tt x s s s 的偏导数,分别极为记为： 

1
t x t

r r x

s gR
g s
μ

μ
−

=
−

， 2
x x x

r r x

s gR
g s
μ

μ
−

=
−

， 3
s x s

r r x

s gR
g s
μ

μ
−

=
−

， 310 

4
r r x

R
g s

μ
μ

=
−

， 5
1

r r x

R
g sμ

=
−

。（4.12） 

现 将 ( , , , , )x tr R t x s s s= 及 上 式 带 入 方 程 组 （ 4.1 ） 的 第 一 个 方 程 可 得  

( ) ( , , , , )tt tx xx x ts s s c t x s s sλ μ λμ+ + + = ，（4.13） 

其中 

( , , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t r r x r x t s x s t x x x s x s xc t x s s s g s f s g s g s s g s g sμ μ μ λ μ λ μ= − − − − − − − − −  315 

注意到（4.11），有 ( , ,0,0,0) 0c t x ≡ 。结合（4.2）可知方程（4.13）具有两个非零异

号的特征值λ及μ ，故方程（4.13）为双曲型方程.。 因此我们将混合问题（4.1）及（4.4）

-（4.6）的能观性转化为方程（4.13）具初始条件 

0 : ( , ) ( ( ), ( ))tt s s x xϕ ω= = （4.14） 

及边界条件 320 

10 : ( )x s h t= = （4.15） 

21: ( , , , ) ( )x tx R t s s s h t= = （4.16） 

的精确边界能观性，其中 

0( ) ( )
def

x s xϕ == ， 0 0 0 0 0( ) ( , , , ) ( , , , ) ( )
def

x g t x r s t x r s s xω μ ′== − ，4.17） 

注意到（4.11），易知 325 

1 2 2 1 1 228 0 0 29 0 0[0,1] [0,1] [0,1] [0,1] [0,1] [0,1]
( , ) ( , ) ( , )

C C C C C C
C r s C r sϕ ω

× × ×
≤ ≤ 。 

由混合初边值问题（4.1）及（4.4）—（4.6）在(0,0)及(0,1)处满足
2C 及

1C 相容性条件，

可知混合初边值问题（4.13）—（416）在(0,0)及(0,1)处满足
2C 相容性条件，且易验证边界

条件（4.16）满足

(0,0,0)

0
x t

R R
s s

λ∂ ∂
− ≠

∂ ∂
，由注 1 可知混合初边值问题（4.13）—（416）存

在唯一的半整体
2C 解 ( , )s s t x= 。注意到（4.12）中的 4 (0,0,0)

0R ≠ ，由定理 6 知,可利用在330 

x=1 处时间[0,T$内 ( , )s s t x= 的观测值 q(t) 及边界函数 1 2( ( ), ( ))h t h t 唯一确定方程（4.13）

的解 ( , )s s t x= 在 t=0 的初始值（4.14），并有如下的能观不等式 

2 1 2 2 130 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) ( , ) )

C C C T C T C T
C q t h hϕ ω

× ×
≤ + 。 

令 ( , ) ( , , , , )x tr t x R t x s s s= ,则易验证(r(t,x),s(t,x))是混合初边值问题（4.1）及（4.4）-（4.6）   

的半整体
2 1C C× 解，意到（4.11）可知 0 0( , )r s 被 s=s(t,x)在 x=1 处的观测值 q(t)及边界函数335 

1 2( ( ), ( ))h t h t 唯一确定，结合（4.18）及（4.19）可得 

1 2 2 2 10 0 31 1 2[0,1] [0,1] [0, ] [0, ] [0, ]
( , ) ( ( ) ( , ) )

C C C T C T C T
r s C q t h h

× ×
≤ + 。 
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注 3 在【11】中郭丽娜、王志强考虑了具有特殊边界条件的拟线性非自治波动方程的精

确边界能观性,可以验证,其特殊的边界条件满足本文中的（2.1）,（2.2）及（2.27）-（2.28）.
这样，线性非自治波动方程的精确边界能观性可以被看做为本文的一种特例。在【12】及【14】340 
中，他们考虑了自治情形下的精确边界能观性,本文将他们的结果推广到了非自治情形下的

精确边界能观性。 
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