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摘  要：本文基于一阶双曲守恒律的相关理论研究了多等级交通流 LWR 模型，给出了该模

型双曲性的数学证明。 
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0 引 言 
随着交通事业的日益发展，对交通流问题的研究已经引起数学、物理学等诸多领域学者

的广泛注意[1]。早在 1955 年英国著名学者Lighthill 和Whitham[2] 在其名篇《论动力波》(On 
Kinetic Wave) 中, 描述了适用于公路上交通流动的一维波运动学理论. Lighthill 和Whitham 
推导了交通分布中状态量的变化沿公路的传播规律, 论证了交通激波的存在、特性及其在交

通分析中的应用. 1956 年Richards[3]独立地提出了类似的交通流理论。这种描述交通流的一

阶连续介质模型被称为LWR 理论(LWR Theory)模型，这一理论对以后交通流的研究产生了

非常深远的影响，许多国内外学者对此作了大量研究,进行了各种各样的阐释和推广,并应用

于交通工程实践。 
但LWR模型只有一个连续性方程，且有解析解，虽然有它的优势，但对于真实的交通

状况描述，又有很大的不精确性，从而缺乏现实意义。2002 年G. C. K. Wong 和S. C. Wong[4]

将LWR模型加以推广，建立了多种车型混流的运动学模型。2007 年D.Ngoduy和R.Liu[5]研究

了此模型的双曲性。 
本文在此基础上运用一阶双曲守恒律的相关理论，对这一模型进行了研究，并针对交通

流的各项同性和各向异性给出了证明。 

1 模型介绍 

1.1  LWR 模型 

这种模型基于在所考虑的路段没有出入匝道时，路段内的车辆数目守恒，车辆密度的变

化率等于进出口流量之差。用 来表示交通密度，即时刻 t在位置( tx,k ) x附近每公里车辆的

数目，单位是辆/千米；用 来表示车辆平均速度，单位是千米/小时；另外一个容易观

察和测量的量是交通流量，即在时刻 每小时通过某一位置

( tx,u )
t x车辆的数目，用 来表示，

单位是辆/小时。显见

( txq , )
( ) ( ) ( )txutxktxq ,,, ⋅= 。根据车辆守恒易得以下关系 
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    LWR 理论进行了简化假设，即设车速依赖于密度， ( )kuu = ，交通密度增加时车速下

， 
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降（即 0<
dk
du

）。在这一假设下，交通流量仅仅是交通密度的函数， 。此时，车

辆守恒（1.1）变为 

( )kqq =
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  （1.2）   

其中 ，这是一个拟线性偏微分方程，此处( ) ( )kqkc ′= ( )kc 是未知解 的已知函数。 k
当所研究的路段有进出口匝道时，（1.1）式变为 
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         （1.3） 

其中 为源汇项，对进口匝道( txs , ) ( ) 0, >txs ，对于出口匝道 ( ) 0, <txs 。 

1.2  推广的多等级 LWR 模型     

    2002 年 G. C. K. Wong 和 S. C. Wong 将 LWR 模型加以推广，建立了多种车型混流的运

动学模型，事实上这种设想从近来在对公路上多种车型混流的内部作用的观测调查和分析上

来看是有效的 (Khan and Maini, 2000) 。推广的 LWR 模型将交通中的车辆根据其行驶速度

不同将其分为 个等级。设n ( ) ( ) ( )txqtxutx ii ,,,k i 、、 分别表示第 相车流的密度、速度和交

通流量，于是根据车辆的守恒有 

i
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这里 

                      ( ) ( ) ( )txutxktxq iii ,,, ⋅=   （1.5） 

写成向量的形式就是 
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    （1.6）   

其中 。 ( ) ( T
n

T
nu qqQkkK ,,,,, 11 KK == )

2 多等级交通流 LWR 模型的双曲性 
在上一节的（1.6）式描述了沿着没有匝道的单向公路上多等级车流的守恒。这个推广

的多相 LWR 模型其核心是假设某一特定等级车流速度的选择不仅依赖其自身，而且还依赖

于公路上行驶的所有其他各级车流。一般的密度-速度关系可以记为： 

               ( ) ( ),,, 1 nii kkUtxu K= .,1 ni K =     （2.1）   

2.1  各向同性的情况 

    对于各向同性的情况，即第 i级 ( )ni ,1K= 车流只依赖于所有等级车流的总密度 ，上

述关系可以表示为以下简单的函数形式 

k

                         ( ) ( ),, kUtxu ii = .,1 ni K=    （2.2） 

这里 

                                                     （2.3） ( ) ( txktxkk
n
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1
∑
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综合上述方程，这个问题可以归结为下列偏微分方程 
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  （2.4） 

其中                  
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是（1.6）的 矩阵。 Jacobian
这里 
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由前面可以知道 0<iz ，  .,1 ni K=

    注： njizUa iijiij K,1,, =+= δ ，表示第 级车流对于第i j 级车流的运动波速。  

现在我们可以找到一个正定的对角矩阵 ( )nssdiagS ,,1 K= ，其中
i

i z
zs 1= ， ,

使得

ni ,1K=

( ) njiaASA ij ,1,,~~
K=== 为一对称矩阵， 

其中 
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于是根据双曲守恒律的理论，可以知道（2.4）是对称双曲的，下面证明其还是双曲的。 
因为（2.4）是对称双曲的，所以正如前文它可以重新写为以下形式 
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因为 是正交对角阵，故存在一个可逆矩阵 ，事实上使得 ，

令 ，则Y 满足（注：这里运用了

( nssdiagS ,,1 K= ) C TCCS ⋅=

KCY T= ( ) ( ) 11 −− = TT CC ） 
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  （2.6） 

从而 ( )TCAC 11 ~ −−
是实对称矩阵，从而它可以对角化而且仅有实特征值，因此它是双曲的。 

事实上，对于各向同性的情况我们还可以从相应的特征方程 0=− AIλ 来判定 A 是

可对角化的，也只有实特征值，从而是双曲的。 

2.2  各向异性的情况 

 对于各向异性的情况 ,也即第 i 级 ( )ni ,1K= 车流依赖于所有各级车流的密度

,此时（1.6）的 矩阵niki K,1, = Jacobian ( )ijaA = ， 

其中 

                     nji
k
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i
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当 很容易找到一个正定的对角阵2=n ( )21 , ssdiagS = ，其中
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为对称矩阵.同 2.1 的方法

容易知道（1.6）是双曲的。 

对于一般的情况,如果没有给出 的显式,很难给出双曲性的证明。但是如果给出 或者

的显式，有时是可以证明系统（1.6）的双曲性的。下面我们就给出一个具体

的例子。 

Q Q

iu ( ni ,1K= )

设 ( ) ( )2exp1 kkuu i
f

ii μλ −−= ，其中 为第 i级车流的畅行速度，
f

iu 1, <<μλ

为一正的常数，此时 ( ) ( )22 exp kkkukuq ii
f

iiii μλ −−== ，于是（1.6）的 矩阵Jacobian

( ) njiaA ij ,1,, K== ，其中 
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我 们 仍 可 以 找 到 一 个 正 定 的 矩 阵 ( )nssdiagS ,,1 K= ， 其 中
i

i z
zs 1= ， 这 里

( ) ( )22 exp2 kukkkz f
iiii μλμ −−−= ， ni ,1K= ,使得 ( ) njiaASA ij ,1,,~~

K===

为一对称矩阵，从而在这个例子中（1.6）是对称双曲的,进而是双曲的。  

3 结论 
    本文基于一阶双曲守恒律的相关知识和理论对多等级交通流的推广的LWR模型进行了

研究，给出了其双曲性的证明。 
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Hyperbolicity of a multi-class traffic flow LWR model 
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Abstract: In this paper we study a multi-class traffic flow LWR model based on the theory of 
one-order hyperbolic conservation laws and give a mathematic proof of the hyperbolicity for this 
model.  

Keywords: hyperbolic conservation laws；multi-class traffic flow; LWR model; hyperbolicity 
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