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摘 要：应用临界点理论中著名的山路引理，获得了一类具有 Jacobi 算子类型的二阶非线性

泛函差分方程周期解和次调和解的存在性和多重性的一些充分条件。所用的证明方法主要是

基于山路引理结合变分技巧，这为具有超前和滞后的二阶非线性泛函差分方程周期解和次调

和解的存在性及多重性问题的研究提供了一个有效的解决方法。 
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1 引言 
记 N，Z 及 R 分别表示自然数集、整数集和实数集。任取 ba, ∈Z 满足 ba ≤ ，定义

Z { }L,1,)( += aaa ，Z { }baaba ,,1,),( L+= 。 k 为某个正整数。∗表示向量的转置。 
考虑二阶差分方程 
                      ),,,( 11 −+= nnnn uuunfLu ， ∈n Z，                    （1） 
的周期解和次调和解。其中 L是 Jacobi 算子 

nnnnnnn ubuauaLu ++= −−+ 111 ， 

na 与 nb 是 Z 上的实值函数， (Cf ∈ R 4
，R ) ，A和 B 是常数。对于给定的正整数T，

，na nb 及 f 都是T周期的。 
    近年来, 作为描述众多实际问题的数学模型, 差分方程已广泛出现在科学研究的各

个领域中, 如概率论、矩阵论、电路分析、组合分析、排队论、数论、心理学与社会学等(参
见文献[1-3])。 

方程(1)可看作如下微分方程的离散化: 
                  ( ))1(),(),1(,)( −+= tutututftSu ， ∈t R                  （2） 

其中 S 是 Sturm-Liouville 微分算子， (Cf ∈ R 4
，R ) 。方程(3)是方程 

           ( ) ( ))1()()()1()(2 −−′−−+′=′′ tutuVtutuVtuc ， ∈t R            （3） 
的更一般形式。方程(3)受到许多学者的广泛关注。例如，SMETS 和 WILLEM[4]得到了

方程(3)孤立波的存在性。 
许多学者对方程(1)的一些特殊情形进行了深刻的讨论，得出了一系列有意义的结果，

参阅[1-3,5-8]。文献中研究这类问题的主要方法是各种形式的不动点定理与 Green 函数法等, 
例如参见文献[1-3,6-8]。 

本文的主要目的是应用临界点理论中著名的山路引理建立方程(1)周期解和次调和解存

在性和多重性的准则。主要方法是将方程(1)解的存在性转化为某个泛函临界点的存在性。 
本文的主要结果如下。 
定理 1 假设下列条件成立： 

L)（ Znaab nnn ∈∀>−−≠ − ,0,0a 1n ； 

)( 1F 存在泛函 (1CF ∈ Z×R 2 ,R )且 0),0( ≥⋅F ,满足 
),,(),,( 2121 vvnFvvTnF =+ ， 

                                                        
1本课题得到湖南省自科基金资助项目(项目编号：05jj30013)的资助。 
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（4） 
则对任意给定的正整数 0>p ，方程(1)至少存在两个非平凡 pT -周期解。 
注 1 (4)蕴涵存在常数 01 >a ， 02 >a ，使得 

)( 3F ′ ( ) 2
2
2

2
1121 ),,( avvavvnF −+≥

β
， ∈∀n Z。 

    注 2 虽然定理 1 所得到的周期解是非平凡的，但是可能是非零常数。要得到非常

数的周期解，只要把非零常数的周期解去掉即可。因此，我们得到下面的推论。 
推论 1 若条件 L)（ 及 )()( 31 FF − 成立，且 

)F( 4  对任意的 ∈n Z, 0),,,( 321 =vvvnf 当且仅当 0321 === vvv 。 
则对任意给定的正整数 0>p ，方程(1)至少存在两个非常数 pT -周期解。 

2 变分框架及基本引理 
为了应用临界点理论, 我们将引进适当的变分框架及给出一些证明结论所需的引理。首

先，我们介绍一些基本的概念。 
设 S 是如下序列空间 

{ }{ }ZnRuuS nn ∈∈= , 。 

对任意给定的正整数 p 及T ，定义 pTE 为 S 的子空间 

{ }{ }ZnuuSuE npTnpT ∈∀=∈= + , 。 

在 pTE 上定义内积 

pT

pT

j
jj Evuvuvu ∈∀=〉〈 ∑

=

,,,
1

， 

并由此诱导出 pTE 上的范数 ⋅ 为 

                         pT

pT

j
j Euuu ∈∀⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

,
2
1

1

2
。                       （5） 

易知 pTE 是有限维 Hilbert 空间并且与 R pT
线性同构。 

另一方面，定义对任意的 1>r ,我们在 pTE 上定义
r
⋅ 为 

                        pT

rpT

j

r

jr
Euuu ∈∀⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

,

1

1

。                      （6） 

由于
r
⋅ 与

2
⋅ 等价, 存在常数 21,cc 使得 012 >≥ cc ，且 

                      pTr
Euucuuc ∈∀≤≤ ,

2211 。                     （7） 

考虑定义在 pTE 上的泛函 J  
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因此，u 是 J 在 pTE 的临界点，即 0)( =′ uJ 当且仅当 

=
∂
∂

nu
J ),,,( 11 −+− nnnn uuunfLu ， ∈n Z。 

综上所述，我们将寻求方程(1) pT -周期解的存在性转化为寻求定义在 R pT
上泛函 J 临

界点的存在性。 
对任意的 pTEu∈ , )(uJ 改写为 
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取 ( ) 0min 1),1(
>−−= −∈− nnnTZn

aabλ ， ( )nnnTZn
aab ++= −∈ 1),1(

maxλ 。由矩阵理论知，P 的

特征值满足 λλλ ≤≤
− i ， ),1( pTZi∈ 。因此 

                         
2

2

2

2
uPu uu λλ ≤〉〈≤

−
， 。                       （9） 

  设E 是实的 Banach 空间, ECJ (1∈ ，R ) ，即 J 是定义在 E 上的连续 Fréchet 可微

的泛函。称泛函 J 满足 Palais-Smale 条件(简称 P.S.条件)，如果对任意的序列{ }⊂)(ku E ，

若 ( ){ })(kuJ 有界且 ( ) ( )∞→→′ kuJ k 0)(
，则{ })(ku 在E中存在收敛的子列。 

记 ρB 表示在 E 上中心在原点半径为 ρ 的开球，∂ ρB 表示 ρB 的边界。 

引理 1(山路引理[9]) 设 E 是实 Banach 空间，且 ),(1 RECJ ∈ 在 E 上满足 P.S.条件，

0)0( =J ，且有 

( )1J  存在常数 0, >αρ ,使得 α
ρ
≥

∂B
J ； 

( )2J  存在 ρBEe \∈ 使得 0)( ≤eJ 。 

则 J 存在一个临界值 α≥c ，且 
))((maxinf

]1,0[
sgJc

sg ∈Γ∈
= ， 

其中 { }eggRCg ==∈=Γ )1(,0)0()],1,0([ 。 

引理 2 若条件 L)（ 及 )()( 31 FF − 成立，则 )(uJ 在 pTE 上满足 P.S.条件。 

    证明 设 ∈)(ku pTE 使得 ( ){ })(kuJ 有界且 ( ) ∞→→′ kuJ k ,0)(
。则存在常数 0>K ，

使 
得 ( ) KuJK k ≤≤− )(

。由(8)及 )( 3F ，对充分大的 k ，有 

2

)(K ku+β  

( ) ( ) 〉′〈−≥ )()()( , kkk uuJuJβ  
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由 2>β 知，{ })(ku 是 pTE 上的有界序列。从而在 pTE 中{ })(ku 存在收敛子列，即 P.S.

条件成立。 

3 结论及证明 
定理 1 的证明  由假设易知， 0)0( =J 。由引理 2 知， J 满足 P.S.条件。由 )( 2F ,对

−
= λε 8

1 ，存在 0>δ ，使得当 δ≤+ 2
2

2
1 vv 时, 
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取
2

4
1 ρλσ

−
= ，则 0)( >≥

∂
σ

ρB
uJ 。山路引理的条件 )( 1J 成立。 

为了利用山路引理，下面验证条件 )( 2J 。 

由 )( 3F ′ ，对任给 R∈τ 及 }0{\pTEw∈ ， 12=w ，有 
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n
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                          [ ] +∞→−∞→++−≤ ∑
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n
nn 。 

因 2>β ，可选择充分大的 ρτ > ，使得对 pTEwe ∈=τ ，有 0)( <wJ τ 。 

由山路引理, J 有临界值 0>>σc ,并且 ))((maxinf
]1,0[

sgJc
sg ∈Γ∈

= ，其中 

{ }eggRCg ==∈=Γ )1(,0)0()],1,0([ 。 

设 ∈u pTE 是临界值 c 对应的临界点，即 cuJ =)( 。因 0>c ，显然 0
2
≠u 。类似于

条件 )( 2J 的证明， 
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因此， J 有上界。定义 maxc 为{ }pTEuuJ ∈)( 的上确界。由（10），知 −∞=
+∞→

)(lim
2

uJ
u

。

从而 J− 是强制的，且 J 在点u~ 达到最大值。显然 0~
2
≠u 。 

若 uu ≠~ ,证毕。若 uu =~ ，有 maxcc = 。从而，对任意的 Γ∈g ， ))((max
]1,0[max sgJc

s∈
= 。

由 ))(( sgJ 关于 s 的连续性， 0)0( ≤J 及 0)( <eJ ，知存在 )1,0(0 ∈s 使得 max0 ))(( csgJ = 。

若选择 Γ∈21, gg 使得集合{ } { })1,0()()1,0()( 21 ∈∩∈ sshssh 为空集，则存在 )1,0(, 21 ∈ss 使

得 max21 ))(())(( csgJsgJ == 。因此，可得到 J 在 pTE 上两个不同的临界点 )( 111 sgu = ，

)( 222 sgu = 。证毕。 

注 3 由定理 1，知推论 1 的结论显然成立。 
注 4 最后,我们给出一个例子来应用我们主要的结论。 
对任意的 ∈n Z，假设 
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其中 2>β ，T 是给定的正整数。 

我们有 
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易证，定理 1 的所有条件成立，故对任意给定的正整数 0>p ，方程(11)至少存在两个非平
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凡 pT -周期解。 
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Abstract 
In this paper, by using the notable Mountain Pass Lemma of critical point theory, some sufficient 
conditions for the existence and multiplicity of periodic and subharmonic solutions to a class of second 
order nonlinear functional difference equations with Jacobi operators are obtained. The proof is based 
on the Mountain Pass Lemma in combination with variational technique. The problem gives a 
practicable methods to solve the existence and multiplicity of periodic and subharmonic solutions of 
second order forward and backward functional difference equations. 
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