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摘要：局部 L^0-凸拓扑下随机赋范模的研究是随机赋范模理论研究的全新视角，对金融数

学中条件风险度量的研究起到推动作用。本文主要对局部 L^0-凸拓扑下随机赋范模上的开

映射定理进行研究。根据随机赋范模赋予准范数时为赋准范空间，给出了完备随机赋范模的

闭子模构成的商空间也是完备的随机赋范模，同时通过构造商空间，运用逆算子定理的方法

证明了如下的开映射定理——在局部 L^0 -凸拓扑下，X与 Y 是数域 K 上以（Ω，F，P）为

基的完备的随机赋范模，T:X→Y 是几乎处处有界的模同态且为满映射,则 T是开映射。 
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The Research of Open Mapping Theorem on Random 
Normed Module 
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(School of Mathematics and Systems Science, Beihang University, Beijing 100083) 
Abstract: It is a new perspective of studying random normed module under locally L^0-convex 
topology, which plays an important role in researching on conditional risk measures in financial 
mathematics. The main result of this paper is to proof the open mapping theorem on random normed 
module under locally L^0-convex topology. Based on the truth that random normed module is a 
quasi-normed space when given quasi norm, the paper gives the quotient space constituted by closed 
sub-module of complete random normed module is complete and shows following basic open mapping 
theorem: let X and Y be complete random normed modules over the scalar field K with base（Ω，F，
P）under locally L^0-convex topology, the mapping T from X to Y is a.s. bounded module 
homomorphism and surjective, then T is a open mapping, through the methods of quotient space and 
inverse operator theorem.   
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0 引言 
随机度量空间（Random Metric spaces，简记 RM-空间）理论起源于概率度量空间

（Probabilistic Metric spaces，简记 PM-空间）理论[1]。沿着泛函分析的方向随机度量理论发

展了随机赋范模与随机内积模[2,3]。在随机赋范模上赋予 ( , )ε λ −拓扑的研究在过去的十年里

已经取得了许多深刻的结果[4,5]。 
在金融数学中，条件风险度量已经大部分用到了数学中凸分析[6]的知识，随着其进一步

的发展，必将涉及到内部拓扑结构的分析，因而在随机赋范模上赋予局部
0L -凸拓扑[6,7]的研

究是有很大意义的。 

本文将基于此，对局部
0L -凸拓扑下随机赋范模上的开映射定理进行研究。由于局部

0L -
凸拓扑是一种比 ( , )ε λ −拓扑更强的拓扑，在该拓扑下随机赋范模不再是线性拓扑空间[8]，
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因而经典开映射定理[9]采用纲推理的证明不能平移。本文通过构造商空间的方法给出了开映

射定理全新的证明。 

1 预备知识 
为了行文与读者的方便，本节给出必要的符号说明与基本概念。N 表示自然数全体，K

表示实数域R 或复数域C ， [ , ]R = −∞ +∞  ，( , , )PΩ F 为一给定的概率空间，
0 ( , )L KF 表

示Ω上的K −值 −F 可测函数的 −F 等价类全体形成的代数。关于 −F 可测函数、 −F 可

测集、 −F 等价类等术语，均参见文献[12]。 0 ( , )L Kξ∀ ∈ F ，ξ 总表示
0ξ 决定的 −F 等

价类，其中
0ξ 为ξ 的任一代表元，

0ξ 按下式定义： ( ) ( )0 0 ,ξ ω ξ ω ω= ∀ ∈Ω。 

记
0 ( , )L RF 为Ω上的广义实值 −F 可测函数的 −F 等价类全体。熟知，在偏序 

:ξ η≤ ≤ 当且仅当 ( ) ( )0 0 . .P a sξ ω η ω≤ − 之下，
0 ( , )L RF 成一完备格，其中

0ξ 与
0η

分别为ξ 与η的任意选取的代表元，而且
0( ( , ), )L R ≤F 中的任一子集 A 有最小上界 A∨ 和最

大下界 A∧ 。显然
0 ( , )L RF 是

0 ( , )L RF 的一个子格，也是一个完备格[12]。 

记
0 0{ ( , ) : 0}L L Rξ ξ+ = ∈ ≥F ，

0 0{ ( , ) : 0 }L L R onξ ξ++ = ∈ > ΩF ，其中 0 onξ > Ω表

示对ξ 的任意代表元 0ξ ， 0 ( ) 0 . .P a sξ ω > − 。 

定义 1[8]  称有序对 ( , )S ⋅ 为数域 K 上以 ( , , )F PΩ 为基的随机赋范空间(简称RN −

空间)，如果 S 是数域 K 上的线性空间，而且映像 0: ( )FS L+⋅ → 满足如下三个条件： 

RN − 1) , ,x x K x Sα α α= ∀ ∈ ∈ ； 

RN − 2) , ,x y x y x y S+ ≤ + ∀ ∈ ；  

RN − 3) 0 (S )x x θ= ⇒ = 中的零元 。 

进一步，若S 是代数
0 ( , )FL K 上的左模且 ⋅ 满足： 

RNM − 1) 0, ( , ),Fx x L K x Sξ ξ ξ= ∀ ∈ ∈ 。 

那么， ( , )S ⋅ 称为数域K 上以 ( , , )PΩ F 为基的随机赋范模（简称为RN −模）。 

定 义 2[8]  ( , )S ⋅ 为 数 域 K 上 以 ( , , )PΩ F 为 基 的 随 机 赋 范 模 ，

( ) { : }B x S xε ε= ∈ ≤ ， 0Lε ++∀ ∈ ， 0{ ( ) : }U B Lθ ε ε ++= ∈ ，集合G S⊂ 称为局部
0L -开的，若

对 x G∀ ∈ ， ( )B Uθε∃ ∈ ，使得 ( )x B Gε+ ⊂ 。一族局部
0L -开集组成的拓扑为 Hausdorff 拓

扑，称为局部
0L -凸拓扑。 

定义 3[11]  称有序对 ( , )S ⋅ 为数域K 上的赋准范空间（Quasi-Normed Space），若 S

是 K 上的一个线性空间， ⋅ 是 S 到[ )0,+∞ 中的映象满足如下条件： 

（1） ( )0x x θ= ⇔ = 向量零元 ； 

（2） ( )x x x S− = ∀ ∈， 对称性 ； 
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（3） ,x y x y x y S+ ≤ ∀ ∈+ ， ； 

（4） n n n nx x S x x Kα α θ α α→ → ∀ ∈ → → ∀ ∈若 0,则 0, 且若 ,则 0, 。 

注：若 ( , )S ⋅ 为数域K 上以 ( , , )PΩ F 为基的RN −空间，定义 [ ): 0,S⋅ → +∞ 如下 

,
1

x
x dP x S

xΩ
∀ ∈

+∫∫= ，则 ( , )S ⋅ 是一个赋准范空间。 

定理 1[11]  完备的赋准范空间的商空间是完备的。 

定理 2[8] ( , )S ⋅ 为数域 K 上以 ( , , )PΩ F 为基的随机赋范模，如果 S 在 ( , )ε λ −拓扑

下是完备的，则在局部
0L -凸拓扑下也是完备的。 

逆算子定理[13] 
1( , )S ⋅

与
2( , )S ⋅

是数域K 上以
( , , )PΩ F

为基的完备的RN −模， 
1 2: →T S S 是几乎处处有界的模同态，如果T 是单射且为满映射，则

1T −
是连续的。 

2 主要结果 

引理 1  ( , )S ⋅
是数域K 上以 ( , , )PΩ F 为基的完备的RN −模，M 为 S 的闭子模，

则商空间S M 赋以范数
[ ] { : [ ]}x y y x= ∧ ∀ ∈

为RN −模。 

证明：往证 [ ]x 是S M 上的RN −模，只需证 

（1） Kα∀ ∈ ， [ ] [ ] [ ] [ ]{ : } { : }x x y y x z z xα α α α= = ∧ ∈ = ∧ ∈  

[ ] [ ] [ ]{ : } { : }z z x z z x xα α α= ∧ ∈ = ∧ ∈ =  

（2） [ ] [ ], ,x x y y∀ ∈ ∈ [ ] [ ]
[ ]
[ ]

x x
y y

x y x y x y x y
∈
∈

+ = ∧ + ≤ + ≤ +

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]x x y y

x y x y
∈ ∈

≤ ∧ + ∧ ≤ +
 

（3）根据定义我们可以知道 [ ] { : }x x m m M= ∧ − ∀ ∈ ，当 [ ] 0x = 时，存在

ny M∈ ，使得
0nx y− →
，而M 为闭子模，故 x M∈ ，则 [ ] [ ]0x x θ= ⇒ = 。 

（4）由（2）的思想同理可证 [ ]x 为代数
0 ( , )FL K 上的左模，且满足 

[ ] [ ] 0, ( , )Fx x L Kξ ξ ξ= ∀ ∈ 。证毕。 

引理 2  在局部
0L -凸拓扑下，

( , )S ⋅
是数域 K 上以 ( , , )F PΩ 为基的完备的 RN −

模，M 为 S 的闭子模，定义
0:

M
S M L+⋅ →

，
{ : }

M
x x m m M= ∧ − ∈

，则
( , )MS M ⋅

为

完备的RN −模。 

证明：（1）首先证明在 ( , )ε λ −拓扑下,
( , )MS M ⋅

为完备的RN −模。 

由于 S 为完备的RN −模，根据定义 3， S 在 ⋅ 下为赋准范空间，准范数 x 在 S 上
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诱导的线性拓扑为
( , )S ⋅

上的 ( , )ε λ −拓扑，根据定理 1，则商空间S M 是完备的赋准范

空间，记准范数导出的拓扑为τ ，τ 为商拓扑。 

往证
( , )MS M ⋅

为完备的RN −模，只要证出 M⋅ 导出的 ( , )ε λ −拓扑与τ 相等即可。

由于S M 上的商拓扑是使得π 既是连续映射同时又是开映射的唯一拓扑，只需证 

: ( , ) ( , )MS S Mπ ⋅ → ⋅
为开映射且为连续映射。π 为连续映射显然。 

设
( , ) { : ( ) 1 }N x S P xθ ε λ ε λ= ∈ < > −

， 0,0 1ε λ∀ > < < ， 则

{ ( , ) : 0,0 1}Nθ ε λ ε λ> < < 为 S 中θ点邻域基，S M 中 'θ 点邻域基为 

' ( , ) { : ( [ ] ) 1 }MN x S P xθ ε λ ε λ= ∈ < > −
，其中

[ ]'θ θ=
， A S∀ ⊂ 为开集，设 Aθ ∈ ，

由定义， ( , )Nθ ε λ∃ ，使得 ( , )N Aθ ε λ ⊂ ，从而 

'' ( ( , )) ( , ) ( )N N Aθ θθ π ε λ ε λ π∈ = ⊂ ，则π 为开映射，故由 M⋅ 导出的 ( , )ε λ −拓扑

与τ 相等，则 ( , )ε λ −拓扑下，
( , )MS M ⋅

为完备的RN −模。 

（2）其次证明在局部
0L -凸拓扑下，

( , )MS M ⋅
为完备的RN −模。根据定理 2 和（1）

可得在局部
0L -凸拓扑下，

( , )MS M ⋅
为完备的RN −模。 

引理 3  在局部
0L -凸拓扑下，

( , )S ⋅
是数域 K 上以 ( , , )F PΩ 为基的完备的 RN −

模，M 为 S 的闭子模，则 S S Mπ →： 为开映射。 

证明：设
0( ) { : },B x X x Lθ ε ε ε ++= ∈ < ∈

为零点的邻域，  

( ( )) ( ) ( )MB B M B X Mθ θπ ε ε ε= + = ⊂ ，则π 为开映射。 

开映射定理：在局部
0L -凸拓扑下，

1( , )S ⋅
与

2( , )S ⋅
是数域K 上以 ( , , )F PΩ 为基

的完备的RN −模， 1 2: →T S S 是几乎处处有界的模同态且为满映射，则T 是开映射。 

证明：由于
1 2: →T S S 是满射，定义对 2S 中的零元θ ，

1 1( ) { | }T x S Txθ θ− = ∈ =
，

则
1( )T θ−

为
1S 的子模，且满足 ( ) ( )T x T xξ ξ θ= = ，则

1( )T θ−
为闭子模。 

定义商映射
1 1 1: ( ), ( ) [ ]S S T x xπ θ π−→ = ，根据引理 3，π 为开映射。 

定义映射
1 1 2: ( )T S T Sθ− → ，根据引理 2，

1 1( )S T θ−
为完备的随机赋范模，T 为模

同态。 

([ ]) ([ ]) [ ] [ ]T x T y x y= ⇒ = ，则T 为单射，且T 为满射，根据逆算子定理，
1( )T −
为

连续的。 

由于T T π= ，设
1A S⊂ 为开集，则 ( )Aπ 为开集。

1 1(( ) ) ( ( )) ( ( ))T A T Aπ π− − = 为开

集，故 ( )T A 为开集，则T 是开映射。 
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3 结论 

本文对局部
0L -凸拓扑下随机赋范模上开映射定理进行研究，通过构造商空间证明了开

映射定理，证明思路是全新的。局部
0L -凸拓扑下随机赋范模的研究对金融数学中条件风险

度量的研究具有重要的意义。 
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