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摘  要：本文主要研究下三角无穷矩阵 A 作为有界线性算子将
2l 空间中的元素作用到 l∞ 空

间中时所具有的一些性质以及下三角无穷矩阵的非平凡第一象限解和 0c 解的存在性问题，

并探讨下三角无穷矩阵的非平凡第一象限解的存在性与可分无穷维的复 Hilbert 空间上算子

具有非平凡不变子空间的关联. 
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1 引言及预备知识 
在无穷维空间上，将算子的许多问题转化为矩阵来解决，将定性的几何问题转化为直观

的代数计算，使问题容易解决. 本文讨论一个著名的公开问题，即指“可分复巴拿赫空间H 上
的每个有界线性算子都具有非平凡的不变子空间吗？”，其根源可追溯到 1935 年 J.Von 
Neumann[3]证明了“可分无穷维的复 Hilbert 空间上的每个紧算子都具有非平凡的不变子空

间”.“不变子空间问题”的发展具有曲折的历史. 历史上该问题的证明方法及其丰富. 如
N.Aronszajn 和.Smith[4]在 1954 年用非标准分析方法证明了：无穷维的复巴拿赫空间上的全

连续算子具有非平凡的不变子空间；V.I.Lomonosov[5]用“Schauder 不动点定理”证明无穷维

的复巴拿赫空间上每个与紧算子交换的算子都具有非平凡的超不变子空间.  

本文主要讨论下三角无穷矩阵 A 作为有界线性算子将
2l 空间中的元素作用到 l∞ 空间中

时所具有的一些性质以及下三角无穷矩阵方程 AX Y= （其中
2X l∈ ，Y l∞∈ ）有非平凡

第一象限解和 0c 解的存在性问题，并探讨下三角无穷矩阵的非平凡第一象限解的存在性与

可分无穷维的复 Hilbert 空间上算子具有非平凡不变子空间的关联.  

定义 1.1  称矩阵 ( )ijA a= 为下三角无穷矩阵，其中 ija ∈ ，如果当 i j< 时，有

0, 1, 2, ; 1, 2,ija i j= = = . 

定 义  1.2   称 下 三 角 无 穷 矩 阵 ( )ijA a= 为 有 界 下 三 角 无 穷 矩 阵 ， 如 果
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sup | |ij

i j
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∞

≥ =

⎛ ⎞
< +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

定义 1.4[8]   设 1 2,E E 设赋范线性空间，T 是 1E 到 2E 上的有界线性算子，算子T ∗
称为

T 的共轭算子，若对任何 1x E∈ 以及任何 2f E∗∈ ,有 ( )( ) ( )T f x f Tx∗ = 成立.特别地，若 T

是
2l 到 l∞ 上的有界线性算子，则T 与T ∗

满足等式：
2( , ) ( , ), , ( )Tx y x T y x l y l∗ ∞ ∗= ∈ ∈  

定理 1.7[11]   若 E 可分，则每个有界序列{ }nu E∗⊂ 有w∗收敛子列. 

2． 下三角无穷矩阵的解 
这一节主要讨论有界下三角无穷矩阵的解的问题，主要围绕于有无非平凡的第一象限

解， 0c 解和
2l 解等问题的讨论. 
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引理 2.1   设 A 为有界下三角无穷矩阵，
2:A l l X Y∞→ ,则 A 为有界线性算

子，且
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2
1 1 1 2( ) , ( ) , ,i i i iX x Y y l k k∞ ∞
= =∀ = = ∈ ∈ ，则 1 2 1 2 1

1
( ) ( ( ) )
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=
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1 1 2 1 1 1 2 1 1 2
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i i i i

k x a k y a k x a k y a k AX k AY∞ ∞ ∞ ∞
= = = =

= = = =

+ = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ,因此，T

是线性算子. 
2

1( )i iX x l∞
=∀ = ∈ ,

2
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sup sup sup supij j ij j ij j ijl l
i i i ij j j j j
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所以

1
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2

1 1
sup | |ij

i j
A a

∞

≥ ≥

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，则 A 为有界线性算子.  

定理 2.2   设 J 为所有下三角无穷矩阵全体，则 J 为
1( , )B l l∞ 的子空间. 

证明：记

1
2

2

1 1
{ | ( ), 0, sup | | , , 1, 2, }ij ij ij

i j
J A A a i j a a i j

∞

≥ ≥

⎛ ⎞
= = < = < +∞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑当 时， 且 . 

（1）显然零矩阵属于 J ，因此 J 是非空集合； 

（2） ( ), ( )ij ijA a B b J∀ = = ∈ ，则当 i j< 时， 0,ija = 0,ijb = 且
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b

∞

≥ ≥
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< +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ， 所 以 ， 当 i j< 时 ， 有 0,ij ija b+ = 且
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a b a b
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∑ ∑ ∑ ，故 A B J+ ∈ ; 

（3） ( )ijA a J∀ = ∈ ，k∈ ，，则当 i j< 时， 0,ija =

1
2

2

1 1
sup | |ij

i j
a

∞

≥ ≥

⎛ ⎞
< +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 所以，

当 i j< 时，有 0,ijka = 且

1 1
2 2

2 2

1 11 1
sup | | sup | |ij ij

i ij j
ka k a

∞ ∞

≥ ≥≥ ≥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= < +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ，故 kA J∈ ，综合

（1）（2）（3）知， J 为
1( , )B l l∞ 的子空间. 

引理 2.3   设 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵，
2:A l l X Y∞→ ,则 A的共轭算

子
'( )ijA a∗ =  
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证明：设 ( )1( )i iY y l
∗∗ ∞ ∞

== ∈ ，记 (0,0, ,0, 1 ,0 0
n

ne =
第 个

，， ），则 
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, , , 1, 2, ,n n in i in i
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= =
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从而 
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因此，
'( )ijA a∗ =  

定 义 2.4  设 ( )ijA a= 为 有 界 下 三 角 无 穷 矩 阵 . 若 存 在 非 零 元
2X l∈ ， 使 得

Re , 0nAX e ≥ ， Im , 0nAX e ≥ ， 1, 2,n = 成立，这里 , nAX e 表示 AX 的第 n 位元

素，则称 ( )ijA a= 在
2l 具有非平凡的第一象限解.  

定义 2.5    设 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵，若存在非零元
2X l∈ ，使得

lim , 0nn
AX e

→∞
= 成立，这里 , nAX e 表示 AX 的第 n 位元素，则称 ( )ijA a= 在

2l 具有非平

凡的 0c 解.  

定义 2.6    设 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵，若存在非零元
2X l∈ ，使得

1
2 2

1

, n
i

AX e
∞

=

⎛ ⎞
< ∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 成立，这里 , nAX e 表示 AX 的第 n 位元素，则称 ( )ijA a= 在

2l 具

有非平凡的
2l 解.  

定理 2.7   设 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵， 

（1） 若存在正整数 k 使得Re 0nka ≥ ，Im 0nka ≥ ， 1, 2,n∀ = ，则 ( )ijA a= 在
2l 上具

有非平凡的第一象限解； 

（2） 若存在正整数 k 使得 lim 0nkn
a

→+∞
= ，则 ( )ijA a= 在

2l 上具有非平凡的 0c 解； 

（3） 若存在正整数 k 使得

1
2 2

1
nk

n

a
∞

=

⎛ ⎞
< +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，则 ( )ijA a= 在

2l 上具有非平凡的
2l 解； 

证 明 ： (1) 取
'(0,0, ,0, 1 ,0,0, )

k

kX e= =
第 个

， 则 Re , Re 0n nkAX e a= ≥ ，

Im , Im 0n nkAX e a= ≥ ( 1,2, )n = ，因此， ( )ijA a= 在
2l 上具有非平凡的第一象限解.  
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(2) 取 '(0,0, ,0, 1 ,0,0, )
k

kX e= =
第 个

,当 n k≥ 时，有
1

,
n

n ni i nk
i

AX e a x a
=

= =∑ ，则

lim , 0nn
AX e

→∞
= = lim 0nkn

a
→+∞

= ，因此， ( )ijA a= 在
2l 上具有非平凡的 0c 解.  

（3）取 '(0,0, ,0, 1 ,0,0, )
k

kX e= =
第 个

,则

1 1
2 22 2

1 1

, n nk
n i

AX e a
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= < +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ，因此，

( )ijA a= 在
2l 上具有非平凡的

2l 解.  

注意到，对有限维的矩阵若其对角元素非零，则该矩阵可逆，从而有非平凡的第一象限

解得存在 . 很自然地我们提出这个一个问题：若 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵且

0, 1, 2,iia i≠ = ，那么 ( )ijA a= 在
2l 中是否有非平凡的第一象限解得存在呢？这问题不像

有限维的情形容易解决，因为这时矩阵 ( )ijA a= 不一定可逆，例如下面例子： 

例2.1 设

2

2 3

2 3

1 0 0 0
2
1 1 0 0
2 2
1 1 1 0
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2n

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

则

1
21 1

2 2
2

1 1 11 1

11 ( )1 14sup | | sup sup
4 3 2

i
i

ij j
i i ij j

a
∞

≥ ≥ ≥≥ ≥

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ，故 A为有界下三角无穷矩

阵，令

'
2 31 1 1 1,1 ( ) ,1 ( ) , ,1 ( ) ,

2 2 2 2
nY ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
l∞∈ ，则方程 AX Y= 在

2l 中无解. 事

实上，若存在 ( )' 2
1i i

X x l∞

=
= ∈ ，满足 AX Y= ，则 1 1x = ， 2 1x = ， 3 1x = ， 4 1x = ， 5 1x = ，

6 1x = ， ，这时，

1
2 2

1
i

i

x
∞

=

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，与

2X l∈ 矛盾，因此，
2:A l l∞→ 不可逆. 实

际上，由于
2l 为可分的巴拿赫空间， l∞ 不可分，则对任意有界的下三角无穷矩阵都不

可逆.  

定理 2.8   设 ( )ijA a= 为有界下三角无穷矩阵且 0, 1, 2,iia i≠ ∀ = 且
1

1
sup n
n

A−

≥
< +∞，

（其中 ( )1
n ij n n

A b−

×
= ，

1
2

1 2

1 1

n n

n ij
i j

A b−

= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∑ ），则 ( )ijA a= 在

2l 中非平凡的第一象限解，
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其中 
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

证明：记

1,1 1,2 1,

2,1 2,1 2,

n n n n
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a a a
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+ + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
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0
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a
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D
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
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⎝ ⎠

 

则
0nA

A
B D

∞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，由于 0, 1, 2,iia i≠ ∀ = ，则 nA 可分为 n 维空间
n
（其中

n
中的范数

( )
1
2' 2

1
1

n
n

i ii
i

x x
=

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ）的可逆算子，令

'

2

1 1 1, , ,
2 2 2n nξ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，记

1
n n nz A ξ−= ，则 n n nA z ξ= ，

故
1, 0, 1, 2,
2n n k kA z e k= > = ， 其 中

'(0,0, , 1 ,0, ,0)
k

ke =
第 个

， 令

( )'' 2, 0,0,n nX z l= ∈ ，则
0

0
n nnn

n
n

A zzA
AX

BzB D
∞

∞

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，于是对任意 k n≤ ，有

1, , 0
2n k n n k kAX e A z e= = > . 因 为

1

1
sup n
n

A−

≥
< +∞ ，

1
2 2

1 1

1
2

n n

n ijj
i j

X b
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

1 1
2 2

2 2

1 1 1 1 1

1 1 11
4 3 4

nn n n n n

ij ijj
i j j i j

b b
= = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞≤ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑∑ 1 11 11 2

3 4

n

n nA A− −
⎛ ⎞⎛ ⎞= − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

，所

以
1

1
2supn n

n
X A−

≥
≤ < +∞，从而{ }nX 是

2l 中的有界点列，则根据定理 1.7 可知{ }nX 存在

w∗ 收敛子列 { }knX ，并记
2

k

w
nX X l∗⎯⎯→ ∈ ，由引理 2.3 可得，

'

ijA a
−

∗ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则

'
1 2( , , , ,0,0, )i i i iiA e a a a

− − −
∗ = ， 1,2,i = ， 则 对 于 i∀ ， 有 ( )2

iA e l
∗∗ ∈ . 由 此 ，

, lim , lim ,
k ki n i n ik k

X A e X A e AX e∗ ∗

→∞ →∞
= = ，而当 ki n< 时，有

1, 0
2kn i iAX e = > ，则

对于 i∀ ， , , lim , lim ,
k ki i n i n ik k

AX e X A e X A e AX e∗ ∗

→∞ →∞
= == =

1 0
2i= > ，并且 0X ≠ ，

不然与 , 0iAX e > 矛盾. 因此， A在
2l 中具有非平凡的第一象限解.  

注： 从定理 2.8 的证明过程中，我们发现满足定理 2.8 条件下的有界下三角矩阵 A在
2l 中

还具有非平凡的
2l 解和 0c 解. 因为由

20 X l≠ ∈ 且
1lim , lim 0
2i ii i

AX e
→∞ →∞

= = 知， A在
2l 中
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具有非平凡的 0c 解. 20 X l≠ ∈ 且

11 1
22 22 2

1 1 1

1 1,
2 4i i i

i i i

AX e
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ 1

3
<  

< +∞知， A在
2l 中具有非平凡的

2l 解.  

3. 下三角无穷矩阵的解在不变子空间问题上的应用 
不变子空间问题：设H 为可分无限维的复 Hilbert 空间，T 是H 上有界线性算子，是否

存在T 的非平凡的不变子空间. 它是一个著名的公开问题. 若H 为有限维的复Hilbert空间，

则T 必存在特征值λ，从而 ( )Ker T Iλ− 为T 的非平凡的不变子空间. 若 H 为不可分无限

维的复 Hilbert 空间，取非零元 x H∈ ，令 { }2, , ,M span x Tx T x= ，显然 { }0M ≠ ，若

M H= ，与 H 不可分矛盾，则 M 为T 的非平凡的不变子空间. 若 H 为可分无限维的复

Hilbert 空间，那么T 是否存在非平凡的不变子空间呢？这就是我们下面主要讨论的问题.  

定义 3.1【1】   设T 为域F 上线性空间V 的线性算子，M 是V 的子空间. 如果M 中的

元素在T 的象仍在M 中，即对于任意 Mα ∈ ，都有T Mα ∈ ，则称M 是T 的不变子空间. 

若M V≠ 且 { }0M ≠ ,则M 是T 的非平凡不变子空间.  

引理 3.2   设 H 为可分无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ,T aI≠ ( a∀ ∈ )，且

( )p Tσ ≠ ∅，则T 有非平凡的不变子空间.  

证明：因为 ( )p Tσ ≠ ∅，取 ( )p Tλ σ∈ ，则 ( ) { }0Ker T Iλ− ≠ 且 ( )Ker T I Hλ− ≠ . 否则，

若 ( ) { }0Ker T Iλ− = ，与 ( )p Tλ σ∈ 矛盾；若 ( )Ker T I Hλ− = ，则T Iλ= ；与T aI≠

矛盾. 显然， ( )Ker T Iλ− 是T 的不变子空间. 因此，T 有非平凡的不变子空间.  

引理 3.3   设H 为可分无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ，且 1T ≤ . 若存在正交的两

个非零元 0 0,x y H∈ ，使得 ( ) 0 0Re , 0nT I x y− ≥ ， ( ) 0 0Im , 0nT I x y− ≥ ， 1, 2,n = ，

则T 有非平凡的不变子空间.  

证明：由已知存在非零元 0 0,x y H∈ ，使得 0 0, 0x y = ， 

( ) 0 0Re , 0nT I x y− ≥ ， ( ) 0 0Im , 0nT I x y− ≥ ， 1, 2,n =              （3.1） 

可得 ( ) 0 0, 0nT I x y− = ， 1, 2,n = . 事实上，若存在 0 1n ≥ ，使得 ( ) 0

0 0, 0nT I x y− ≠ ，

则由（3.1）式，Cauchy-Schwarz 不等式及 1T ≤ ，有 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
1

, , ,
n

n in i
n

i
x y T x y T I I x y C T I x y

=

≥ = − + = −∑  

( ) ( ) ( ) 00
0 0 0 0 0 0

1 1

Re , Re , Re ,
n n

i i nni i
n n n

i i

C T I x y C T I x y C T I x y
= =

≥ − = − ≥ −∑ ∑ ， 

同理，可得 0 0x y 0 0,nT x y≥ ( ) 00
0 0Im ,nn

nC T I x y≥ − ，从而 
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0 02 x y ( ) ( )0 00
0 0 0 0Re , Im ,n nn

nC T I x y T I x y⎡ ⎤≥ − + −
⎣ ⎦

 

又      ( ) 0

0 0, 0nT I x y− ≠ ， ( ) 0

0 0Re , 0nT I x y− ≥ ， ( ) 0

0 0Im , 0nT I x y− ≥ ，则 

( ) ( )0 0

0 0 0 0Re , Im , 0n nT I x y T I x y− + − >  

由此   0 02 x y ( ) ( )0 00
0 0 0 0Re , Im ,n nn

nC T I x y T I x y⎡ ⎤≥ − + −
⎣ ⎦ ( )n→+∞ →+∞ .  

这是不可能的. 因此假设不成立，即有 ( ) 0 0, 0nT I x y− = ， 0,1,2,n = .  

令 ( ){ }0 , 0,1, 2,nN span T I x n= − = ，则 ( )T I N N− ⊂ ，且 0y N⊥ ，从而 N H≠ 且

{ }0N ≠ . 又 x N∀ ∈ ，有 ( )Tx T I x x N= − + ∈ ，即TN N⊂ . 因此，T 有非平凡的不变

子空间.  

引理 3.4   设H 为可分无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ， ( )p Tσ =∅， ( )a Tλ σ∈ ，

则存在 0x H∈ 且 0 1x = ，使得 ( ) ( ) ( ){ }2
0 0 0 0, , , , ,nx T I x T I x T I xλ λ λ− − − 中任意

有限个元线性无关.  

证明：由已知条件 ( )p Tσ =∅及 ( )a Tλ σ∈ ，则T Iλ− 的值域不闭，否则，T Iλ− 的值域

是闭的且为单射，从而 ( )a Tλ σ∉ . 因此，( )T I H Hλ− ≠ ,记 A T Iλ= − ,取 0 \x H AH∈

且 0 1x = ，则 { }0 , 0,1,2,nA x n = 中任意有限个元都线性无关 . 事实上，若有

1 2 mn n n< < < ，使得 1
0

nA x ， 2
0

nA x ， ， 0
mnA x 线性相关，则存在非零数组 1 2, , , mk k k ，

使 得 1
1 0

nk A x 2
2 0

nk A x+ + + 0
mn

mk A x =0 ， 记 { }1 2, , , mk k k 中 第 一 个 非 零 元 为

ik (1 )i m≤ ≤ ， 则 0
in

ik A x 1
1 0

in
ik A x+
++ + + 0

mn
mk A x =0 ， 即

( )1
0 1 0 0 0i i i m in n n n n

i i mA k x k A x k A x+ − −
++ + + = . 由于 ( )p Tσ =∅ ，从而 ( )p Aσ =∅ ，则

1
0 1 0 0 0i i m in n n n

i i mk x k A x k A x+ − −
++ + + = ，即 

11
0 0 0

i i m in n n ni m

i i

k kx A x A x
k k

+ − −+⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

又 1 2 mn n n< < < ，则 0x AH∈ ，与 0x 得取法矛盾. 因此，{ }0 , 0,1,2,nA x n = 中任意有

限个元都线性无关. 

引理 3.5   设H 为可分无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ， ( )p Tσ =∅， ( )a Tλ σ∈ ，

记
T IS
T I

λ
λ

−
=

−
,则存在一个有界下三角无穷矩阵 ( )ijA a= ，其中 0, i

ij ja y S x= ， 0x H∈

且 0 1x = ，
1
2i iy = ， 1,2,3,i = .  

证 明 ： 由 引 理 3.4 ， 存 在 0x H∈ 且 0 1x = ， 使 得
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( ) ( ) ( ){ }2
0 0 0 0, , , , ,nx T I x T I x T I xλ λ λ− − − 中 任 意 有 限 个 元 线 性 无 关 ， 则

{ }2
0 0 0 0, , , , ,nx Sx S x S x 中任意有限个元线性无关. 由Hahn-Banach定理，存在 1

1
2

y = ，

使得 1 0, 0y x = ， 1 0
10 ,
2

y Sx< ≤ ；存在 2 2

1
2

y = ，使得 2 0, 0y x = ， 2 0, 0y Sx = ，

2
2 0 2

10 ,
2

y S x< ≤ ， ，存在
1
2n ny = ，使得 

0, 0ny x = ， 0, 0ny Sx = ， ，
1

0, 0n
ny S x− = ， 0

10 ,
2

n
n ny S x< ≤ ， . 

1 0

2 2
1 0 2 0

3 3 3
1 0 2 0 3 0

1 0 2 0 3 0 0

, 0 0 0

, , 0 0

, , , 0

, , , ,n n n n
n

y Sx

y S x y S x

y S x y S x y S x
A

y S x y S x y S x y S x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 不 等 式 知 ， 

2
2 2

0
1 1 1 11 1 1

11
1 4sup , sup sup sup 2
2 3

i

i i i
i

j j j
i i i ij j j

y S x y
≥ ≥ ≥ ≥= = =

⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠≤ = = ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ，因此，A为

有界下三角无穷矩阵.  

引理 3.6   设H 为可分无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ，若aT bI+ 有非平凡的不变

子空间，其中 0a ≠ ，b∈ ，则T 有平凡的不变子空间.  

证明：设 aT bI+ 有非平凡的不变子空间 M ，则 { }0M ≠ , M H≠ ,则对于 x M∀ ∈ ，有

( )aT bI x M+ ∈ ，从而 aTx M∈ ，又 0a ≠ ，则Tx M∈ ，因此，T 有非平凡的不变子空

间.  

定理 3.7   设在引理 3.5 的条件下存在一个有界下三角矩阵 ( )ijA a= ，若 ( )ijA a= 在
2l 中有

非平凡的第一象限解，则T 有非平凡的不变子空间.  
证明：记矩阵 

1 0

2 2
1 0 2 0

3 3 3
1 0 2 0 3 0

1 0 2 0 3 0 0

, 0 0 0

, , 0 0

, , , 0

, , , ,n n n n
n

y Sx

y S x y S x

y S x y S x y S x
A

y S x y S x y S x y S x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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因为 A由非平凡的第一象限解，即存在非零 ( ) 2
1i i

X lλ ∞

=
= ∈ ，使得 

Re , 0nAX e ≥ ，Im , 0nAX e ≥ ， 1, 2,3,n = .                      (3.2) 

记
1

i i
i

Y yλ
∞

=

= ∑ ，由于 2

1 1
2 22 2

1 1 1 1

1
3i i i i i i l

i i i i

y y y Xλ λ λ
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ≤ = < +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ，故

Y H∈ . 又 0 1 1 0, , 0Y Sx y Sxλ= ≠ ，则 0Y ≠ ,且 

1 1 0

2
1 1 2 2 0

3
1 1 2 2 3 3 0

0
1

,

,

,

,
n

n
i i

i

y Sx

y y S x

y y y S x
AX

y S x

λ

λ λ

λ λ λ

λ
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 

于是由（3.2）式，有 

0 0
1

, , 0
n

n n
i i

i

y S x Y S xλ
=

= ≥∑ ， 1, 2,n = . 且 0 0
1

, ,i i
i

Y x y xλ
∞

=

= =∑ 0
1

,i i
i

y xλ
∞

=
∑  

0= ，又 1
2

S I+
≤ ,由引理 3.3，可得

2
S I+

有非平凡不变子空间，再由引理 3.6 知，T 有非

平凡的不变子空间. 

4． 总结 

本文主要讨论下三角无穷矩阵 A 作为有界线性算子将
2l 空间中的元素作用到 l∞空间中

时所具有的一些性质以及下三角无穷矩阵方程 AX Y= （其中
2X l∈ ，Y l∞∈ ）有非平凡

第一象限解、 0c 解和
2l 解的存在性问题， 并探讨下三角无穷矩阵的非平凡第一象限解的存

在性与可分无穷维的复 Hilbert 空间上算子具有非平凡不变子空间的关联，得出当H 为可分

无限维的复 Hilbert 空间， ( )T B H∈ ， ( )p Tσ =∅， ( )a Tλ σ∈ ，记
T IS
T I

λ
λ

−
=

−
,则存在

一个有界下三角矩阵 ( )ijA a= ，若 ( )ijA a= 在
2l 中有非平凡的第一象限解，则T 有非平凡

的不变子空间.  
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On the Solution of the Lower Trianglar Infinite Matrix 
Huang Baohua 
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Abstract 
In this paper,,we discuss the property of the lower triangular infinite matrix A which is viewed as 
bounded linear operator from 2l  to l∞ . In addition,we discuss the existence of nontrivial solution of 
the first quadrant and solution of 0c .Furthermore,we establish the relationship of the solution of 
nontrivial solution of the first quadrant of the lower triangular infinite matrix and the infinite 
dimensional Hilbert space over the complex number field which is sperable and  has  nontrivial 
invariant subspace. 
Keywords: lower trianggular infinite matrix; bounded linear operator; invariant subspace 
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