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摘要：在证明广泛应用的算子半群生成元的特征时，需要对定理 2.4 的(2)有很好的理解，  

而在一些有界线性算子半群的书中，对该结论的证明比较粗略、复杂，本文利用 Gamma 函数

的知识对上式进行了较为详细的证明，希望对学习和研究有界线性算子强连续半群无穷小生

成元的特征起到积极地作用。 
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A Detail in the Proof of the Feature of the Infinitesimal 
Generators of Operator Semigroups 
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Abstract: In testimony to the wide application of semigroup features, a good understanding of (2) in 
theorem 2.4 is required. In some books concerning semigroups of bounded linear operators, the proof 
of the formula is sketchy and complex. With the knowledge of Gamma function, the paper proves it in 
a more elaborate way , in hope of contributing to the learning and researching the feature of the 
Infinitesimal generators of strongly continuous semigroups of bounded linear operators  operator 
semigroups.  
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0 引言 
在讨论算子半群的生成问题时，给出了非常重要的 Hille-Yosida 定理，由 Hille-Yosida

定理可以看出 0c 半群 ( )T t 与其生成元 A 之间具有非常明显的依赖关系，因此学习和研究 0c

半群无穷小生成元的特征就变得尤为的重要。本文总结了 0c 半群无穷小生成元的一些基本

性质，并且利用Γ函数对定理 2.4 的结论(2)进行了较为细致的证明。 

1 基本概念和性质 
在本文中，除非特别说明，一般用 X 表示一般的 Banach 空间。 

定理 1.1[5]  含参量积分：
1

0
( ) , 0s xs x e dx s

+∞ − −Γ = >∫ 为欧拉积分的一种，称为格马函

数(Gamma)函数。写作Γ函数。 
注：(1)Γ函数满足 ( 1) ( )s s sΓ + = Γ  

    (2)当 s 为正整数 n 的时候，
1

0
( ) ( 1)!, ( 1) !n tn t e dt n n n

+∞ − −Γ = = − Γ + =∫  
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定理 1.2[2]  一个 X 上的有界线性算子半群 ( )T t ，0≤ t<∞称为有界线性算子强连续半

群，如果 

0
lim ( )
t

T t x x
+→

= ，对一切 x∈X 成立 

一个 X 上的有界线性算子强连续半群将称为一个 0c 类半群，简称 0c 半群。 

定理 1.3[2] 设 ( )T t 为 0c 半群，存在常数 0ω ≥ 和 1M ≥ ，使得 ( ) wtT t Me≤ ，对一切

0t ≥ 成立，如果 0ω = ，且 1M = 即 ( ) 1T t ≤ 时，称 ( )T t 是 0c 收缩半群。 

定理 1.4[2]  定义线性算子 A如下：命 

0

( )( ) : lim
t

T t x xD A x X
t+→

−⎧ ⎫= ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

存在 和对于 ( )x D A∈ , 

有 00

( ) ( )lim |tt

T t x x d T t xAx
t dt

+

=→ +

−
= = ，称 A是半群 ( )T t 的无穷小生产元。 

定理 1.5[1]  有界线性算子族
1( ; ) ( ) , ( )R A I A Aλ λ λ ρ−= − ∈ ,称为 A的预解式。 

注： ( )Aρ 是使 ( )I Aλ − 可逆的一切复数λ的集合。 

定理 1.6[2]  若 , ( )Aλ μ ρ∈ ，则我们有预解恒等式 

( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )R A R A R A R Aλ μ μ λ λ μ− = −  

2 主要结论 
定理 2.1[1]  (Hille-Yosida)一个线性(无界)算子 A是 0c 收缩半群 ( )T t , 0t ≥ 的无穷小生

产元当且仅当   

A是闭的，且 ( )D A X= 。 

A是预解集 ( )Aρ 包含R+
，且对每一个 0λ ≥ ，

1( ; )R Aλ
λ

≤ 。 

推论 2.1[1]  设 A是 0c 收缩半群 ( )T t 的无穷小生产元。则 A 的预解集包含开的右半平

面，即 { }( ) : Re 0Aρ λ λ⊇ > ，且对这样的λ有
1( ; )

Re
R Aλ

λ
≤ 。 

注：为了在一般情形下刻画无穷小生产元的特征，通过对 Banach 空间重新赋予范数，

在这样的新范数下，一致有界 0c 半群变成一个 0c 收缩半群，进而研究其对应的无穷小生产

元的特征。 

定理 2.2[1]  线性算子 A是一个满足 ( ) ( 1)T t M M≤ ≥ 的 0c 半群 ( )T t 的无穷小生产元

的当且仅当 

(1) A是闭的，且 ( )D A X= 。 

(2) A的预解集 ( )Aρ 包含R+
，且对 0λ > ， ( ; ) , 1, 2n

n

MR A nλ
λ

≤ = 。 

定理 2.3[1]  线性算子 A是一个满足 ( ) tT t Meω≤ 的 0c 半群 ( )T t 的无穷小生产元的当

且仅当 

(1) A是闭的，且 ( )D A X= 。 
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A的预解集 ( )Aρ 包含射线 ( , )ω ∞ ，且对λ ω> ， ( ; ) , 1,2
( )

n
n

MR A nλ
λ ω

≤ =
−

成立。 

注：定理 2.3 中的 λ 是实数范围的，下面给出更一般的复数范围 λ 的情形，并对

( ; ) , Re , 1, 2
(Re )

n
n

MR A nλ λ ω
λ ω

≤ > =
−

对于 成立，给出较为详细的证明。 

定理 2.4  线性算子 A是一个满足 ( ) tT t Meω≤ 的 0c 半群 ( )T t 的无穷小生产元的当且

仅当 

(1) A是闭的，且 ( )D A X= 。 

(2) A 的 预 解 集 ( )Aρ 包 含 射 线 ( , )ω ∞ ， 且 对 Reλ ω> ，

( ; ) , 1, 2
(Re )

n
n

MR A nλ
λ ω

≤ =
−

成立。 

注：该定理中其他一些相关证明已在一些线性算子半群的相关书籍中给出，本文已作标

记，这里就不再证明，下仅对 ( ; ) , Re , 1, 2
(Re )

n
n

MR A nλ λ ω
λ ω

≤ > =
−

对于 成立，

给出较为详细的证明。 

证明：我们定义
0

( ) ( )tR x e T t xdtλλ
∞ −= ∫  

因为 ( ) tT t Meω≤ ，所以对一切满足 Reλ ω> 的 λ , R( )λ 是可定义的，且

R( ) ( ; )R Aλ λ= ，为了证明上式，我们设Reλ ω> ，则 

0 0
( ; ) ( ) ( )t td dR A x e T t xdt te T t xdt

d d
λ λλ

λ λ
∞ ∞− −= = −∫ ∫  

通过归纳法我们得到 

0
( ; ) ( 1) ( )

n
n n t

n

d R A x t e T t xdt
d

λλ
λ

∞ −= − ∫        (1)      

另一方面，由预解恒等式 ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )R A R A R A R Aλ μ μ λ λ μ− = − 得知对一切

( ), ( ; )A R Aλ ρ λ λ∈ → 是解析的，且 

2( ; ) ( ; )d R A R A
d

λ λ
λ

= −  

再通过归纳法我们有 

1( ; ) ( 1) ! ( ; )
n

n n
n

d R A n R A
d

λ λ
λ

+= −       (2) 

比较(1)和(2)得 

1

0

1( ; ) ( )
( 1)!

n n tR A x t e T t xdt
n

λλ
∞ − −=

− ∫  

因此两边取范数得      1

0

1( ; ) ( )
( 1)!

n n tR A x t e T t xdt
n

λλ
∞ − −=

− ∫  

1

0

1 ( )
( 1)!

n tt e T t x dt
n

λ∞ − −≤
− ∫  
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1

0

1 ( )
( 1)!

n tt e T t x dt
n

λ∞ − −≤
− ∫  

1

0

1
( 1)!

n t tt e Me x dt
n

λ ω∞ − −≤
− ∫  

当λ为复数时 (Re Im ) Re Im Re Im Ret i t t it t it te e e e e e eλ λ λ λ λ λ λ λ− − + − − − − −= = ⋅ = ⋅ =  

故   1 1

0 0

1 1
( 1)! ( 1)!

n t t n t tt e Me x dt t e Me x dt
n n

λ ω λ ω∞ ∞− − − −≤ ⋅ ⋅
− −∫ ∫  

1 Re

0

1
( 1)!

n t tx t e Me dt
n

λ ω∞ − −≤
− ∫   

1 (Re )

0

1
( 1)!

n tx t Me dt
n

λ ω∞ − − −≤
− ∫  

1 (Re )

0
((Re ) ) (Re )

( 1)!
n tM x t e d t

n
λ ωλ ω λ ω

∞ − − −≤ − −
− ∫  

1 (Re )

0

1((Re ) ) (Re ) ( )
( 1)! ( 1)! (Re )

n t
n

M Mx t e d t n x
n n

λ ωλ ω λ ω
λ ω

∞ − − −− − = ⋅Γ ⋅ ⋅
− − −∫

     =
1( 1)!

( 1)! (Re )n

M n x
n λ ω

⋅ − ⋅ ⋅
− −

 

=
(Re )n

M x
λ ω

⋅
−

 

从而得证 ( ; )
(Re )

n
n

MR A x xλ
λ ω

≤ ⋅
−

 

3 总结 
本文给出了关于 0c 半群无穷小生成元特征的一些基本性质，并且利用Γ函数的知识对

定理 2.4 的结论(2)进行了较为细致的证明，帮助初学和正在学习算子半群的读者更加容易把

握这些重要的结论。顺便指出本文的不足之处，因能力有限本文未能赋以实例介绍这些性质

在算子半群理论中的应用，尚需在今后的学习和研究中不断地积累和总结。 
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