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连接函数(Copula)理论及应用 
刘汉伟 

暨南大学经济学院，广州(510632) 
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摘  要：介绍连接函数(Copula)产生的背景条件;然后对连接函数的性质作进一步探讨,并对

其分类进行较详细的介绍,比较各个函数的性质;最后对其在金融风险等各方面的应用作介

绍.  
关键词：Copula，Sklar’s 定理，Frechet-Hoeffding bounds，金融风险 
中图分类号：O212 
 

1. 引 言 
1959年Sklar提出可以将一个联合分布分解为k个边缘分布和一个Copula函数[1],这个Copula

函数描述了变量间的相关性. Copula一词是法语[3]，原意是连接、交换，它是把多个随机变

量 ),,( 1 nF ξξ Λnξξ ,,1 Λ 联合分布函数 与各自的边缘分布 ，...， 相连接，

即连接函数

)( 111
xFξ )( nn xFξ

),,( 1 nC ξξ Λ 使  

                                                              

))(,),((),,(
11 11 nn xFxFCF

nξξξξ ΛΛ =  

{ })( ixFF
iξ

),,( 1 nF ξξ Λ 与等式成立。它是 的连接函数。可以这样证明，在很一般的条件下，

上式中的多元函数 ),,( 1 nC ξξ Λ 是存在的，它就是 copula 函数，将多维分布与一元边缘分

布联系在一起的函数。 

2. Copula 函数 

2.1 定义 

Nelsen（1998）给出了连接函数（Copula）严格的数学定义[1]： 

定义 1：n维连接函数是一个满足如下的函数C ： 

 ⑴ 定义域是： [ ； ]n1,0

⑵ 有基面且是C −N 维增函数； 

 ⑶ 对任意的 ， 的边缘函数满足Iu∈ C uuCn =)1,,,,1,1( ΛΛ 。 

2.2  Sklar’s 定理[4] 

假设 是一个 维分布函数有边缘分布nF nFF ,,1 Λ ，则存在一个 维连接函数 使得对任

意

n C
nRx∈ ， ))(,),((),,(

11 11 nn xFxFCF
nξξξξ ΛΛ = nFF ,,1 Λ。如果 都是连续的，那么C 是

唯一的。否则，C 在值域 nRanFRanFRanF Λ21 × 是唯一的。相反的，若 是 维 copula

函数， 是分布函数，则上述定义的函数 是边缘分布函数为

nC

的n维函数。 nFF ,,1 Λ nFF ,,1 ΛF

2.3 对偶 copula[2] 

称为C 的对偶 copula,如果 C一个二元函数
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2),( Ryx ∈∀ )Y())(),(( yxXPyGxFC ≤≤= 或  ，

)Y,())(),(( yxXPyGxFC ≤≤=由 Sklar’s 定理有 ，因此可用 copulaC 的函数表示其对偶

的 copulaC : 

)Y())(),(( yxXPyGxFC ≤≤= 或  

),()()( yYxXPyYPxXP ≤≤−≤+≤  ＝

))(),(()()( yGxFCyGxF −+                            ＝

),(),( vuCvuvuC −+=令 ，则有)(),( yGvxFu ==  

2.4  Copula 函数的基本性质 

以二元 copula 函数 为例说明 Copula 函数的基本性质： ),( vuC
 ⑴ 对于变量u  和v  ， 都是递增的；即若保持一个边缘分布不变，联合分布将随着

另一个边缘分布的增大而增大； 

),( vuC

0),0()0,( == vcuc vvcuuc == ),1(,)1,( ]1,0[, ∈vu ⑵  ，对每个， ；即只要有一个边缘

分布的发生概率为 0，相应的联合分布的发生概率就为 0; 若有一个边缘分布的发生概率为 
1，则联合分布由另一个边缘分布给出； 

0),(),(),(),( 11211222 ≥+−− vucvucvucvuc ，  ⑶

对每个 1,1 2121 ≤≤≤≤≤≤ vvouuo ,即若边缘分布 ，v的值同时增大，则相应的联合

分布的值也增大； 

u

 ⑷ 对任意的 ， , , ，有 1u 2u 1v 2v 12121,1,2,2 )()( vvuuvuCvuC −+−≤−]1,0[∈ ； 

),(),(),(),(),(),( 221212112211 vuCvuCvuCvuCvuCvuC −+−=−证明：由   ，再由性

质⑴对 ，有21 uu π 1212 ),(),(0 uuvuCvuC −≤−≤ ，可得. 

 ⑸ 若 ， 独立，则 。  u v uvvuC =),(
其中性质 ⑴、⑵、⑸可以扩展到三维甚至更高维的情况，但性质 ⑶、⑷只在二维情况下才

成立。 

2.5 Frechet-Hoeffding bounds[5]  

2.5.1 Bivarite case  

任意随机变量 ，V 服从  U ]1,0[U

若 ，V 独立，则 copula U uvvu =∏ ),(  

若 )0,1max( −+= vuW ， ，则在 上
2Χ McW ≤≤),min( vuM = ，其中W 是 Frechet 下

界，M 是 Frechet 上界. 

2.5.2 Multivariate case  

dUU ,,1 Λ dUU ==Λ1一致服从  ，当]1,0[U 时，得 

),,min(),,( 11 dd uuuuM ΛΛ = ; 

)0,1max(),,( 11 +−++= duuuuW dd ΛΛ  
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2.6 Tail dependence  

在实际应用中，Tail dependence 是一个很重要的性质，尤其相依类型是可能的情况. 

定义: 联合生存函数 [8]),(1),( vuCvuvuC +−−=
−

0),(lim
0

φ
u

uuc
u

l
→

=λ[6]⑴  一个copula函数 有左尾相依 ),( vuC ， 如果  

0
1

),(
φ

u
uuC

r −
=

−

λ⑵  一个 copula 函数 有右尾相依，如果),( vuC   

3. copula 函数的分类  

3.1 多元正态 copula 函数(Multivariate gaussian Copula-MVN)  

Nelson(1998)给出了多元正态 Copula 函数的定义[1]，多元正态 Copula 分布函数和密度函

数的表达式分别为： 

))(),(,),(();,,,( 11
1

1
1 NnNn uuuuuuC −−− ΦΦΦΦ= ρρρρρ ΛΛΛΛ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= −− ζρζρρ )(

2
1exp);,,,( 12

1

1 Iuuuc T
Nn ΛΛ  

其中 ρ 为对角线上的元素为 1 的对称正定矩阵，ρ 的值越大相依性越大； ρ ρ表示与矩阵

相对应的行列式的值， 表示相关系数矩阵为ρΦ ρ 的标准多元正态分布， 表示标准正

态分布函数的逆函数； ，I 为单位矩阵。 

)(1 ⋅Φ−

)(1
nn u−Φ=ζ

对两元情形，copula 可以表示为 

dsdt
tsts

vuC
u v

l

l

l

Ga
l ∫ ∫

− −

∞− ∞− ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+−
−

−
=

)( )(

2

22

2/12

1 1

)1(2
2

)1(2
1),(

φ φ
ρ

ρ
ρ

ρπ
  

对于所有的椭圆分布，我们有下列关系式： 

)
2

sin( τπρ =             

3.2 多元 t－copula 函数(Multivariate Student's Copula-MVT)  

Nelson(1998)给出多元t－copula函数和密度函数[1]的表达式为 

))(),(,),((),;,,,( 11
1

1
,1 NvnvvvNn uTuTuTTvuuuC −−−= ΛΛΛΛ ρρ  

∏
=

+
−

+
−−−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

+
Γ

=
N

n

v

n
N

Nv
N

Nn

v
vv

v
vNv

vuuuc

1

2
1

2

211

2
1

1

1)
2

()
2

1(

1)
2

()
2

(
),;,,,(

ζ

ζρζ

ρρΛΛ  

其中 ρ 为对角线上的元素为 1 的对称正定矩阵，ρ 表示与矩阵 ρ 相对应的行列式的值，

表示相关系数为

vT ,ρ

ρ ，自由度为 的标准多元 t 分布， 为自由度为 的一元 t 分布逆函)(1 ⋅−
vtv v

-3- 



http://www.paper.edu.cn 

数 。 )(1
nvn ut −=ζ

对两元情形，copula 可以表示为  

dsdt
v

tsts
vuC

v

l

lut t

l

v
t v v

l

2/)2(

2

22)( )v(

2/12,
)1(

2
1

12
1),(

1 1
+−

∞− ∞− ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+−
+

−
= ∫ ∫

− −

ρ
ρ

ρπ
ρ

）（
         

lρ其中 是相关系数. 

自由度为 的多元 t－copula 函数的密度函数为： v

[ ] 2/)(112/1

2/ )()(1
)2/()(

]2/)[()( pvT
p xxv

vv
pvxf +−−−− −∑−+∑

+
= μμ

τπ
τ 0φv，其中  

这个分布可由下个变换得到： 

μ+= z
s
vX       ，其中 服从z ),0( ∑ρN 且和 独立， 服从 . 2

vχs s

3.3 极值 copula 函数(Extreme Value Copula) 

据 Joe（1997）定义，满足下列关系式的 copula 函数称为极值 copula 函数： 
),,,(),,,( 11 NnNn uuuCuuuC ΛΛΛΛ ′=′′′ 0φt∀  ，

由极值 copula 函数和多元极值理论可以发现，有如下关系： 

))(),(,),((),,,( 11
++++++ = NnNn GGGCG χχχχχχ ΛΛΛΛ  

其中 为多元极值 的联合分布，C 为 copula 函数， 为一元极值分

布。 

),,,( 1
+++

Nn χχχ ΛΛG nG

3.4 阿基米德copula函数(Archimedean Copula) 

Genest和Mackay给出了阿基米德copula函数的表达式[4]是： 

))()()((),,,( 1
1

1 NnNn uuuuuuC Ψ+Ψ++ΨΨ= − ΛΛΛΛ  

其中 为阿基米德 copula 函数的母函数，且满足 ；对任意 ，

，即

)0()(
1

Ψ≤Ψ∑
=

n

N

n

u 10 ≤≤ u)(⋅Ψ

0)(,0)(,0)1( φπ uu Ψ ′′Ψ′=Ψ )(uΨ 是一个凸的减函数。 

I令 表示连续严格单调递减凸函数Ω ϕ  从 到 的集合，其中]1,0[ 0)1( =ϕ  

Theorem 3.3.1 
C 表 示 Ω 上 由 ϕ 生 成 的 Archimedean Copula ， 令 表 示 集 合

 是 可测的，那么对

)(tKc

C It∈∀|2 }),(),{( tvuCIvu ≤∈  

)(
)()( ' +−=

t
tttKC ϕ

ϕ
                    

Theorem 3..3.2 
X 和Y 是 r.v, 上由 X 和Y 的 Kendall’s tau 是 Ω ϕ 生成的 Archimedean Copula .  则

                  dt
t
t

C ∫+=
1

0 )('
)(41

ϕ
ϕτ  

Example 3.3.1 
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   考虑 Gumbel family 由 ，其中
θϕ )ln()( tt −= 1≥θ ，那么 

θϕ
ϕ tt

t
t ln
)('
)(
=                 

由 Theorem 3.2 ，可以算出 Gumbel family 的 Kendall’s tau  

    dt
t
t

∫+=
1

0 )('
)(41

ϕ
ϕτθ  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∫

1

0

1

0

2

2
ln

2
41 dtttt
θ

     ＝  

θ
11−     ＝  

Archimedean copulas 族[8]

 
表 1  Examples of families of bivariate of Archimedean copulas 

τ)(tϕ  Kendall’s 名称 Copula   ),( vuCθ 参数范围 生成函数  

11 ≤≤− θ 3/11817.0AMH  
 
AP 
 
Clayton  
 
 
Frank  
 
 
Gumble  
 
 
Joc 
 

))1)(1(1/( vuuv −−− θ  

( )θ4
2
1 2 ++ rr  

 
θθθ /1)1( −−− −+ vu  

 

))1/()1)(1(1log(1 −−−+− −−−− θθθθ eee vu  

 
θθθ /1))log()log(exp( vu −+−−  

 
θθθθθ /1))1()1()1()1((1 vuvu −−−−+−−

 

 
 

∞ππ θ0  
 

∞≤≤θ0  
 
 

∞≤ πθ0  
 
 

∞≤ πθ1  
 
 

∞≤ πθ1  

t
t)1(1log −−θ

 

)1)(/1( tt ++θ  

)1(1
−−θ

θ
t  

1
1log

−
−

− −

−

θ

θ

e
e t

 

θ)log( t−  

 

))1(1log( θt−−−
 

πτ≤−
 

 

3/11 ππ τ−
 

10 πτ≤  
 

11 ππ τ−  
 
 

10 πτ≤  
 
 

10 πτ≤  
 

其中: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−+= 1111

vu
vur θ ，AMH 是 Ali-Mikihail-Haq. 

 

3.5 各类 Copula 函数的比较 

Example 1.1  取 =1000, ,对多元正态 Copula 函数, 多元 t－copula 函数

多元 Frank copula 函数,画图如下: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

16.0
6.01

ρn
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图 1多元正态 Copula 函数 图 2多元 t－copula 函数 图 3 多元 Frank copula 函数 

Fig1 Multivariate gaussian Copula Fig2 Multivariate Student’s Copula Fig3 Multivariate Frank Copula

 
从上面的图形中我们发现图 1 多元正态 Copula 函数和图 2 多元 t－copula 函数有较集中的

分布,而图 3 多元 Frank copula 函数的分布较零散.  

4. Copula 函数应用  
Copula 函数由于其本身特有的性质,在许多领域有重要应用.Copula 方法有许多有点: 
 Copula⑴ 函数可用来构造灵活的多元分布 

⑵ 由 Copula 函数导出的一致性和相关性测度，对于严格单调增的变换都不改变，因此应

用范围和实用性更广 
⑶ Copula 理论在实际应用中有许多优点，如运用 Copula 理论构建金融模型时，可以将随

机变量的边缘分布和它们之间的相关结构分开来研究，其中边缘分布的选择不受限制，而且

若对变量作单调增的变换，由 Copula 函数导出的一致性和相关性测度的值不会改变，因此

建立在 Copula 理论上的模型更实用、更有效，可以广泛应用于风险管理、资产定价和多变

量金融时间序列分析等方面。 
尤其在金融风险以及灾难事件的预测方面应用更加广泛. 在应用 copula 函数时的主要问

题是函数形式的选择问题.在选择 Copula 函数时,要考虑到样本数据所显示的尾部相关特征,
并根据这些选择与之相适应的 Copula 函数. Copula 函数理论可广泛应用于金融市场的相关

性分析,资产定价和风险管理等金融领域. Copula 理论与线性相关的建模方法不同, Copula 模

型是对整个联合分布建模,因此可提供更多的有用信息,特别是可以捕捉到非正态 、非对称分

布的尾部信息. 
  因此,研究 Copula 函数的性质对其应用的意义是重大的.我们可以在以上 Copula 函数的定

义,性质基础上进一步的研究. 

5. 结论  
  Copula 函数在国内的研究应用还是比较少,而在国外的研究比较多,因此本文在此作一总结

介绍,并对其性质作进一步的探讨,希望能够有越来越多的人应用它来解决金融风险中的问题.
由于函数本身所具有的良好特性,我们坚信 Copula 函数会在以后的研究中发挥更重要的作

用. 
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