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摘  要：本文利用 EM算法，在无失效数据样本下，引进失效信息，对指数分布的参数进行估

计，得到了参数所满足的非线性方程，并利用 EM算法的收敛性，保证得到的非线性方程解，

正是收敛于参数真值的估计。最后对实际数据进行计算，结果合理。 
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1. 引言 

在可靠性试验中，常获得各类截尾数据。在定时截尾试验中，有时会遇到“无失效数据”

（即在规定的截尾时间内无产品失效），特别在高可靠、小样本问题中，更容易产生无失效数

据，对无失效数据进行研究越来越具有理论和实用价值。 

自从文[1]发表以来，对无失效数据的研究逐渐引起了重视，并已经取得了一些成果。文

[2]对无失效数据可靠性进展进行了综述。文[3]中综述有错检验模型的研究进展情况，并提醒

人们注意检验方法本身的错误，在实际问题中有些工程技术人员认为根据无失效数据直接进

行可靠性评估可能会产生“冒进”。考虑到在无失效数据的分析中引进失效信息，作为无失效

数据的一个附加信息，在一定程度上弥补数据的不足，从而提高数据分析的精度，文[4]提出

了等效失效数的概念；文[5]提出了无失效数据情形下参数的综合估计法。 

Dempster 等人提出的 EM算法是处理不完全数据样本的有效方法，文[6]使用广义线性模

型和 EM算法，对成败型数据下Weibull分布的参数进行了讨论。并特别指出，对无失效数据

样本，在最后一个试验点引进失效数，不仅符合工程经验，并可保证 EM 算法的收敛性。本

文则直接利用 EM 算法，分析中引进失效信息，并充分提取样本潜在信息，对无失效数据下

指数分布的参数进行估计，得到了参数所满足的非线性方程，并利用 EM 算法的收敛性，保

证得到的非线性方程的解正是收敛于参数真值的估计。最后，对实际数据进行计算分析，结
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果符合专家工程经验。 

２. 数据模型和 EM算法 

在可靠性试验设计中，进行m组定时截尾试验，截尾时刻为 ( 1, 2,..., )it i m= ，相应试验

样品数为 in （ 1,2,...,i m= ），到试验结束时，所有样品均无一失效，称 ( , )i it n 为无失效数据，

其中
1

m

i
i

n n
=

=∑ 为总的试验样品数。 

关于 EM算法，文[7]中进行了综述。设 X 和Y 是两个样本空间，且从 X 到Y 存在一个多

对一的映射 ( )x y x→ ，这里 x为完全数据，它是不能测试到的，我们能测试到的仅是Y 内的

y，称为不完全数据。设完全数据的密度函数为 ( )p x θ ，其中参数 1 2( , ,..., )Pθ θ θ θ= ∈Θ，

EM算法如下进行，给定参数θ的初值 (0)θ 后，对 0,1, 2...k = 执行以下两步： 

E步：计算 ( ) ( )( , ) [ln ( | ) | , ]k kQ Y E p x Yθ θ θ θ=   

M步：求 ( +1)kθ ∈ Θ，使 ( )( , )kQ Yθ θ 极大化，即
( 1) ( )( | , )k kQ Yθ θ+ = ( )max ( , )kQ Y

θ
θ θ  

将 上 述 E 步 和 M 步 进 行 迭 代 运 算 ， 直 至
( 1) ( )k kθ θ+ − 或

( 1) ( ) ( ) ( )( | , ) ( | , )k k k kQ Y Q Yθ θ θ θ+ − 充分小为止。 

见文[8]根据 EM 算法的一般理论，
( )( | )kp Yθ 关于 k是递增的，上述迭代序列 ( ){ }kθ 收

敛到 ( | )p Yθ 的极值点。其中， ( | )p Yθ 为样本的似然函数，
( )( | )kp Yθ 为第 k步样本似然函

数的估计。 

3. 无失效数据情形下参数的估计 

在无失效数据样本下，可以验证,不能直接求得参数的极大似然估计。 如果记产品的实

际寿命为 ( 1, 2,..., )ix i n= ,不仅丢失样本信息, 利用 EM 算法，也可验证,得不到参数的估计。

所以本文从另一个角度，把无失效数据转换成区间型数据，充分提取样本潜在信息，并利用

文[5][6]中的思想，在最后截尾时刻，引进失效信息，应用 EM 算法的收敛性，得到参数的估

计。 

设无失效数据为 ( , )i it n ( 1,2,..., )i m= ，在最后一个截尾时刻 mt 赋予其失效数 r，通常，
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令
1
2

r = ，见文[6],这样符合工程经验。则在时刻 mt 未失效样本数为
1
2mn − 。记从所研究的总

体中抽取的 n件产品在时间区间 1( , ]i it t− 中实际失效的件数为 ( 1, 2,..., 1)ix i m= + ，其中，令

0 0t = ， 1mt + = +∞。把已知数据 ( , )i it n 作为不完全数据，并令 1 2( , ,..., )mY n n n= 。 

显然， 1 2 1( , ,..., )mX x x x += 为离散型随机变量，服从多项分布，密度函数为 

1

11
1

1

!( | ) [ ( ) ( )]
!

i

m
x

i im
i

i
i

np x F t F t
x

θ θ θ
+

−+
=

=

= −∏
∏

 

其中，F( )x θ 是总体的分布函数，执行 EM算法的两步： 

E步： 

( )( )( ) ( )

1 1
( )

1
1 1

1 1
( ) ( )

1
1 1

( , ) ln | ,

(ln ! ln ! ln( ( | ) ( | )) , )

ln ! (ln ! , ) ln( ( ) ( )) ( , ) (1)

k k

m m
k

i i i i
i i

m m
k k

i i i i
i i

Q Y E p x Y

E n x x F t F t Y

n E x Y F t F t E x Y

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ

+ +

−
= =

+ +

−
= =

=

= − + −

= − + −

∑ ∑

∑ ∑

   

M步：将 ( )( , )kQ Yθ θ 分别对 ( 1, 2,..., )l l pθ = 求导 ,以求出使 ( )( , )kQ Yθ θ 极大化的点  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2( , ,..., )k k k k

pθ θ θ θ+ + + +=  

显然(1)式中第一项，第二项与θ无关。 

令 1( ) ( )i i iF t F tτ θ θ−= − ，则有 

       
( ) 1

( )

1

( , ) 1 ( | , ) 0
k m

ki
i

il l i

Q Y
E x Y

θ θ τ
θ

θ θ τ

+

=

∂ ∂
= =

∂ ∂∑        1, 2,...,l p=             （2） 

满足(2)式的θ即为所要寻找的 ( 1)kθ +
，这样就形成了

( ) ( 1)k kθ θ +→ 的一次迭代，反复利用

(1)，(2)这两个迭代公式就可得到参数的估计。 

上述迭代过程中，关键是求出
( )( , )k

iE x Yθ 。为此，得到如下定理： 

定理 在无失效数据模型 ( , )i it n ， 1,2,...,i m= 下，在时刻 mt 引进失效数 r，则 
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( )
( ) 1

1 ( )
( , )

( )

k
k

k
m

E x Y r
F t

τ
θ

θ
=  

( ) ( )1
( )

( ) ( )
1

( , )
1 ( ) ( )

k ki
k i i

i j k k
j j m

E x Y n r
F t F t

τ τ
θ

θ θ

−

=

= +
−∑        2,...,i m=  

( )1
( ) 1

1 ( )
1

( , ) ( )
1 ( )

km
k m

m j mk
j j

E x Y n n r
F t
τ

θ
θ

−
+

+
=

= + −
−

∑  

其中，
( )k
iτ 为 iτ 的第 k步迭代值。 

证明：设 ( 1, 2,..., )jn j m= 个样本在 1( , ]( 1, 2,..., 1)i it t i m− = + 中实际失效的个数为 ijx ， mn 个

样本中引入失效数 r，在 1( , ]i it t− 中实际失效的个数为 ir，则 

1m

j ij
i j

n x
+

=

= ∑ ； 1 1x r= ；
1

1

i

i ij i
j

x x r
−

=

= +∑ ， 2,...,i m= ；
1

1 ( 1)
1

( )
m

m m j m
j

x x n r
−

+ +
=

= + −∑  

给定 ( , )j jt n 1, 2,...,j m= ， ( , )
1 ( )

i
ij j

j

x B n
F t
τ

−
: ，则 ( )

1 ( )
i

ij j
j

E x n
F t
τ

=
−

 

又  ( , )
( )

i
i

m

r B r
F t

τ:  ，则 ( )
( )

i
i

m

E r r
F t

τ
=  

所以 2,...,i m= 时，有 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )1

( ) ( )
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( ) ( )

i i
k k k k

i ij i ij i
j j

k ki
i i

j k k
j j m

E x Y E x r Y E x Y E r Y

n r
F t F t

θ θ θ θ

τ τ
θ θ

− −

= =

−

=

= + = +

= +
−

∑ ∑

∑

( )
( ) 1

1 ( )
( , )

( )

k
k

k
m

E x Y r
F t

τ
θ

θ
=  

1 1
( ) ( )

1 ( 1) ( 1)
1 1

( )1
1

( )
1

( , ) ( ( )) ( , ) ( )

( )
1 ( )

m m
k k

m m j m m j m
j j

km
m

j mk
j j

E x Y E x n r E x Y n r

n n r
F t

θ θ

τ
θ

− −

+ + +
= =

−
+

=

= + − = + −

= + −
−

∑ ∑

∑
 

证毕。 
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下面就无失效数据下指数分布，给出参数的估计。 

 

3.1指数分布无失效数据参数的估计 

设产品寿命 T 服从指数分布，其密度函数为 0
( )

0 0

te t
f t

t

λλ − >
= 

≤
，分布函数为

1 0
( )

0 0

te t
F t

t

λ− − >
= 

≤
 此时，参数θ λ= ， 1p = 。令

1
2

r = ，由定理可得 

( )
1

( )

( ) ( )
1 0( )

1 ( )

( ) ( )1 1 1( , )
2 2( ) 1

k

k
m

k k t
k

k t
m

F t F t eE x Y
F t e

λ

λ

λ λ
λ

λ

−

−

− −
= =

−
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1( )

( ) ( )
1

1

1

( ) ( )1

1

( ) ( ) ( ) ( )1( , ) ( 2,..., )
21 ( ) ( )

1
2 1

1=
2 1

k k k k
i i i i

k k
j m

k
j

k k k ki
i i i ik

i j k k
j j m

t t t ti

j t t
j

k ki
i i

j t
j

F t F t F t F t
E x Y n i m

F t F t

e e e en
ee

n
ee

λ λ λ λ

λ λ

λ

λ λ λ λ
λ

λ λ

τ τ

− −

−
− −

=

− − − −−

− −
=

−

−
=

− −
= + =

−

− −
= +

−

+
−

∑

∑

∑ ( )k
mtλ−

( )

( )

( ) ( )1
1( )

1 ( )
1

1

1

( ) ( ) 1( , ) ( )
21 ( )

1( )
2

k
m

k
j

k km
m mk

m j mk
j j

tm

j mt
j

F t F t
E x Y n n

F t

en n
e

λ

λ

λ λ
λ

λ

−
+

+
=

−−

−
=

−
= + −

−
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∑
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1
1

i it ti
i i

d t e t e
d

λ λτ
λ

−− −
−= −     2,...,i m=  

11
1

td t e
d

λτ
λ

−= ， 1 mtm
m

d t e
d

λτ
λ

−+ = −  

由

( ) 1
( )

1

( ) 1 ( , ) 0
k m

ki
i

i i

dQ d E x Y
d d
λ λ τ

λ
λ λ τ

+

=

= =∑  得到 

( )
1 1 ( )

1
( ) ( )

1

( )

( ) 1
1

1
2 1

( )1
1

1

1 1 1 1( ) ( ) ( )
1 2 21 1

1+( )[ ( )] 0 (3)
2

k
k

ji i
k k

m m

k
j

t kt m i
tt t i

i i jt t t
i ji

km
m

m j mt
j

t e e t e t e n e
e e e

t n n
e

λ λ
λλ λ

λ λ λ

λ

τ
τ

τ

−

− − −
− −

−− − −
= =

−
+

−
=

−
+ − +

− − −

− + − =

∑ ∑

∑
                         

(3)式即为由 EM 算法得到的迭代方程，由 EM 算法的一般理论可知(见文[8])，如此循环

迭代，得到的序列
( ){ }kλ 是收敛于真值λ的估计，故方程(3)中可令 ( )kλ λ→ , ( )kλ 用λ代替，
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整理可得 

                          

1

1
21 m

m
t

m

i i
i

t
e

n t

λ−

=

− =

∑
                                (4) 

(4)正是参数λ所满足的非线性方程，如文[8],所求得的解正是收敛于参数λ的估计。 

注意到(4)式左边正是时刻 mt 的失效概率，右边是失效时间/总的试验时间，得到的时刻 mt

的失效概率恰是经验估计。 

4. 实际数据计算分析 

本文以文献[4]中给出的某型号发动机的寿命数据为例，阐述上述方法的计算结果。本文

同其它文献一样，以专家工程经验作为估计结果好坏的一个方法，即：发动机通过大量试验，

都无一失效，故认为其可靠度是相当高的，特别其寿命T 超过 1000秒的概率不会低于 0.95。 

下表给出无失效数据 ( , )i it n  

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

it  100.18 109.93 115.01 130.15 150.00 179.94 190.36 250.15 783.00 849.94 870.03 909.77 1450.30 

in  3 21 2 1 3 8 1 1 4 3 1 1 2 

由(4)，可得平均失效率 5ˆ 3.2688 10λ −= × ，与文[4]结果相近；且 ˆ(1000) 0.96784R = (寿

命T 超过 1000秒的概率)说明本文结果符合专家工程经验，方法可行。 
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Abstract In this paper, under the zero-failure data, we study parameter estimation for exponential 

distribution by importing failure information and using the EM algorithm, and obtain nonlinear 

equation the parameter satisfies, whose solution is to be the convergent estimation to the real value 

by the convergence property of EM algorithm. Finally, we get the reasonable result through 

analyzing actual zero-failure data. 
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