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摘　要　当层状介质中存在低速层的时候，实际提取到的Ｒａｙｌｅｉｇｈ波频散曲线往往会发生“之”字形回折．已有研

究表明，“之”字形回折与各模式的激发能量有关．特别的，“之”字形回折的“起跳点”（发生“之”字形回折的点）与介

质参数有一定关系，因此在应用中它反映了介质的一些特征．但是，这一关系是怎样的还没有人进行详细研究．本

文计算了三种不同震源下“之”字形频散曲线起跳点的位置随介质参数的变化情况，发现：“之”字形频散曲线的起

跳点频率与震源类型有关，但是对于同一震源，都有相同的规律：对频散曲线的起跳点频率影响最大的是低速层和

低速层以上层的横波速度，其次是层厚；而纵波速度、密度、与震源的距离以及低速层以下各层的参数对频散曲线

的起跳点频率影响较小；起跳点频率随低速层横波速度的减小或低速层以上层横波速度的增大而降低，反之升高；

起跳点频率随低速层厚度或埋深（低速层以上层的总厚度）的增大而降低，反之升高．本文的结论可以作为地下低

速层存在情况的定性分析应用于路基压实度检测等．
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１　引　言

Ｒａｙｌｅｉｇｈ波是沿地表传播的一种弹性波，从

１９５３年 Ｈａｓｋｅｌｌ最初提出传播矩阵方法
［１］后，人们

对瑞利面波的理论研究以及应用研究不断深入．近

年来，瑞利面波法已开始在地球物理勘探、超声无损

检测等领域得到了大量的研究和应用［２，３］．在

Ｒａｙｌｅｉｇｈ波频散曲线的计算方面，为改进 Ｈａｓｋｅｌｌ

方法的高频不稳定性，出现了ＳｃｈｗａｂＫｎｏｐｏｆｆ方

法［４，５］、δ 矩阵法
［６］、ＡｂｏＺｅｎａ方法及其改进方

法［７～９］等．１９９３年，陈晓非提出广义反射透射系数

法［１０］，彻底解决了这一问题．Ｐｅｉ等
［１１］在２００８年改

进了广义反射透射系数的计算方法，从而在一定程

度上减少了计算量．何耀锋等
［１２］在２００６年提出了

久期函数族的概念，避免了广义反射透射系数法在

求解含低速层模型对应频散曲线时丢根的问题．

在实际应用中，当层状介质中存在低速层时，提

取到的频散曲线往往会发生“之”字形回折，这与理

论计算得到的频散曲线不同，因而在一定程度上造

成了反演解释中的困难．这种现象已受到很多学者

的关注，１９９１年，黄嘉正初步分析了“之”字形频散

曲线的机理［１３］．张碧星等于２０００年对“之”字形频

散曲线进行了解释［１４］，但在高频段仍与实际不符，

进而在２００２年从能量角度讨论了“之”字形频散曲

线的形成机理，较好地解释了“之”字形频散曲线形

成的原因［１５］．２００３年，Ｆｏｒｂｒｉｇｅｒ提出了一种反演方

法避免“之”字形频散曲线造成的限制［１６，１７］，Ｌｕ等

在２００７年基于“之”字形频散曲线的形成机理提出

了利用“之”字形频散曲线的反演方法［１８］．“之”字形

频散曲线的“起跳点”（发生“之”字形回折的点）频

率在一定程度上显示了介质的性质．但是，目前还没

有人研究“之”字形频散曲线“起跳点”频率与哪些参

数有关，而搞清楚这一问题有利于在实际应用中基

于“之”字形频散曲线对介质参数的定性分析．本文

将研究不同震源和介质参数对频散曲线起跳点的

影响．

２　“之”字形频散曲线起跳点位置的

确定

Ｚｈａｎｇ等人在１９９６年改进了 ＡｂｏＺｅｎａ方法，

得到传递矩阵算法公式［１９］．基于这一算法，在给定

震源作用下，频散曲线各模式狉方向和狕方向的激

发强度（即位移，其平方与能量成正比，因此可以用

于研究不同模式的能量大小）计算公式如下［１５］：
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其中犽为波数，θ为与震源夹角，Ｈ
（１）
狀 ，Ｈ

（１）
狀＋１ 为汉克

尔函数，狀为与震源类型有关的系数，当震源为爆炸

点源和竖直集中力时为０，震源为水平集中力时为

１．Δ１，Δ２ 分别为（２）式右边的分子
［１８，１９］：
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犃ｓ狀，犅ｓ狀是与震源类型相关的系数，犈
（１）

１ ～犈
（１）

６
分别

为文献［１９］中传递矩阵算法计算得到的第１层对应

向量犈
（１）的６个元素，而其中犈

（１）

６ ＝０为Ｒａｙｌｅｉｇｈ

波特征方程．犜犻犼（犻＝１，２，３，４；犼＝１，２）为与震源有

关的矩阵元素．

以表１中含低速层的三层模型为例，在竖直集

中力作用下，其频散曲线及其前４阶模式对应竖直

方向的位移如图１（ａ，ｂ）所示．由于能量由位移确

５２１２
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定，因此可以利用位移来研究Ｒａｙｌｅｉｇｈ波的激发能

量．由图１ｂ，在低频处第１阶模式的激发能量占主

导地位，而随着频率的升高，当频率超过约５２．１Ｈｚ

时（即Ａ点），第２阶模式的激发能量占主导地位．

由文献［１５］中对于“之”字形频散曲线形成机理的研

究，“之”字形频散曲线为各频段激发能量占主导地

位的模式对应频散曲线的连线．因此，此时实际提取

的“之”字形频散曲线在频率低于５２．１Ｈｚ的区域为

基阶模频散曲线，而频率高于５２．１Ｈｚ时为第１高

阶模频散曲线，即图１ａ中第２条频散曲线．可见频

散曲线在图１ｂ中点Ａ对应的频率处发生了“之”字

形回折，即Ａ点对应的频率为表１中模型在竖直集

中力作用下“之”字形频散曲线的第１个“起跳点”对

应的频率．而点Ｂ和点Ｃ对应频率分别为第３，４阶

模式激发能量开始占主导地位时的频率，因此点Ａ，

Ｂ，Ｃ对应的频率即为表１中模型在竖直集中力作用

下对应“之”字形频散曲线的前三个“起跳点”频率．

基于点Ａ，Ｂ，Ｃ确定的“起跳点”频率即可得到理论

上的“之”字形频散曲线如图１ａ中的圆圈所示．

与此类似的，在后面的研究中，将计算各模式竖

直方向的位移，利用不同模式激发强度开始占主导

地位时的频率来确定“之”字形频散曲线“起跳点”的

频率．具体做法是，画出各模式的激发强度曲线，在

曲线交叉点（例如图１ｂ中点Ａ，Ｂ，Ｃ）附近对频率

进行加密，以得到较为精确的交叉点对应频率，即可

得到“起跳点”的频率．以此研究各参数与“之”字形

频散曲线“起跳点”频率的关系．

表１　含低速层的三层介质模型

犜犪犫犾犲１　犜犺狉犲犲犾犪狔犲狉犿犲犱犻狌犿狑犻狋犺犾狅狑狏犲犾狅犮犻狋狔犾犪狔犲狉

层数
层厚

犺（ｍ）

横波速度

犞ｓ（ｍ／ｓ）

纵波速度

犞ｐ（ｍ／ｓ）

密度ρ
（ｋｇ／ｍ３）

１ ５ ４００ ８００ １２００

２ ５ ３００ ６００ １２００

３ ∞ ５００ １０００ １２００

图１　表１中模型对应的频散曲线

（ａ）频散曲线，其中圆圈为“之”字形频散曲线；（ｂ）各模式激发强度．

Ｆｉｇ．１　ＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎＴａｂｌｅ１

（ａ）Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓ，ｔｈｅｃｉｒｃｌｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅ‘ｚｉｇｚａｇ’ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅ；（ｂ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ．

３　影响“之”字形频散曲线起跳点位置

的物理量

从公式上来看，与“之”字形频散曲线起跳点位

置有关的物理量包括：介质各层的横波速度、纵波速

度、层厚、密度、与震源距离狉，另外震源类型也会对

起跳点位置产生影响．以表１中含低速层的三层模

型为例，分别计算在三种不同的震源激发下狉＝１ｍ

处对应的“之”字形频散曲线前三个起跳点对应的频

率，并且在保持其他参数不变的情况下分别改变表

１中模型各参数计算其在不同震源下对应频散曲线

起跳点频率，考察其变化情况，如表２所示．震源均

为处在狉＝０处的δ函数，竖直和水平集中力处于

狕＝０处，爆炸点源处于狕＝３ｍ处．其中起跳点频率

相对改变量的计算公式为

相对改变量 ＝

新模型对应起跳点频率－表１中模型对应起跳点频率
表１中模型对应起跳点频率

×１００％． （３）

　　图１ｂ，２ａ，２ｂ分别为表１中模型在竖直集中力、

爆炸点源、水平集中力作用下前４阶模式竖直方向

的位移；图３（ａ～ｃ）分别为表１中模型第２层横波速

度增加１０％后在竖直集中力、爆炸点源、水平集中

力作用下前４阶模式竖直方向的位移．从图１中可

以看出，在很大范围的频率下，爆炸点源和水平集

中力所激发的各模式能量除基阶模外差别不大，因

６２１２
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表２　改变表１中模型参数后在不同震源下的起跳点频率

犜犪犫犾犲２　犑狌犿狆狆狅犻狀狋犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犪犳狋犲狉狋犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犻狀犜犪犫犾犲１犪狉犲犮犺犪狀犵犲犱犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狅狌狉犮犲狊

改变的参数
竖直集中力 爆炸点源 水平集中力

前三个起跳点频率（Ｈｚ）相对改变量（％）前三个起跳点频率（Ｈｚ）相对改变量（％）前三个起跳点频率（Ｈｚ）相对改变量（％）

表１中

模型

５２．１ ４２．０ ５４．５

９６．４ ５４．２ ９７．２

１４２．２ １０２．５ １１５．０

狉×１．２

５２．１ ≈０ ４２．０ ≈０ ５４．５ ≈０

９６．４ ≈０ ５４．２ ≈０ ９７．２ ≈０

１４２．２ ≈０ １０２．５ ≈０ １１５．０ ≈０

狉×２０

５２．０ －０．２ ４１．９ －０．２ ５４．６ ０．２

９６．４ ≈０ ５４．０ －０．４ ９７．２ ≈０

１４４．４ １．５ １０２．５ ≈０ １１５．０ ≈０

犞ｓ１×１．１

９６．４ ≈０ ５４．２ ≈０ ９７．２ ≈０

１４２．２ ≈０ １０２．５ ≈０ １１５．０ ≈０

１２４．４ －１２．５ ６８ －３３．７ １２４．９ ８．６

犞ｓ２×１．１

６６．９ ２８．４ ４９．３ １７．４ ６８．９ ２６．４

１３１．８ ３６．７ ６９．１ ２７．５ １２５．９ ２９．５

１５７．８ ９．９ １２５．４ ２２．３ ２０２．６ ７６．２

犞ｓ３×１．１

５２．９ １．７ ４１．２ －１．９ ５５．６ ２．０

９８．０ １．７ ５２．９ －２．４ ９８．２ １．０

１４１．７ －０．６ １０３．２ ０．７ １０６．０ －７．８

犞ｐ１×１．１

５１．５ －１．２ ４１．４ －１．４ ５４．２ －０．６

９５．０ －１．５ ５２．５ －３．１ ９６．０ －１．２

１４０．１ －１．５ ９９．８ －２．６ １１４．９ －０．１

犞ｐ２×１．１

５２．４ ０．６ ４２．２ ０．５ ５４．８ ０．６

９７．０ ０．６ ５６．０ ３．３ ９７．８ ０．６

１４２．８ ０．４ １０２．７ ０．２ １１５．０ ≈０

犞ｐ３×１．１

５２．０ －０．２ ４１．９ －０．２ ５４．５ ≈０

９６．４ ≈０ ５４．２ ≈０ ９７．２ ≈０

１４２．１ －０．１ １０２．５ ≈０ １１５．２ ０．２

犺１×１．１

５０．２ －３．６ ４２．５ １．２ ５２．５ －３．７

９４．６ －１．９ ５９．１ ９．０ ９５．１ －２．２

１３９．６ －１．８ １３９．９ ３６．５ １１０．０ －４．３

犺２×１．１

４８．５ －６．９ ４０．１ －４．５ ５０．８ －６．８

８８．２ －８．５ ５２．７ －２．８ ８９．２ －８．２

１３０．０ －８．６ ９１．０ －１１．２ １２８．０ １１．３

ρ１×１．１

５３．５ ２．７ ４２．０ ≈０ ５５．６ ２．０

９７．８ １．５ ４３．５ －１９．７ ９８．６ １．４

１４３．３ ０．８ １０１．３ －１．２ １１５．５ ０．４

ρ２×１．１

５０．１ －３．８ ４１．３ －１．７ ５２．８ －３．１

９４．３ －２．２ ５５．０ １．５ ９４．６ －２．７

１４０．２ －１．４ １０４．１ １．６ １１４．８ －０．２

ρ３×１．１

５２．５ ０．８ ４２．２ ０．５ ５５．０ ０．９

９７．０ ０．６ ５６．１ ３．５ ９７．８ ０．６

１４２．９ ０．５ １０３．２ ０．７ １１４．８ －０．２

　　

此在介质参数改变时，起跳点位置的变化并不规律．

而且在一些频段下，由于几阶模式的能量相近，实际

提取的频散曲线应为几条频散曲线综合得到的［１５］，

此时仅以不同模式激发强度的大小变化判断频散曲

线的起跳点并不准确．表２中带星号的数表示此时

忽略了这样一些并不明显的起跳点．这种情况下仅

仅研究频散曲线起跳点的意义不大．

如表１中所示，当狉增加２０％，即在距离震源

１．２ｍ处，提取的频散曲线与原频散曲线的起跳点

位置几乎没有区别．而当狉扩大２０倍时，起跳点频

率的变化也很小．考察竖直方向位移的计算公式

（１），狉仅在汉克尔函数中出现，由于频散曲线起跳

点的频率取决于同频率不同模式之间的大小对比，

而由汉克尔函数的特点，其受到狉的影响更小．在爆

７２１２
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图２　表１中模型对应的频散曲线各模式的激发强度．其中（ａ），（ｂ）分别对应爆炸点源和水平集中力作用下的情况

Ｆｉｇ．２　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎＴａｂｌｅ１ｆｏｒ（ａ）ｅｘｐｌｏｓｉｖｅｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅ；（ｂ）ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅ

图３　表１中模型第２层横波速度增加１０％后对应频散曲线各模式的激发强度，

其中（ａ）～（ｃ）分别对应竖直集中力、爆炸点源、水平集中力作用下的情况

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍａｆｔｅｒａｄｄｉｎｇ１０％ｔｏｔｈｅＳｗａｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｓｅｃｏｎｄｌａｙｅｒｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎ

Ｔａｂｌｅ１ｆｏｒ（ａ）ｖｅｒｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅ；（ｂ）ｅｘｐｌｏｓｉｖｅｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅ；（ｃ）ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅ

炸点源下，当狉为２０ｍ时各模式的激发强度曲线如

图４所示，与图２ａ对比可以看出，尽管随着接收距

离的增加各模式的幅值都有所减小，但同频率下各

模式之间激发强度的对比变化很小．由公式（１），波

数犽是和狉共同出现的，对于同一波数，当狉增大为

原来的２０倍时，犽狉的值也为原来的２０倍．也就是

说，在一定程度上可以看成犽狉对频散曲线起跳点位

置影响不大．若保持狉不变而令犽增大为原来的２０

倍，则汉克尔函数的值相同，但由于犽在公式（１）其

他部分也存在，起跳点位置的变化情况将与单纯扩

大狉不同．由此也可以看出，若第一和第二模式在起

跳点所在频率的相速度差比本例中更大或更小，其

图４　当狉＝２０ｍ时表１中模型对应频散曲线

各模式在爆炸点源下的激发强度

Ｆｉｇ．４　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎＴａｂｌｅ１

ｗｈｅｎ狉＝２０ｍｕｎｄｅｒｅｘｐｌｏｓｉｖｅｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅ
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对汉克尔函数的影响与单纯变化狉是相同的．因此，

不论第一和第二模式在起跳点所在频率下犽的差别

如何，与震源的距离对频散曲线的起跳点位置影响

都极小，在后面的研究中将忽略狉的影响．

从表２中可以看到，当将第３层参数（横波速

度、纵波速度、密度）增加１０％时，“之”字形频散曲

线起跳点频率的相对改变量几乎全部远小于将前两

层参数增加１０％时造成的相对改变量．这说明，

“之”字形频散曲线起跳点频率对前两层参数的影响

较敏感，而对第３层参数的影响相对不敏感．对于前

两层介质的参数，横波速度增加１０％对于起跳点频

率的影响明显较大，层厚的影响次之，而纵波速度和

密度的影响相对较小（但仍比第３层的参数对起跳

点频率的影响要大）．这与介质参数对理论频散曲线

的影响情况类似［２１］，但是，所不同的是第３层即半

空间的参数对起跳点的影响总是很小，因此，后面的

研究中将只考虑横波速度和层厚的影响．

４　不同震源下频散曲线起跳点位置与

介质参数的关系

从表２中可以看出，不同震源对应的起跳点频

率是有区别的，下面将更深入研究三种不同震源下

起跳点频率与介质参数的关系．由于“之”字形频散

曲线上第一个起跳点以后各阶模式能量往往较为复

杂，单纯研究这些起跳点意义不大，因此后文中将只

研究频散曲线的第一个起跳点．后文中提及的起跳

点均为第一个起跳点．

４．１　竖直集中力下起跳点位置与介质参数的关系

再次以表１中的介质为基础，分别将其横波速

度和层厚改变，而保持其他参数不变，研究其起跳点

的相对改变量（相对改变量的计算公式为式（３））．为

了更清楚地看出起跳点随介质参数的变化情况，后

面的研究中将增加各参数的变化范围，得到新的

“之”字形频散曲线起跳点频率及相对改变量．

假设介质受到竖直集中力作用，震源为处在

狕＝０，狉＝０处的δ函数．分别改变表１中模型各层横

波速度并保持其他参数不变，得到新的起跳点频率

如表３所示．起跳点频率随横波速度变化的趋势图

如图５ａ，可以看到，起跳点频率受第３层横波速度

的影响远小于第１层和第２层．当第１层横波速度

增加或第２层横波速度减小的时候，起跳点频率降

低；反之，起跳点频率升高．这说明，第１层和第２层

横波速度越接近，起跳点频率越高；第１层和第２层

横波速度差别越大，起跳点频率越低．而且，从图中

可以看到，当第１层横波速度较小或第２层横波速

度较大时起跳点频率的变化速度较快．也就是说，第

１层和第２层横波速度差别越小，起跳点随横波速

度变化得越快．

由前面的研究可知，层厚对起跳点频率的影响

比横波速度要小，但是仍然存在较明显的影响．改变

表１中模型前两层厚度，得到竖直集中力作用下新

的起跳点频率如表４所示．起跳点频率随层厚变化

的趋势图如图５ｂ．当第１层和第２层即低速层的层

厚增加时，起跳点的频率都逐渐减小，第２层层厚对

起跳点频率的影响程度约为第１层层厚的二倍．这

说明，低速层的埋深（第１层厚度）和低速层厚度都

对起跳点频率有影响，但低速层厚度的影响更大，约

为低速层埋深的二倍．由于“之”字形回折主要与低

速层有关，而通常频率较低即波长较长的波的穿透

深度较深，能反映较深层区域的信息，因此当低速层

的埋深增加时，起跳点往往趋于更低的频率．

表３　改变表１中各层横波速度后在竖直集中力作用下的起跳点频率，每列代表横波速度（犞ｓ１，犞ｓ２，犞ｓ３）

乘以不同倍数后的起跳点频率及相对改变量

犜犪犫犾犲３　犑狌犿狆狆狅犻狀狋犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犪犳狋犲狉狋犺犲犛狑犪狏犲狏犲犾狅犮犻狋犻犲狊犻狀犜犪犫犾犲１犪狉犲犿狌犾狋犻狆犾犻犲犱犫狔犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋犻犿犲狊

狌狀犱犲狉狏犲狉狋犻犮犪犾狆狅犻狀狋犳狅狉犮犲，犲犪犮犺犮狅犾狌犿狀狊犿犲犪狀狊狋犺犲犼狌犿狆狆狅犻狀狋犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊

犪犳狋犲狉狋犺犲犛狑犪狏犲狏犲犾狅犮犻狋犻犲狊（犞ｓ１，犞ｓ２，犞ｓ３）犪狉犲犿狌犾狋犻狆犾犻犲犱犫狔犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋犻犿犲狊

×０．９ ×０．９５ ×１．０５ ×１．１ ×１．１５ ×１．２

犞ｓ１

起跳点频率（Ｈｚ） ６２．９ ５５．６ ５０．２ ４９．１ ４８．４ ４７．８

相对改变量（％） ２０．７ ６．７ －３．６ －５．８ －７．１ －８．３

犞ｓ２

起跳点频率（Ｈｚ） ４４．８ ４８．０ ５７．８ ６６．９ ８３．４ １２３．４

相对改变量（％） －１４．０ －７．９ １０．９ ２８．４ ６０．１ １３６．９

犞ｓ３

起跳点频率（Ｈｚ） ５０．７ ５１．５ ５２．６ ５２．９ ５３．３ ５３．５

相对改变量（％） －２．７ －１．２ １．０ １．５ ２．３ ２．７

９２１２
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表４　改变表１中各层厚度后在竖直集中力作用下的起跳点频率，每列代表层厚（犺１，犺２）

乘以不同倍数后的起跳点频率及相对改变量

犜犪犫犾犲４　犑狌犿狆狆狅犻狀狋犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犪犳狋犲狉狋犺犲狋犺犻犮犽狀犲狊狊犲狊犻狀犜犪犫犾犲１犪狉犲犿狌犾狋犻狆犾犻犲犱犫狔犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋犻犿犲狊狌狀犱犲狉狏犲狉狋犻犮犪犾狆狅犻狀狋犳狅狉犮犲，

犲犪犮犺犮狅犾狌犿狀狊犿犲犪狀狊狋犺犲犼狌犿狆狆狅犻狀狋犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犪犳狋犲狉狋犺犲狋犺犻犮犽狀犲狊狊犲狊（犺１，犺２）犪狉犲犿狌犾狋犻狆犾犻犲犱犫狔犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋犻犿犲狊

×０．７ ×０．８ ×０．９ ×１．１ ×１．２ ×１．３

犺１

起跳点频率（Ｈｚ） ６０．０ ５８．１ ５４．２ ５０．２ ４８．６ ４７．１

相对改变量（％） １５．２ １１．５ ４．０ －３．６ －６．７ －９．６

犺２

起跳点频率（Ｈｚ） ６９．５ ６２．１ ５６．５ ４８．５ ４５．５ ４２．９

相对改变量（％） ３３．４ １９．２ ８．４ －６．９ －１２．７ －１７．７

图５　竖直集中力作用下起跳点频率改变量随各层参数变化图

（ａ）起跳点频率随横波速度变化趋势；（ｂ）起跳点频率随层厚变化趋势．

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｊｕｍｐｐｏｉｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｈｅｎｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ｅａｃｈｌａｙｅｒａｒｅｃｈａｎｇｅｄｕｎｄｅｒｖｅｒｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅ

（ａ）Ｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈ犞ｓ；（ｂ）Ｖａｒｉａｔｉｏｎｗｉｔｈ犺．

图６　同图１，但为表１中模型第１层厚度变为２０ｍ时

Ｆｉｇ．６　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．１，ｂｕｔｆｏｒｗｈｅｎｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｌａｙｅｒｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎＴａｂｌｅ１ｉｓ２０ｍ

　　但是，起跳点频率的降低并不是无限度的，而是

有一个极限．例如，改变第１层厚度为表１中模型的

４倍，即２０ｍ，其对应频散曲线的能量谱如图６ｂ，起

跳点频率为４２．８Ｈｚ，相对改变量为１７．９％，并没有

很大的变化，也就是说，“之”字形频散曲线起跳点频

率不会无限制的降低，随着低速层越来越明显，其改

变的速度会逐渐减慢．而且，此时Ｒａｙｌｅｉｇｈ波的波

长约为８．７ｍ，根据半波长理论其穿透深度约为５ｍ

左右，明显小于低速层的埋深，因此尽管起跳点与波

的穿透深度存在一定联系，但并不是密切相关的．根

据能量最大原则得到的“之”字形频散曲线如图６ａ

中圆圈所示，Ａ点为理论上的起跳点．图中前两条理

论频散曲线在 Ａ点附近很接近．尽管理论上存在

“之”字形回折，但是频散曲线的“之”字形回折现象

并不明显．这与图１ａ中点Ｃ处的情况类似，尽管理

论上存在起跳点，但是实际应用中由于精度的限制

很难发现这些点．由于低速层的埋深很深，对地表激

发的Ｒａｙｌｅｉｇｈ波在较高频率下受到低速层的影响

较小，这造成了实际上很难发现“之”字形回折现象．

经过实例计算发现，在爆炸点源和水平集中力作用

０３１２
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下也有类似现象．

４．２　水平集中力下起跳点位置与介质参数的关系

下面假设介质受到水平集中力作用，震源为处

在狕＝０，狉＝０处的δ函数．分别改变表１中模型各

层横波速度，其他参数不变，得到新的起跳点频率如

表５所示．起跳点频率随横波速度变化的趋势图如

图７ａ，与竖直集中力作用的情况类似，起跳点频率

受第３层横波速度的影响远小于第１层和第２层．

当第１层横波速度增加或第２层横波速度减小的时

候，起跳点频率降低；反之，起跳点频率升高．

改变表１中模型前两层厚度，得到水平集中力

作用下新的起跳点频率如表６所示．起跳点频率随

层厚变化的趋势图如图７ｂ．与竖直集中力作用情况

完全类似的，当第１层和第２层即低速层的层厚增

加时，起跳点的频率都逐渐减小，第２层层厚对起跳

点频率的影响程度约为第１层层厚的二倍．

４．３　爆炸点源下起跳点位置与介质参数的关系

假设介质受到爆炸点源作用，震源为处在狕＝

３ｍ，狉＝０处的δ函数．分别改变表１中模型各层横

波速度，其他参数不变，得到新的起跳点频率如表７

所示．起跳点频率随横波速度变化的趋势图如图

８ａ，与竖直集中力作用的情况类似，起跳点频率受第

３层横波速度的影响远小于第１层和第２层．当第１

层横波速度增加或第２层横波速度减小的时候，起

跳点频率降低；反之，起跳点频率升高．这说明，第１

层和第２层横波速度越接近，起跳点频率越高；第１

层和第２层横波速度差别越大，起跳点频率越低．而

且，当第１层横波速度较小或第２层横波速度较大

时起跳点频率的变化速度较快．也就是说，第１层和

第２层横波速度差别越小，起跳点随横波速度变化

表５　同表３，但为水平集中力作用下

犜犪犫犾犲５　犛犪犿犲犪狊犜犪犫犾犲３，犫狌狋犳狅狉狌狀犱犲狉犺狅狉犻狕狅狀狋犪犾狆狅犻狀狋犳狅狉犮犲

×０．９ ×０．９５ ×１．０５ ×１．１ ×１．１５ ×１．２

犞ｓ１

起跳点频率（Ｈｚ） ６４．４ ５８．１ ５２．３ ５０．８ ４９．７ ４８．９

相对改变量（％） １８．２ ６．６ －４．０ －６．８ －８．８ －１０．３

犞ｓ２

起跳点频率（Ｈｚ） ４６．７ ５０．２ ６０．２ ６８．９ ８４．５ １１９．９

相对改变量（％） －１４．３ －７．９ １０．５ ２６．４ ５５．０ １２０

犞ｓ３

起跳点频率（Ｈｚ） ５２．８ ５３．８ ５５．１ ５５．６ ５５．９ ５６．２

相对改变量（％） －３．１ －１．３ １．１ ２．０ ２．６ ３．１

表６　同表４，但为水平集中力作用下

犜犪犫犾犲６　犛犪犿犲犪狊犜犪犫犾犲４，犫狌狋犳狅狉狌狀犱犲狉犺狅狉犻狕狅狀狋犪犾狆狅犻狀狋犳狅狉犮犲

×０．７ ×０．８ ×０．９ ×１．１ ×１．２ ×１．３

犺１

起跳点频率（Ｈｚ） ６１．８ ５９．３ ５６．８ ５２．５ ５０．８ ４９．３

相对改变量（％） １３．４ ８．８ ４．２ －３．７ －６．８ －９．５

犺２

起跳点频率（Ｈｚ） ７１．９ ６４．７ ５９．１ ５０．８ ４７．６ ４４．８

相对改变量（％） ３１．９ １８．７ ８．４ －６．８ －１２．７ －１７．８

图７　同图５，但为水平集中力作用下

Ｆｉｇ．７　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．５，ｂｕｔｆｏｒｕｎｄｅｒｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅ

１３１２
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得越快．

注意到这种情况下第３层横波速度增大或减小

时起跳点的频率均有所降低．由于起跳点的频率是

由同频段各阶模式激发能量之间的大小对比决定

的，当参数改变时，各阶模式的激发能量都有所变

动，这造成了起跳点频率随参数的变化趋势并不是

绝对单调的．由此也可以看出，“之”字形频散曲线与

介质参数的关系是非线性的，因此尽管通过本文的

研究表明频散曲线的起跳点频率与介质参数的关系

在一定程度上是近似单调的，但本质上它们之间的

关系还是非线性的．而且，由于“之”字形频散曲线与

介质参数的关系是非线性的，这也造成了频散曲线

的反演问题是非线性的．

改变表１中模型前两层厚度，得到爆炸点源作

用下新的起跳点频率如表８所示．起跳点频率随层

厚变化的趋势图如图８ｂ．与竖直集中力作用情况类

似的，当第１层和第２层即低速层的层厚增加时，起

跳点的频率逐渐减小．

但是，当改变第１层厚度时，起跳点频率的变化

情况比较特别．事实上，当第１层厚度变为４．５ｍ时

各模式激发强度如图９ｂ所示，与图２ａ对比发现各

模式激发强度的变化较为复杂，因此起跳点频率随

第１层厚度的变化趋势不如竖直和水平集中力震源

情况规律．而且由“之”字形频散曲线的成因，根据各

阶模式的激发强度对比得到的“之”字形频散曲线如

图９ａ中圆圈所示．可以看到理论上在图中点Ｂ应为

频散曲线的起跳点，但是由于在Ｂ点处只产生了较

短的“之”字形回折，且由图９ｂ可知在这一频段前两

阶模式的激发强度都不是很大，实际应用中由于误

差原因不容易发现该处回折点，因此这里选取了Ａ

表７　同表３，但为爆炸点源作用下

犜犪犫犾犲７　犛犪犿犲犪狊犜犪犫犾犲３，犫狌狋犳狅狉狌狀犱犲狉犲狓狆犾狅狊犻狏犲狆狅犻狀狋狊狅狌狉犮犲

×０．９ ×０．９５ ×１．０５ ×１．１ ×１．１５ ×１．２

犞ｓ１

起跳点频率（Ｈｚ） ４３．５ ４２．５ ４１．２ ４０．０ ３５．７ ３３．１

相对改变量（％） ３．６ １．２ －１．９ －４．８ －１５ －２１．２

犞ｓ２

起跳点频率（Ｈｚ） ３１．１ ３９．０ ４５．１ ４９．３ ５９．０ １１７．４

相对改变量（％） －２６．０ －７．１ ７．４ １７．４ ４０．５ １７９．５

犞ｓ３

起跳点频率（Ｈｚ） ４１．９ ４１．９ ４１．７ ４１．２ ４１．０ ４１．０

相对改变量（％） －０．２ －０．２ －０．７ －１．９ －２．４ －２．４

表８　同表４，但为爆炸点源作用下

犜犪犫犾犲８　犛犪犿犲犪狊犜犪犫犾犲４，犫狌狋犳狅狉狌狀犱犲狉犲狓狆犾狅狊犻狏犲狆狅犻狀狋狊狅狌狉犮犲

×０．７ ×０．８ ×０．９ ×１．１ ×１．２ ×１．３

犺１

起跳点频率（Ｈｚ） ６０．５ ６０．７ ４６．８ ４２．５ ４２．５ ４１．９

相对改变量（％） ４４．０ ４４．５ １１．４ １．２ １．２ －０．２

犺２

起跳点频率（Ｈｚ） ４９．２ ４６．５ ４４．１ ４０．１ ３８．５ ３７．０

相对改变量（％） １７．１ １０．７ ５ －４．５ －８．３ －１１．９

图８　同图５，但为爆炸点源作用下

Ｆｉｇ．８　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．５，ｂｕｔｆｏｒｕｎｄｅｒｅｘｐｌｏｓｉｖｅｐｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅ

２３１２
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图９　同图１，但为表１中模型第１层厚度变为４．５ｍ时

Ｆｉｇ．９　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．１，ｂｕｔｆｏｒｗｈｅｎｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｌａｙｅｒｏｆｔｈｅｍｅｄｉｕｍｉｎＴａｂｌｅ１ｉｓ４．５ｍ

点作为起跳点．如前面所说，“之”字形频散曲线与介

质参数的关系是非线性的．而当第１层厚度增加时，

起跳点的频率改变已经接近极限，事实上当第１层

厚度变为２０ｍ时起跳点频率为４２．７Ｈｚ，如前面所

述，此时随第１层厚度增加，起跳点频率实际上在极

限频率附近震荡，但是改变很小．

相对来说，爆炸点源作用下起跳点频率随介质

参数的变化规律与竖直和水平集中力的情形有一些

区别．但是，尽管不同的震源作用下起跳点频率稍有

不同，它们都遵循着类似的规律：当第１层横波速度

增加或第２层横波速度减小的时候，起跳点频率降

低，反之起跳点频率升高；当第１层和第２层即低速

层的层厚增加时，起跳点的频率都逐渐减小．

尽管前面的研究主要基于第２层为低速层的三

层介质，但是，当介质含有更多层时，利用类似于文

献［２２］中方法，可将低速层上面各层及下面各层分

别加权平均成一层，近似成为一个三层的介质，其频

散曲线与原频散曲线差别不大，因此，前面研究的结

论对于含低速层的多层介质也可近似成立，即：起跳

点频率随低速层横波速度的减小或低速层以上层横

波速度的增大而降低，反之升高；起跳点频率随低速

层厚度或埋深（低速层以上层的总厚度）的增大而降

低，反之升高．

５　数值模拟

在这一部分，我们利用有限元在数值上模拟验

证有效性．对于表９中的各模型，利用有限元方法模

拟其在竖直圆盘形震源激励下（当离震源较远时，可

近似看成竖直集中力震源）的２４道时域波形（详细

建模情况见文献［２３］），并利用犳犽域方法按能量最

大原则提取频散曲线如图１０．

模型１．６．７与１．６．６相比，第２层即低速层厚

表９　三个含低速层的三层介质模型

犜犪犫犾犲９　３犾犪狔犲狉犿犲犱犻犪狑犻狋犺犾狅狑狏犲犾狅犮犻狋狔犾犪狔犲狉

模型 层数 层厚犺（ｍ）
横波速度

犞ｓ（ｍ／ｓ）

纵波速度

犞ｐ（ｍ／ｓ）

密度ρ
（ｋｇ／ｍ３）

１．６．６

１ ２ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

２ ２ １３８．７ ２５９．４ ２０００

３ ∞ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

１．６．７

１ ２ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

２ １ １３８．７ ２５９．４ ２０００

３ ∞ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

１．１８．６

１ ２ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

２ ３ １１０．１ ２２３．７ ２０００

３ ∞ ３１６．３ １０４９．１ ２０６８

度由２ｍ减为１ｍ．由图１０ａ，１０ｂ可知，模型１．６．６

对应“之”字形频散曲线的起跳点频率为４２．６Ｈｚ，

模型１．６．７对应“之”字形频散曲线的起跳点频率为

６５．３Ｈｚ．这与前面的结论“起跳点频率随低速层厚

度的减小而升高”是相符合的．模型１．１８．６与前两

个模型相比，低速层厚度更厚而且横波速度更低，由

图１０ｃ可知模型１．１８．６对应“之”字形频散曲线的

起跳点频率为２６．６Ｈｚ，低于前两个模型，这印证了

本文前面的结论．

基于本文的结论，在一些实际工程中可以直接

通过起跳点频率的高低判断所检测对象是否符合标

准．例如，在利用Ｒａｙｌｅｉｇｈ波进行路基压实度检测

当中［２４］，往往需要研究整条路面上很多区域的频散

曲线，然后分析所有的频散曲线以找出压实度不够大

（即横波速度较小）的区域．而利用本文中的结论，直接

找出对应频散曲线起跳点频率明显较低的区域即可．

６　结　论

本文通过实例研究了“之”字形频散曲线起跳点
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图１０　犳犽域能量谱及频散曲线

（ａ）模型１．６．６；（ｂ）模型１．６．７；（ｃ）模型１．１８．６．

Ｆｉｇ．１０　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ犳犽ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

（ａ）Ｍｏｄｅｌ１．６．６；（ｂ）Ｍｏｄｅｌ１．６．７；（ｃ）Ｍｏｄｅｌ１．１８．６．

（特别是第一个起跳点）对应频率与震源、检波器和

震源的距离、介质各层参数的关系，发现“之”字形频

散曲线起跳点对应频率与检波器和震源距离几乎无

关，但与震源和介质各层参数有关．尽管震源的不同

会影响提取的“之”字形频散曲线起跳点频率，但是

对于相同震源，起跳点频率随介质参数的变化情况

都有着相同的规律：

（１）对频散曲线的起跳点频率影响最大的是低

速层和低速层以上层的横波速度，其次是层厚；

（２）纵波速度、密度以及低速层以下各层的参数

对频散曲线的起跳点频率影响较小；

（３）起跳点频率随低速层横波速度的减小或低

速层以上层横波速度的增大而降低，反之升高；

（４）起跳点频率随低速层厚度或埋深（低速层以

上层的总厚度）的增大而降低，反之升高．

从频散曲线的激发能量谱也可以看出，“之”字

形频散曲线与介质参数的关系实际上是非线性的，

而这也造成了反演问题的非线性．尽管本文的研究

发现频散曲线起跳点频率与介质参数之间存在一定

近似单调的关系，但本质上两者之间的关系仍然是

非线性的．

根据本文的结论，可以在一些实际应用中（如路

基压实度的检测等）利用“之”字形频散曲线起跳点

频率的高低来定性判断介质中低速层的层厚或横波

速度的大小．
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