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摘要：鉴于互补松弛定理在线性规划对偶理论中的重要性以及目前存在的一些理解误区，本

文对互补松弛定理进行了深入探讨，用 2种方法创新性的阐述并证明了混合形式互补松弛定

理，填补了各种教材的理论空白，进而正式的得出并证明了新的研究发现，即任何形式的互

补松弛定理都具有普遍对称性，并使用 3种方法进行了证明。最后整理总结出互补松弛定理10 
的 4种本质表述，使该定理的理解更加全面透彻。此外，文中还提出了纯粹充要条件的新概

念。 
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Abstract: Considering the importance of the complementary slackness theorem in linear 
programming dual theory and the present understanding errors ,this paper discusses the 
complementary slackness theorem deeply, and elaborates and proves mixed-type complementary 
slackness theorem innovatively in two ways,which which fill the blank of the interpretation of the 25 
textbooks. Then we draw a new conclusion that the complementary slackness theorem has a 
general symmetry.,which is proved by three methods.Finally four essential expressions of this 
theorem are summarized, which make us understand the theorem more comprehensively and 
thoroughly. Besides,a new concept Pure Sufficient and Necessary Condition is also put forward. 
Keywords:operational research and cybernetics; duality theory; complementary slackness theorem; 30 
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0 引言 
互补松弛定理是线性规划对偶理论的重要组成部分，它为原问题和其对偶问题架起了一

座桥梁，可以在已知一个问题的最优解时，非常方便的求出其对偶问题的最优解。国外文献35 
[1-3]和国内文献[6-10]都讲解了对称形式或者非对称形式（狭义）互补松弛定理，但是几乎

所有的教材论文都是基于非自由变量的推导和阐述，并且很少谈及包含自由变量的复杂混合

形式的互补松弛定理的应用。并且由于传统对称形式和非对称形式（通用形式）在使用时的

区别，给我们造成了很大的误区，不能清楚地看到互补松弛定理的本质。 
本文从各种形式出发，探讨互补松弛定理的本质，总结出 4 种本质表述方式，得出一个40 

新的结论，将各种形式的互补松弛定理统一起来。 
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1 传统的互补松弛定理 
传统的互补松弛定理指的是对称形式和非对称形式的互补松弛定理。这里的非对称形式

狭义指约束条件为等式约束，原问题中变量全部为非负变量的数学模型。 

1.1  非对称形式互补松弛定理 45 

非对称形式互补松弛定理，其实就是通用互补松弛定理。后文 2.3 节将详细探讨它的普

遍性。 
原问题的数学模型为： 

: min
. .

0

TLP z c x
s t Ax b

x

=
=

≥
                                                   （1-1） 

其对偶问题的数学模型为： 50 

: max
. .

T

T

LD b y
s t A y c

ω =

≤ 
                                                 （1-2） 

y 自由，无约束限制 

定理 1.1[4]：设 x 和 y 分别是原问题 LP(1-1)及其对偶问题 LD(1-2)的可行解，则它们分

别是 LP 和 LD 的最优解的充要条件是 ( ) 0− =T Tx c A y 。 

1.2  对称形式互补松弛定理 55 

在文献[4]中指出，对称式互补松弛定理，可以由通用互补松弛定理推出，作为它的推

论。当然也可以独自推出，比如文献[5]。很多文献直接把该定理作为互补松弛定理，比如

文献[6-10]。其实本质是相同的，只是形式不同而已。 
对称形式原问题数学模型为： 

: min
. .

0

TLP z c x
s t Ax b

x

=
≥

≥
 

  

                                                   （1-3） 60 

其对偶问题的数学模型为： 

: max
. .

0

T

T

LD b y
s t A y c

y

ω =

≤
≥

 

   

                                                 （1-4） 

定理 1.2[4]：设 x 和 y 分别是原问题 LP(1-3)及其对偶问题 LD(1-4)的可行解，则它们分

别是 LP 和 LD 的最优解的充要条件是 

( ) 0, ( ) 0.− = − =T T Tx c A y y Ax b  65 

1.3  传统的互补松弛定理模型的特点 

对于传统的对称形式和非对称形式数学模型，从表面看主要有以下几个特点。 
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（1）约束条件的纯粹性。对于非对称形式的原问题模型，约束条件为纯粹的等式约束；

对于对称形式的原问题模型，约束条件为纯粹的不等式约束（非负约束或非正约束）。 
（2）决策变量的非自由性。两种形式的原问题模型中，决策变量都是非自由变量，一70 

般都设为非负性，与线性规划数学模型的标准型保持一致。 
（3）充要条件的不对称性。从形式看，非对称形式的互补松弛定理，充要条件为一部

分，体现出单边性（不对称性），而对称形式的互补松弛定理，充要条件为两部分，体现出

双边性（对称性）。 

2 互补松弛定理的深入探讨 75 

2.1  混合式互补松弛定理 

在国内国外的各种教材中，基本上都只是讨论非对称形式（纯等式约束，非负变量）和

对称形式（纯不等式约束，非负变量）的互补松弛定理。没有探讨混合形式的互补松弛定理。 
所谓混合形式是指，数学模型中约束条件可以为任意的等式约束和不等式约束，自变量

可以为任意的非自由变量或自由变量，并且可以同时出现在原问题和对偶问题中。这样的模80 
型具有广泛的代表性。文献[6]简单介绍了混合形式。 

建立对偶关系问题混合形式数学模型，如下。 
原问题数学模型： 

: min
. .

TLP z c x
s t A x b

A x b

=
′ ′=
′′ ′′≥

                                                    （2-1） 

Nx ′自由 85 

0Nx ′′ ≥  

其中，原问题中共有n个变量，共m 个约束，m′个等式约束，m′′个不等式约束。 

x为 n′ ′′ ×(n + ）1阶的列向量，
N

N

x
x

x
′

′′

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,
, ,

T T
N n N n n n nx x x x x x x x

n n n m m m
′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′+ + += =
′ ′′ ′ ′′= + = +

L L
 

A′为m n′× 阶的系数矩阵， 90 

A′′为m n′′× 阶的系数矩阵， 

b′为约束式右端的 1m′× 阶的常数列向量， 

b′′为约束式右端的 1m′′× 阶的常数列向量， 

,
A b

A b
A b
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

对偶问题数学模型： 95 
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: max
. .

T

T
N

T
N

LD b y
s t A y c

A y c

ω

′

′′

=

′=

′′≤

 

   

                                                 （2-2） 

My ′自由 

0My ′′ ≥  

其中，共有m 个变量，共有n个约束条件，n′个等式约束，n′′个不等式约束。 

m m m′ ′′= + ，n n n′ ′′= +  100 

c为( ) 1n n′ ′′+ × 阶的列向量，
c

c
c
′⎛ ⎞

= ⎜ ⎟′′⎝ ⎠
， 

y为( ) 1m m′ ′′+ × 阶列向量，
M

M

y
y

y
′

′′

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

T
NA ′ 为

TA 前面n′行组成的系数矩阵， 

T
NA ′′ 为

TA 前面n′′行组成的系数矩阵， 

根据需要可以将上两个矩阵分别细分为m′列和m′′列的如下矩阵： 105 

( )
( )

1 2

1 2

T T T
N N N

T T T
N N N

A A A

A A A

′ ′ ′

′′ ′′ ′′

=

=
 

混合形式互补松弛定理内容如下： 

定理 2.1（描述 1）：设 x 和 y 分别是线性规划混合形式的原问题 LP（2-1）及其对偶

问题 LD（2-1）的可行解，则 x 和 y 分别是各自问题最优解的充要条件是 

( ) 0T T
N Nx c A y′′ ′′′′ − =

，
( ) 0T

My A x b′′ ′′ ′′− =  110 
定理 2.2（描述 2）：对于线性规划原问题和对偶问题，其可行解为最优解的充要条件

是，各自模型中（原问题或对偶问题），所有各自非自由变量乘以其对偶问题中相应的约束

条件差式（即松弛变量或剩余变量）之积为零。 
说明：“对应”是指，一个问题的自变量与其对偶问题的约束条件式的序号对应关系。

“约束条件差式”是指，约束条件式（等式或不等式，一般指不等式）用一边减去另一边的115 
代数式，即不等式转化为等式时加入的松弛变量或剩余变量。 

第一种证明方法如下文所示。该法是从通用互补松弛定理（即非对称形式互补松弛定理）

入手进行的证明。第二种证明方法，参见 2.4 节。 
证明： 

首先将原问题数学模型化成准标准形式， 120 
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: min
. . 0

TLP z c x
s t A x b

A x s b

=
′ ′+ =
′′ ′′− =

 

   

 

Nx ′自由， 

0,
0.

Nx
s

′′ ≥

≥
 

其中，s 为添加的剩余变量组成的列向量，
( )1 2, , , T

ns s s s ′′= L
。 

然后改写成矩阵形式， 125 

( ): min 0

0
. .

0,
0.

T T

N N

x
LP z c

s

A x b
s t

A I s b
x x
s

′ ′′

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
′ ′⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≥

≥

 

    自由，

    

 

其中， I 为m′′阶单位矩阵，0为m m′ ′′× 阶零矩阵。 
由通用互补松弛定理可得： 

x
s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

和 y 分别为上式原问题和其对偶问题的最优解的充要条件是 

0
0

0

T Tx c A
y

s A I

⎛ ⎞′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′′ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 130 

即    0
0 0

T T T
M

M

yx c A A
ys I

′

′′

⎛ ⎞′ ′′⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

即 

( )
1 2

1 2 0
0 0

T T
N N

MT T T T T
N N N N

M

A Ac
y

x x s c A A
y

I

′ ′

′
′ ′′ ′′ ′′

′′

⎛ ⎞⎛ ⎞′⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟′′ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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( ) 0

( ) ( ) 0

T
N

T T T T
N N N

M

T T T T T
N N N N M

c A y
x x s c A y

y

x c A y x c A y s y

′

′ ′′ ′′

′′

′ ′ ′′ ′′ ′′

′⎛ ⎞−
⎜ ⎟′′⇔ − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′′⇔ − + − − =

 

因为 s A x b′′ ′′= − ，又
0T

Nc A y′′ − =
，

( ) 0T T
N Nx c A y′′ ′′′′ − ≥

， 135 

则
( ) 0T T T

M M Ms y y s y A x b′′ ′′ ′′ ′′ ′′= = − ≥  
所以充要条件为： 

( ) 0T T
N Nx c A y′′ ′′′′ − =

，
( ) 0T

My A x b′′ ′′ ′′− =  
注意到： 

当且仅当求和项中每一项都等于 0 时，整个求和项为 0。 ,m m m n n n′ ′′ ′ ′′= + = + 。 140 

1 1

1

1 1

1

( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( 1, 2, , )

( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( 1, 2, , )

n n m m
T T

N N j j ij i
j n i

m m

j j ij i
i

m m n
T
M i ij j i

i m j

n

i ij j i
j

x c A y x c a y

x c a y j n n n

y A x b y a x b

y a x b i m m m

′ ′′ ′ ′′+ +

′′ ′′
′= + =

′ ′′+

=

′ ′′+

′′
′= + =

=

′′ − = ⇔ − =

′ ′⇔ − = = + +

′′ ′′− = ⇔ − =

′ ′⇔ − = = + +

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

L

L

 

通过上述的分析证明，可以从形式上看出，对于约束条件中出现等式和不等式，即决策

变量出现自由变量和非自由变量时，充要条件反映出局部性和双边性的特点。对于原问题和

对偶问题两边都可以使用各自充要条件方程式，体现出一定的对称性，和对称形式互补松弛

定理类似，但从形式看来不是全部应用而是局部的。那么到底互补松弛定理对于所有形式是145 
否具有普遍的对称形式的充要条件呢？答案是肯定的。 

为了清楚的说明这个问题，需要从最具有代表性，具有普遍性的的数学模型和最根本的

通用的定理（即非对称式互补松弛定理）来说明。因为其他形式互补松弛定理，都可以通过

通用互补定理直接推导出来。首先要说明非对称式互补松弛定理就是通用互补松弛定理。 

2.2  非对称式互补松弛定理即通用互补松弛定理 150 

非对称式互补松弛定理，利用的数学模型具有普遍的代表性，因此该定理可以称为通用

互补松弛定理，可以称为最根本的互补松弛定理。 
非对称式原问题 LP 及其对偶问题 LD 的数学模型如下，推导过程可以参考文献[4]的 51

页。 



 http://www.paper.edu.cn 

- 7 - 

中国科技论文在线

: min
. .

0

TLP z c x
s t Ax b

x

=
=

≥
   155 

: max
. .

T

T

LD b y
s t A y c

ω =

≤ 
 

y自由 

之所以该模型具有普遍的代表性，是因为任何其他形式的模型都可以转化为该形式。以

原问题模型为例来说明。 
（1）最大化问题，可以通过添加负号来转化为最小化问题。 160 
（2）不等式约束，可以通过添加松弛变量或剩余变量转化为等式约束。 

（3）非正变量，可以通过两边分别乘以（-1）转化为≥ 0 的式子。 

（4）对于自由变量，可以通过两个非负变量之差来转化。比如 x为自由变量，转化

, 0, 0x x x x x′ ′′ ′ ′′= − ≥ ≥ 。 
（5）其实对自变量的符号无关紧要。因为在整个定理的推导过程中，并未涉及到决策165 

变量的符号问题。 
因此，上述模型具有普遍代表性，该定理即为通用互补松弛定理。 

2.3  互补松弛定理的普遍对称性 

经过研究发现，不管任何形式，互补松弛定理具有普遍的对称性。内容阐述如下。 
扩展通用互补松弛定理 2.3：对于线性规划任何形式的原问题与对偶问题模型，其互补170 

松弛定理都可以作为对称形式的互补松弛定理来使用，即都可以使用对称形式的 2 个充要条

件（
( ) 0T Tx c A y− =

，
( ) 0Ty Ax b− =

）。 
证明： 

以通用互补松弛定理数学模型（即非对称形式数学模型）为数学模型。 

因为原来定理已经证明充要条件为
( ) 0T Tx c A y− =

，即为一边的结论。我们只需175 

再证明另外一边的结论
( ) 0Ty Ax b− =

成立即可。本节证明使用了 2 种方法，第三种证

明方法见 2.4 节。 
证法一： 

必要性：因为原问题模型中保证了
( ) 0Ax b− =

恒成立，则 

( ) 0Ty Ax b− =  180 
所以该式自然成立，不影响纯粹的充要条件。 

充分性：已知
( ) 0Ty Ax b− =

，而本身
( ) 0Ax b− =

，此式自然成立，不影响纯

粹的充要条件。 

因此，充要条件为
( ) 0T Tx c A y− =

，
( ) 0Ty Ax b− =

成立。 
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证法二： 185 
由于通用互补松弛定理具有普适性，故可将其应用于其对偶问题上。即将上述模型中的

对偶问题作为原问题，由通用互补松弛定理得，充要条件为： 

( ) 0Ty Ax b− =  
原问题与对偶问题互为对偶关系，本质是一个关系。因此合并两个条件，它们的充要条

件为
( ) 0T Tx c A y− =

，
( ) 0Ty Ax b− =

。 190 
至此，定理证毕。 
由于最具代表性的数学模型、最根本的互补松弛定理都体现出了对称性。所以其他形式

自然也会体现出对称性。从本质上说，原问题和对偶问题的本质关系就是对偶关系，这个对

偶关系本质的包含了所谓的对称性，原问题等式约束或不等式约束以及数量，与其对偶问题

决策变量的自由与非自由性质以及数量直接对应。从这意义上说，表现出普遍的对称性也是195 
不难理解的。 

说明：以上定理可以作为任何形式互补松弛定理使用的指导原则，它是最宽泛的充要条

件，不一定是纯粹的充要条件，其中可能出现自然成立的等式，对我们没有实际的使用价值，

但它揭示了互补松弛定理的普遍对称性，可以广泛应用于各种形式数学模型，而不再受对称

与否的限制，可以以此方便的推导出各种特定形式的纯粹充要条件。 200 
定义 2.1 纯粹充要条件，是指在原来充要条件的基础上，去掉自然成立的等式，剩下来

对我们有实际使用价值的充要条件。 

2.4  对称式互补松弛定理也具有普遍代表性 

既然互补松弛定理具有普遍对称性，那么对称形式的互补松弛定理是否具有普遍代表性

呢。答案也是肯定的。 205 
理由和上一节 2.3 节类似。 
（1）最大化问题，可以通过添加负号来转化为最小化问题； 

（2）不等式约束，数学模型中为≥或≤，等式约束（=）本来就包含其中。并且对于

非负约束和非正约束，只需乘以（-1）即可转化。 

（3）非正变量，可以通过两边分别乘以（-1）转化为≥ 0 的式子。 210 

（4）对于自由变量，可以通过两个非负变量之差来转化。比如 x为自由变量，转化

, 0, 0x x x x x′ ′′ ′ ′′= − ≥ ≥ 。 
（5）其实对自变量的符号无关紧要。因为在整个定理的推导过程中，也不涉及到决策

变量的符号问题。 
综上所述，对称形式的互补松弛定理也具有普遍代表性，也就是说也可以称为另一种形215 

式的通用互补松弛定理。该形式的互补松弛定理表现出对称形式，自然可以说明不管任何形

式互补松弛定理具有普遍对称性。此为普遍对称性证法三。 
既然如此，那么混合形式的互补松弛定理可以根据该定理十分简单的证明出来，即混合

形式证明方法 2。 
证明： 220 

数学模型为（2-1）（2-2），设 x 和 y 分别是原问题 LP(2-1)及其对偶问题 LD(2-2)的

可行解，由对称形式互补松弛定理可得，它们分别是 LP 和 LD 的最优解的充要条件是 
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( ) 0T Tx c A y− =
，

( ) 0Ty Ax b− =  

即，      ( ) 0T T
N Nx c A y′ ′′ − =

，
( ) 0T T

N Nx c A y′′ ′′′′ − =  

( ) 0T
My A x b′ ′ ′− =

，
( ) 0T

My A x b′′ ′′ ′′− =  225 

又因为，
0T

Nc A y′′ − =
，即 ( ) 0T T

N Nx c A y′ ′′ − =
自然成立。 

0A x b′ ′− =  ，即 ( ) 0T
My A x b′ ′ ′− =

自然成立。 
以此，充要条件为 

( ) 0T T
N Nx c A y′′ ′′′′ − =

，
( ) 0T

My A x b′′ ′′ ′′− =  

3 互补松弛定理的本质阐述 230 

定理 3.1（描述 1[4]）：设 x 和 y 分别是原问题 LP(1-1)及其对偶问题 LD(1-2)的可行解，

则它们分别是 LP 和 LD 的最优解的充要条件是 ( ) 0− =T Tx c A y 。 

特点：普遍适用，形式上表现出单边性，是最原始最根本的互补松弛定理。针对不同形

式的问题必要条件有所变化，一般需要继续推导才可以得到纯粹的充要条件。 

定理 3.2（描述 2[4]）：设 x 和 y 分别是原问题 LP(1-3)及其对偶问题 LD(1-4)的可行解，235 

则它们分别是 LP 和 LD 的最优解的充要条件是 

( ) 0, ( ) 0.− = − =T T Tx c A y y Ax b  

或者写成[3,5] ， 0+ =T T
S Lx Y y X  

其中松弛变量 .= − = −T
S LY c A y X Ax b，  

特点：也可以普遍适用，形式上表现出直接的对称性，可以直观方便的按对称形式使用，240 
对实际问题，也可能出现非纯粹的充要条件，需要将进一步除去自然为零的式子。即纯粹充

要条件可能是缩小的充要条件。 
定理 3.3（描述 3）：对于线性规划中原问题和对偶问题，其可行解为最优解的充要条

件是，各自模型中（原问题或对偶问题），所有各自非自由变量乘以其对偶问题中相应的约

束条件差式（松弛变量或剩余变量）之积为零。 245 
说明：“对应”是指，一个问题的自变量与其对偶问题的约束条件式的序号对应关系。

“约束条件差式”是指，约束条件式（等式或不等式，一般指不等式）用一边减去另一边的

代数式，即不等式约束转化为等式约束时的松弛变量或剩余变量。 
特点：普遍适用，具体条件的通俗描述，使用起来更加实用，不用刻意继续推导即可直

接得出纯粹充要条件。 250 
定理 3.4（描述 4）：对于线性规划任何形式的原问题与对偶问题模型，其互补松弛定

理都可以作为对称形式的互补松弛定理来使用。 
特点：从形式的深层出发，指出使用的指导原则和宽泛的充要条件，将各种形式统一为

对称形式的使用，同样具有普遍适用性。 
以上四种描述方法都是互补松弛定理的本质体现和概括。 255 
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4 结论 
本文从传统的两种形式的互补松弛定理出发，建立混合形式数学模型，首次正式提出并

证明了混合形式的互补松弛定理，然后从最根本的数学模型出发，用多种方法证明了互补松

弛定理的普遍对称性，整理总结出互补松弛定理的 4 种表述形式。从本质上进行了深入的剖

析，在很大程度上，消除了以往使用互补松弛定理对称形式与不对称形式区别的误区，可以260 
放心应用于所有形式，使该定理得描述更加全面透彻，极大的扩展了互补松弛定理的应用理

解，具有非常重要的意义。 
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