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摘  要：信赖域方法是求解非线性优化问题的一种十分有效的方法，而信赖域方法在每一步

迭代中的核心问题是求解一个信赖域子问题，信赖域子问题可以归结为一类二次优化问题。

Sturm 和 Zhang 通过一个秩一分解的方法最先将信赖域子问题和半正定规划联系了起来，证

明了无约束信赖域子问题的半正定松弛是紧的，原二次优化问题的最优解可以由松弛问题的

最优解得到。Sturm 和 Zhang 的证明虽然是构造性的，但是如何给出一个简单的分解并没有

涉及。本文的主要工作则是在 Sturm 和 Zhang 的工作基础上，给出了一个简单的矩阵分解

方法来获得原问题的精确解或近似解，并利用 Matlab 软件编程实现。我们给出了此方法的

有效性证明，初步的数值结果也表明该方法是有效的。进一步，我们利用同样的方法来求解

等式约束优化问题的信赖域子问题（常称为两球问题），初步的数值结果表明，该方法对 95%
以上的两球问题都是有效的。 
关键词：信赖域方法；信赖域子问题；SDP 松弛；二次优化 

 

1  引言 
信赖域方法是非线性优化的一类重要的数值计算方法，它在近二十年受到非线性优化的

高度重视，一直是非线性优化的研究热点，关于信赖域方法的第一本专著由 Cohn，Gould
和 Toint[12] 给出。目前，信赖域方法已经和传统的线搜索方法并列为非线性规划的两类主要

的数值方法。 
信赖域子问题的求解直接影响了信赖域方法的有效性，许多学者对信赖域子问题进行了

深入的研究。考虑到对于大规模问题，每次迭代精确求解信赖域子问题的计算量和不必要性，

许多学者对如何有效地近似求解信赖域子问题做了深入的研究，主要有 Powell[13]的折线法

及在此基础上 Dennis 和 Mei[14]的双折线方法等等。 
Strum和 Zhang 通过一个秩一分解的方法最先将信赖域子问题和半正定规划联系了起来

[15]。Strum 和 Zhang 的方法是基于特征值分解的，但我们知道特征值分解并不是一件容易的

事情。Strum 和 Zhang 的证明虽然是构造性的，即在理论上证明了通过分解可以得到原问题

的精确解，但是如何给出一个简单的分解并没有涉及。本文的主要目的就在于应用半正定规

划及其算法，构造一种基于无约束信赖域子问题的二次优化问题的改进型松弛求解方法，并

利用相关软件如 SeDuMi 来解答半正定规划问题，然后在此基础上利用求出的半正定的最优

解通过矩阵分解的方法来获得原问题的精确解或近似解，并编程实现，得到原二次优化问题

的最优解。数值结果表明此方法是有效的。同时作为本文的拓展我们还将处理等式约束优化

问题的信赖域子问题（常称为两球问题）的半正定松弛模型，用 SeDuMi 来编程求解，并验

证松弛最优解的第一列元素是否为原问题的最优解。 
在本文第二部分，我们将给出具体的二次优化问题的 SDP 求解算法；第三部分将给出

运行结果数值分析，阐述算法合理性和实用性，加以总结给出论文不足的地方以及还可以改

进的地方；第四部分将对文章做出总结和下一步可以做的工作。 

2  二次优化问题的 SDP 松弛求解算法 

2.1 半正定规划问题介绍 
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半正定规划问题是一大类圆锥凸规划问题。 

定义 2.1 给定 miRARC n
i

n ,,1,, =∈∈ 和
mRb∈ ，半正定规划问题是为优化问题 
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找到一个矩阵解
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其中运算•是矩阵的内积： BtrABA T=• ， iA 是一个 mm× 的对称矩阵， 0X 表示 X

是一个半正定矩阵， 0X 表示 X 是一个正定矩阵。如果一个点 0X 并且满足 )(SDP 中

所有的方程，那么我们称它为一个（原始）严格可行解或内点可行解。 
)(SDP 的对偶问题可以写成如下形式： 

)(SDD  
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它类似于线性规划 )(LP 的对偶问题 )(LD 。其中
nm RSRy ∈∈ , 。如果一个点

)0,( Sy 满足 )(SDD 中的所有方程，那么它称为一个对偶内点可行解。 

由于半正定矩阵的子集在 n×n 中构成一个锥,所以半正定规划可作为一种特殊的凸规划

求解,线性规划的内点法被成功地用来求解半定规划问题, Strum 等人在文献[16]中给出了一

个长步长路径跟随算法,该算法的迭代复杂性为 )1log(
ε

nO ,其中,ε 为算法精度, Jiang 给出

了一个长步长原始对偶路径跟随算法,该算法在至多 )ln( εnO 次迭代内可以找到一精度为

ε 的最优解。其他参见相关文献[17-20],在此篇中用的是 StrumJosF. 所提出的 SeDuMi算法。 

SeDuMi是Matlab 的一个附加工具包，可以用来解线性规划，二次规划和半正定规划

问题。 SeDuMi能够处理复值数据和变量。并且，大规模的优化问题都能够通过矩阵分解

的方法得到有效的解决。 
SeDuMi代表 onMinimizatiDualSelf −− :它在自对偶齐次锥上执行优化问题的自对

偶插入技术。这个技术是由 YoddYe, 和Mizuno提出的，本质上它能够在一个单一的方向上

解决某一优化问题：或者得到一个最优解，或者证明原问题的不可行性。自对偶齐次锥上的

优化问题，或更准确的说，对称锥上的优化问题，最初是由 Nesterov 和Todd 研究的，现

在已经成为一个非常活跃的研究领域。半正定规划是对称锥上的规划的一类特殊情形。

heVandenberg 和 Boyd 提出的著名的软件包 SP 是求解半正定规划的第一个软件工具。 

2.2 无约束优化问题的信赖域子问题的松弛问题及算法实现 

    Strum , Zhang ,Ye和 Ai 等已给出了二次优化问题的半正定松弛规划模型，详细内容请

参考[15]。本文中我们主要考虑基于无约束信赖域子问题的二次优化问题和等式约束信赖域

子问题的二次优化问题的半正定松弛规划模型。 

2.2.1 松弛问题模型 

我们考虑无约束优化问题的信赖域子问题： 
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我们应用如下记号： 
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然后， )(Q 可以写成如下等价形式： 
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)(Q 等价于如下问题：  Minimize  XqM •)( 0  
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所以我们写出 )(Q 的松弛问题为：  
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所以 )(Q 的松弛问题为：   (SP)  Minimize  XqM •)( 0  
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通过求解此半正定规划 SeDuMi得到的解记为 ),,( 10 nxxxX =∗
。 

2.2.2 算法实现 

求解问题(SP)的程序实现过程如下： 
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输入目标函数的系数矩阵的维数 n，通过以下程序语句： 
A = randn(n); 
for i=1:n 
    for j=i+1:n 
        A(j,i)=A(i,j); 
    end 
end 
将产生一个随机对称矩阵 A，然后通过调用我们自己用 SeDuMi 编写的函数

SDP_sedumi( n )就会得到(SP)的一个最优解
*X 。 

2.3 由松弛问题的最优解求原问题的解的方法及算法实现 

在这一小节中我们先介绍Strum和Zhang给出的由松弛问题的最优解求原问题的最优解

的方法（简称 SZ 方法），然后给出我们构造的由松弛问题的最优解求原问题的最优解的方

法，我们认为此方法是 SZ 方法的一个更简便的改进型算法。 

2.3.1  SZ 方法 

为了了解 SZ 方法我们首先给出如下定理(证明见[21])： 

定理 2.3.1. 如果一个矩阵方程 bXA =• 存在一个半正定的解 0X ，则存在 X 的一个

秩一分解：
T
rr

TT xxxxxxX +++= 2211 ，使得
r
bxxA T

ii =• ，其中 )(Xrankr = 。 
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设 ),,( *
1

*
0 Syy 为 )( 1SP 的对偶最优解，即拉格朗日函数相应的拉格朗日乘子，SZ 方法分

如下两种情形求原问题的最优解： 

情形 1：若 0*
1 =y ， 

则 ,0)()()( 22110
*

0 ≤+++•=• T
rr

TT xxxxxxqMXqM 无 妨 设 

,0)( 110 ≤• TxxqM  

则
Txx 11 是 )( 1SP 的一个最优解， 1x 是原问题的一个最优解。 

证明参见文献[21]。 

情形 2：若 0*
1 >y ，由定理 2.2.1 可知存在

*X 的一个秩一分解： 
T
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是 )( 1SP 的一个最优解，

*
ix
是原问题的一个最优解。 
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证明参见文献[21]。 

2.3.2  我们构造的改进型算法及程序实现 

以上为 Sturm 和 Zhang 给出的由松弛问题的最优解求原问题的最优解的方法（SZ 方

法），但是在定理 2.3.1 中 X 的秩一分解是基于特征值分解的方法，我们都知道特征值分解

是一个比较困难的事情。 Sturm 和 Zhang 的证明虽然是构造性的，即 Sturm 和 Zhang 在

理论上证明了通过分解的方法可以得到原问题的精确解，但是如何给出一个简单的分解并没

有涉及。基于此种想法，我们构造了如下的由松弛问题的最优解求原问题的最优解的方法，

我们的算法实际上是一个更简便的改进型算法。 
为方便后文讨论，我们首先给出如下引理。 

引理 2.3.1. TxxX 00
* − 为半正定矩阵。 

证明：由于 0* ≥X ，所以对于任意的
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因此
TxxX 00

* − 为半正定矩阵。 

记： BxxX T =− 00
*

。 

我们分两种情形给出求原问题的最优解的方法： 

情形 1： 0
0

01
. * <•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
X

I
，则 0xx = 就是原问题的解。 

情形 2：
0

0
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X
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    记： mx 为 B 的对角线元素最大的列 

方法如下：(1)令 0xx = ，若

0
0

01
. 00 >•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

，则原问题无可行解， φ=x , 
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转(3)；若

0
0

01
. 00 <•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

，则转(2)，否则转(3)； 

         (2)令 mxxx α+= 0 ，求解α 满足方程： 

                             
0

0
01

. =•⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I                    (2-3) 

         (3)输出 x 。 
则此方法求出的解 x 为原问题的最优解。 
综上所述，我们得到算法 2.3.1： 
算法 2.3.1 (由松弛问题的最优解得到原问题的最优解的算法) 

步 1  给定
*X ，记 0x 是

*X 的第一列元素，令 0xx = ，若

0
0

01 * <•⎥
⎦

⎤
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⎡−
X

I
，则转步 5；

若

0
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01 * =•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− X
I

，则转步 2，否则转步 4。 

步 2  若
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⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

y
0

01
.*

1

，则转步 5；否则，转步 3； 

步 3  计算
TxxXB 00

* −= ，搜索矩阵 B 的对角线元素最大的列，记为 mx ，令

mxxx α+= 0 ，求解α 满足方程：

0
0

01
. =•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I ,转步 5； 

步 4  φ=x ； 

步 5  输出 x 。 
算法 2.3.1 的程序实现过程如下： 

取程序一得到的半正定矩阵
*X 的第一列元素为 0x ，令

TxxXB 00
* −= ，记 B 的对角

线元素最大的列为 mx ，我们通过调用我们自己编写的Matlab 函数 solution(A, X)即可得到

原问题的一个近似最优解 x,obj_value_2，返回值 t 是算法 2.3.1 步 3 中所需求解的方程的根。 

2.4 等式约束优化的信赖域子问题的松弛问题及算法实现 

考虑 CDT 子问题：  

                           

ξ

φ
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Δ≤

+=
∈

cdA

dts

dgBddd

T

TT

Rx n

..
2
1)(min

                  (2-4) 

其中
nnRB ×∈ 是对称矩阵，

nRg ∈ ，
mnRA ×∈ ，

mRc∈ ， 0>Δ ， 0≥ξ 。CDT 子

问题的提出是为了克服信赖域方法求解等式约束优化问题时产生的约束不相容性。问题

(2.4.1)也通常称为两球问题。与一球问题情形类似，我们得到式(2-4)的松弛问题为：                 

)( 2SP  minimize  XqM •)( 0  
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Subject to  
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求解此半正定松弛问题的算法实现过程如下： 
输入松弛问题中矩阵的维数 n，程序将通过如下语句随机产生对称矩阵 A,B 作为目标函

数的系数矩阵和约束函数的系数矩阵， 
A = randn(n); 
for i=1:n 
    for j=i+1:n 
        A(j,i)=A(i,j); 
    end 
end 
B = randn(n); 
for i=1:n 
    for j=i+1:n 
        B(j,i)=B(i,j); 
    end 
end 
然后通过调用我们自己用 SeDuMi 编写的函数 SDP_sedumi2( n )，将会输出两球问题的

半正定松弛近似最优解 X 和最优值 obj_value_1，我们模仿一球问题的方法，选取 X 的第一

列作为原问题的最优解，得到最优值 obj_value_2,我们比较 obj_value_1 和 obj_value_2 可以

发现它们之间有时会存在间隙，也就是说对于两球问题，松弛问题的最优解的第一列不一定

是原问题的最优解。 

3  实验结果及改进方法 

3.1 程序结果及可行性分析 

我们对算法(2.3.1)进行了数值实验，我们取误差精度
510−=ξ ，将目标函数的系数矩阵

的维数 n 由 3 取到 50，系数矩阵
)( 0qM
均是随机选取的，在目标函数的系数矩阵维数 n 固

定的情况下，对每个 n 在程序中都运行了 50 次，也就是说我们得到的最少值是在运行 50
次的情况下求得的平均值，我们可以这么认为这样求得的最少值误差很少，精度很大这是由

于目标函数的系数矩阵的随机选取性，每次求得的最少值并不是一样的，于是选取次数越多，

得到的均值更稳定，在运行 50 次的情况下形成的误差就可以忽略不计了。 
现在将实验结果以列表的形式给出，如表 3-1： 
首先我们给出表格中符号的含义： 

n：矩阵 )( 0qM 的维数； 

x ：原问题的精确或近似最优解； 
α ：方程(2.2.10)中的系数； 

1__ valueobj ：半正定松弛问题 )( 1SP 的最优值； 
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2__ valueobj ：由算法(2.2.1)得到的原问题的最优值； 

 errorA − ：绝对误差，定义如下： 

2__1__ valueobjvalueobjerrorA −=−  

errorR − ：相对误差，定义如下： 

1__
2__1__

valueobj
valueobjvalueobjerrorR −

=−  

 
表 3-1  算法(2.2.1)的计算结果 

n  α  1__valueobj  2__valueobj  errorA−  errorR− (%) 
3 0 -1.37804 -1.37789 0.00001 0.0022 
4 0 -1.06879 -1.06876 0.00011 0.0115 
5 0 -0.64399 -0.64403 0.00004 0.0062 
6 0 -1.42610 -1.42600 0.00010 0.0070 
7 0 -1.70200 -1.70190 0.00010 0.0059 
8 0 -3.01760 -3.01770 0.00010 0.0033 
9 0 -7.15905 -7.15905 0 0 

10 0 -7.90609 -7.90610 0.00001 0.0001 
11 0 -2.72563 -2.72563 0 0 
12 0 -2.12842 -2.12842 0 0 
13 0 -2.83829 -2.83829 0 0 
14 0 -2.74798 -2.74798 0 0 
15 0 -8.82595 -8.82595 0 0 
16 0 -9.54804 -9.54804 0 0 
17 0 -8.53155 -8.53155 0 0 
18 0 -11.47457 -11.47457 0 0 
19 0 -11.40672 -11.40672 0 0 
20 0 -10.67842 -10.67842 0 0 
21 0 -10.76604 -10.76604 0 0 
22 0 -11.18850 -11.18850 0 0 
23 0 -12.86765 -12.86765 0 0 
24 0 -13.47377 -13.47377 0 0 
25 0 -13.85712 -13.85712 0 0 
26 0 -13.53292 -13.53292 0 0 
27 0 -10.82861 -10.82861 0 0 
28 0 -14.62733 -14.62733 0 0 
29 0 -14.07048 -14.07048 0 0 
30 0 -13.76482 -13.76482 0 0 
31 0 -17.99273 -17.99273 0 0 
32 0 -12.84932 -12.84932 0 0 
33 0 -16.47754 -16.47754 0 0 
34 0 -14.10405 -14.10405 0 0 
35 0 -14.71126 -14.71126 0 0 
36 0 -15.56217 -15.56217 0 0 
37 0 -18.70129 -18.70129 0 0 
38 0 -18.77235 -18.77235 0 0 
39 0 -13.32069 -13.32069 0 0 
40 0 -12.87292 -12.87292 0 0 
41 0 -16.15789 -16.15789 0 0 
42 0 -20.84618 -20.84618 0 0 
43 0 -17.88472 -17.88472 0 0 
44 0 -16.58939 -16.58939 0 0 
45 0 -16.47033 -16.47033 0 0 
46 0 -19.11430 -19.11430 0 0 
47 0 -17.05413 -17.05413 0 0 
48 0 -19.05056 -19.05056 0 0 
49 0 -17.41869 -17.41869 0 0 
50 0 -22.40385 -22.40385 0 0 
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表 3-1 中的结果我们可以从图 3-1 中得到更直观的体现： 
 

 
图 3-1  近似最优值与精确最优值的比较 

 
下面我们从绝对误差角度来观察算法 2.3.1 得到的解与原问题的最优解的近似程度(如

图 3-2)，图中折线是以目标函数的系数矩阵的维数为横坐标，以算法 2.3.1 得到的解与原问

题的最优解的比值为竖坐标得到的曲线，直线是算法 2.3.1 的绝对误差的平均值，由图可知

算法 2.3.1 的绝对误差小于 1.0001，绝对误差的平均值为 1.00027，并且绝对误差随着目标函

数的系数矩阵的维数的增加而减小。由以上实验结果我们可以发现由算法 2.3.1 得到的原二

次优化问题的最优解的相对误差非常小，达到几乎可以忽略的程度，因此我们认为此算法是

有效的。同时我们在大量的实验当中，发现α 以非常大的概率等于零，至少我现在还没有

找出一个例子使得 0≠α ，我认为这并不是一个巧合，所以在绝大多数情况下原问题的最优

解就是半正定松弛问题的最优解的第一列元素，因此用此算法求原二次优化问题的最优解具

有很高的效率。 
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图 3-2  近似最优解的误差 

 

对于两球问题，我们同样选取误差精度
510−=ξ ，我们应用程序三求解出半正定松弛问

题的最优解 X 和最优值 1__ valueobj ，由无约束信赖域子问题情形的启发，我们选取 X 的

第一列元素作为原两球问题的近似最优解，得出相应的最优值为 2__ valueobj ，我们将要

考察 1__ valueobj 和 2__ valueobj 之间是否存在间隙，即对于两球问题，是否也满足在

绝大多数情况下，松弛问题的半正定解的第一列元素即为原问题的最优解？我们随机选取

50 个实例，调用程序三得出结果，见表 3-2： 
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表 3-2   两球问题的半正定松弛的紧性 
n  1__valueobj  2__valueobj  errorA−  errorR− (%) 
3 -2.4824 -2.4824 0 0 
4 -1.8342 -1.4021 0.4321 23.56% 
5 -4.4781 -4.4781 0 0 
6 -6.1231 -6.1231 0 0 
7 -5.8816 -1.6208 4.2608 72.44% 
8 -8.3032 -8.3032 0 0 
9 -7.1825 -7.1825 0 0 

10 -6.7392 -6.7392 0 0 
11 -7.6866 -7.6866 0 0 
12 -7.0112 -7.0112 0 0 
13 -10.4580 -10.4580 0 0 
14 -8.8765 -8.8765 0 0 
15 -6.3248 -6.3248 0 0 
16 -8.3328 -8.3328 0 0 
17 -9.6358 -9.6358 0 0 
18 -14.7458 -14.7458 0 0 
19 -10.0677 -10.0677 0 0 
20 -10.3814 -10.3814 0 0 
21 -12.6114 -12.6114 0 0 
22 -11.8449 -11.8449 0 0 
23 -11.2662 -11.2662 0 0 
24 -11.3620 -11.3620 0 0 
25 -12.1161 -12.1161 0 0 
26 -12.2222 -12.2222 0 0 
27 -13.3907 -13.3907 0 0 
28 -13.1583 -13.1583 0 0 
29 -17.2629 -17.2629 0 0 
30 -14.9473 -14.9473 0 0 
31 -13.1550 -9.2009 3.9541 30.06% 
32 -16.0706 -16.0706 0 0 
33 -16.4704 -16.4704 0 0 
34 -18.9023 -18.9023 0 0 
35 -16.5130 -16.5130 0 0 
36 -13.3098 -13.3098 0 0 
37 -19.0420 -19.0420 0 0 
38 -16.5440 -16.5440 0 0 
39 -17.1839 -17.1839 0 0 
40 -17.4017 -16.3393 1.0624 6.11% 
41 -15.8990 -15.8990 0 0 
42 18.7659 18.7659 0 0 
43 -17.2345 -17.2345 0 0 
44 -18.7331 -18.7331 0 0 
45 -19.1202 -19.1202 0 0 
46 -15.9977 -15.9977 0 0 
47 -20.2692 -20.2692 0 0 
48 -18.1447 -18.1447 0 0 
49 -19.7878 -19.7878 0 0 
50 -19.8653 -19.8653 0 0 

 
为了更直观的体现，我们将表 3-2 中的实验数据结果以图表的形式给出，见图 3-3：                 
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图 3-3   两球问题的半正定松弛最优解和近似最优解的比较 

 
由图 3.1.5，我们可以看出，选取两球问题的半正定松弛解的第一列元素作为原问题的

最优解是不可以的，他们之间会存在间隙，也就是说半正定松弛不一定总是紧的。因此为了

利用(SDP)松弛方法求解两球问题，我们还需要构造由松弛问题的最优解 X 求原问题的近似

最优解的方法，这将是我们后续的工作。 

3.2 算法的有效性证明 

通过上一小节的实验结果，我们可以发现用我们的算法求解二次优化问题是非常有效

的。在这一小节中，我们将要在理论上证明此方法的有效性。 

 Sturm 和 Zhang [23]中已经证明了 )( 1Q 的松弛问题 )( 1SP 是紧的，即 )( 1Q 的最优值和

)( 1SP 的最优值相等，因此为证明此算法的有效性，只需证明由算法（2.3.1）得到的原二次

优化问题的最优值与 )( 1SP 的最优值相差很小。 

考虑松弛问题： )( 1SP   Minimize  XqM •)( 0  

   Subject to  

,0
,1

,0
0

01

00

≥
=•

≤•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−

X
XI

X
I

 

其拉格朗日函数为： 

XSXIyX
I

yXqMyXL •−−•−•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+•= )1(

0
01

)(),( 00010  

设
*X 为 )( 1SP 的最优解，相应的拉格朗日乘子为

**
1

*
0 ,, Syy 。 
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由(KKT)一阶必要条件可知，
*X 和

**
1

*
0 ,, Syy 需满足如下方程组： 

                      ,0
0

01
)( 00010

* ≥−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+= Iy

I
yqMS                 

(3-1) 

,0
0

01
,0 **

1
*
1 =•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
≥ X

I
yy                      (3-2) 

,0** =• XS                              (3-3) 

,0*
00 =• XI                              (3-4) 

.0
0

01 * ≤•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
X

I
                            (3-5) 

设 x 是由算法(2.3.1)得到的结果， ),,,( **
1

*
0

*
nxxxX = ，下面我们只需验证

Txx 满足条

件式(3-1)-式(3-5)成立即可，我们分如下两种情况讨论： 

情形 1： 0
0

01
. * <•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
X

I
，由算法 2.2.1 可知 *

0xx = 。 

证明：(1)  式(3-1)与 x 无关，因此式(3-1)成立。 

由互补松紧条件可知 0*
1 =y ，因此式(3-2)成立。 

由 ,0),,,( **
1

*
0

*** =•=• nxxxSXS 可 知 nixi ,,0,* = 是
*S 的 零 子 空 间 ， 即

0*** =•
T

ii xxS ，因此式(3-3)成立。 

(4)  TT xxxxX 00== ,满足 100 =X ，因此式(3-4)成立。 

(5)  由于 0
0

01
. * ≤•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
X

I
，所以 0)(

0
01

. 00 ≤+•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
Bxx

I
T  

由于 0≥B ,且 B 的第一行与第一列元素均为零，所以 0
0

01
. ≥•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
B

I
， 

所以 0
0

01
. 00 ≤•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

，因此式(3-5)成立。 

由矩阵分析知识我们可以知道
TT xxxxX 00== 的秩为一，因此 x 是原二次规划问题的

最优解。 

情形 2： 0
0

01
. * =•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
X

I
，式(3-1)和式(3-3)可用同样方法验证，式(3-4)和式(3-5)也

很容易得到验证，我们只需验证在此种情形下，由算法 2.3.1 得出的结果满足式(3-2)即可。 

由算法 2.3.1 可知当 0
0

01
. *

0
*
0 =•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

时， *
0xx = ，此时 0

0
01

. =•⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

成立，

因此式(3-2)成立； 

当 0
0

01
. *

0
*
0 <•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

时，我们构造 x 满足方程 0
0

01
. =•⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡− Txx
I

，因此(3-2)自然
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成立。 
综上所述，算法 2.3.1 得到的结果 x满足式(3-1)-(3-5)，因此可证明此算法是有效的。 

3.3 程序的可塑性 

该程序只有一个输入变量，只要 n 做相应的修改，就可以得出相应的结果，操作简便，

而且由于目标函数的系数矩阵是随机选取的，因此更具有普遍性和说服力。 

3.4 程序的意义 

本程序提供了一种从半正定规划问题的角度求解基于无约束信赖域子问题和等式约束

信赖域子问题的二次优化问题的方法，并且具有很好的有效性，由此程序求出的原问题的近

似最优值和精确最优值误差非常的小，达到几乎可以忽略不计的程度。 

4  总结与展望 
本文实现了基于无约束优化信赖域子问题的二次优化问题的半正定松弛求解方法，重点

描述了算法的实现过程，程序可行性和有效性，主要从矩阵分解方面来设计源程序，在矩阵

分解的支持下，使得算法对实际有着一定的指导意义。 Sturm 和 Zhang 采用秩一分解的方

法最先建立了信赖域子问题和半正定规划之间的联系，提出了通过半正定规划求解信赖域子

问题的思想， Sturm 和 Zhang 的证明虽然是构造性的，即从理论上证明了通过分解可以得

到原问题的精确解，但是如何给出一个简单的分解并没有涉及，基于此种想法，我们构造了

一种简单的改进型基于信赖域子问题的二次优化问题的半正定松弛求解算法，我们能够能够

在理论上证明此方法是有效的，并且数值结果也表明此算法是有效的。 
 但本文只彻底给出了无约束优化信赖域子问题的半正定松弛求解方法，对于两球问题

如何由松弛问题的解求原问题的最优解还并没有得出结果，这将是我接下来的工作。 
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COMPUTING QUADRATIC OPTIMIZATION  

          PROBLEMS BY SDP RELAXATION 
Fan Lijun，Ai Wenbao  

Department of Optimization and Control, Beijing University of Post and Telecommunications, 
Beijing, PRC, (100876) 

Abstract 
Trust region method is a kind of the most important and effective numerical methods for nonlinear 
programming. As we know, the key in each iteration for the trust region method is to solve a trust 
region subproblem, which is a kind of quadratic optimization problem. Strum and Zhang proved that 
we can obtain a solution of a trust region problem using Semidefinite Programming(SDP) relaxation 
and matrix rank-one decomposition technique. Although the proof presented by Strum and Zhang is 
constructive, how to give a simple and practical decomposition is yet a problem. In this paper, we 
present a simple and practical matrix decomposition, based on the Sturm and Zhang’s work. We prove 
that this decomposition is correct and effective in theory. The preliminary numerical results show that 
the method is effective. Furthermore, we use the similar method to solve constrained trust region 
subproblems (usually named as two-ball problem). The preliminary numerical results show that the 
method is effective for 95 % of instances. 
Keywords: trust region method; trust region subproblem; SDP relaxation; quadratic optimization 
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