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改进的循环谱估计快速算法与性能分析 
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摘  要：该文提出了一种改进的循环谱估计快速算法，在估计性能不降低的条件下，减小了原有数字化频域平滑谱

估计算法对数据量的要求。算法将时域平滑算法中数据加窗、重叠等处理方法引入频域算法，有效降低了估计方差，

改善循环谱的估计效果。论文对改进算法渐进性均值、方差、谱分辨率的表达式进行推导。理论与实验结果分析表

明：在相同数据量和谱估计分辨率的条件下，改进方法估计性能优于原算法，可用于实际低信噪比、小数据量、高

分辨率要求下循环谱估计。 
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Improved Fast Cyclic Spectral Estimation 
Algorithm and Performance Analysis 
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Abstract: An improved fast algorithm is proposed for cyclic spectral estimation, which decreases the requirement 

of data quantity, without reducing the performance. The windowed overlapped data processing, which is used in 

time smooth method, is introduced into the frequency smooth algorithm to cut down the original cyclic spectral 

estimation variance and improve the estimation quality. The paper deduces the estimator’s asymptotically 

expressions of mean, variance, resolution and computational complexity. The theoretical analysis and simulation 

results prove that the improved algorithm displays better performance than DFSM under the same conditions. The 

new method is an efficient estimator of cyclic spectrum in the low SNR, high resolution demanding and small data 

quantity environment. 
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1  引言  

循环谱作为研究信号循环平稳性的基本工具，

具有分辨率高、抗干扰和噪声能力强、信道环境敏

感度低等优点，在通信、雷达、机械、医学和经济

等信号分析领域得到了广泛的应用 [1 5]− 。与传统谱

估计方法相比，其估计方法计算复杂，循环泄露现

象较为严重，作为循环平稳性发现的基础、信号分

析的重要内容和盲处理的有力手段，谱估计方法的

研究一直是循环平稳算法研究中的重点。很多学者

对循环谱估计相关方法进行了深入的研究 [6 12]− 。

Gardner[6]指出信号循环谱的估计可用谱相关函数

来实现。Roberts 等人[7]利用 FFT 快速实现循环谱

平面的估计，提出两种基于时域平滑快速算法：FFT
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累积算法(FAM)和分段谱平均算法(SSCA)。Brown
等人[8]提出了数字化频域平滑算法(DFSM)，可实现

了高分辨率任意循环谱切片的计算。Gardner 等人[9]

通过改进算法中的相关运算，提出了比特谱相关

(OBSC)算法，降低了运算复杂度。高玉龙等人[11]

引入自适应 FFT 改进 SSCA 算法计算方法，提高了

原有 SSCA 算法的精度与速度。 
从研究进展来看，改进多从谱分辨率与速度方

面进行考虑，在如何减少估计方差，降低数据量要

求的研究方面讨论较少。但各种非合作接收信号处

理任务中，常常需要在较少码元的条件下，实现较

高分辨率的循环谱切片估计，完成信号盲检测，盲

参数估计等。基于时域平滑的方法由于不能实现较

高的频率分辨率等缺点，在切片估计时常不被使用；

而基于 DFSM 的算法，估计方差大，需要的样本点

多。为了解决这一矛盾，本文给出一种改进的频域
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平滑循环谱估计快速算法，借鉴时域平滑算法对数

据加窗与重叠处理方法，在不改变分辨率、不显著

增加计算量的前提下，改进频域平滑方法，降低估

计方差，完成谱切片的有效估计，相关性能得到较

大提升。 
全文在回顾已有各种估计方法的基础上，提出

改进的快速算法，给出了实现步骤与流程；详细推

导算法估计的渐近性均值、方差、分辨率及计算量

等性能指标；最后通过仿真实验来验证理论上的分

析。 

2  循环谱的估计方法 

循环谱的定义和各种有限样本条件下非参数化

谱估计方法如下： 
设连续时间复信号 ( )x t ，其循环谱 ( , )xS fα 为 

2( , ) ( , ) dj f
x xS f R e π τα α τ τ

∞ −

−∞
= ∫       (1) 

其中 ( , )xR α τ 为循环自相关函数，有如下定义： 
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将式(2)代入式(1)得[6] 
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( , )TX t f 为 ( )x t 的短时复频谱。由式(3)得，循环谱是

频率间隔为α的谱分量的相关函数，因此又称为谱

相关函数[6]。当 ( )x t 样本有限时，即 ( /2,t t t t∈ −Δ  
/2)t+Δ ，循环自相关的估计为 
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循环谱的估计为 
/2(CC) 2
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式中 ( )tw uΔ 表示宽度为 tΔ 的连续时间窗函数。用式

(4)，式(5)计算循环谱的方法称为循环自相关法

(Cyclic Correlation, CC)，这与功率谱估计的

BT(Blackman-Tukey)法相似。第 2 种方法是利用谱

相关函数来实现，即 
(CP) *
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对应的方法称为循环周期图法(Cyclic Periodogram, 
CP)。以上两种方法时频分辨率的乘积为 1，循环泄

露现象严重，估计方差大，属于非一致估计[9,12]。为

了克服上述缺点，有人提出了时域平滑的方法

(TSM)： 
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式中 t TΔ 。若 /f M tΔ = Δ ，以及频域平滑方法

(FSM)： 
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FAM 算法是离散序列的 TSM 快速算法。设离

散时间复信号 ( ) ( ) |
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式(9)中 saT 表示采样周期， sat NTΔ = , saT N'T= , 
1/ tαΔ = Δ , ( )Mw n 为长度M 的中心对称平滑窗，

L 表示计算 TX 时每次滑动的数据点数， /P N L=
表示滑动次数，式中 1/f TΔ = , /t f N N'Δ Δ =  

1，循环频率与频率的切片最大分辨点数分别为

N 和N' 。从式(9)可以发现，FAM 与功率谱估计的

Welch 法同样使用数据分段加窗与重叠处理，算法

可由两级 FFT 实现，计算速度得到很大提升。SSCA
与 FAM 相似，但计算更加高效，相关内容见文献[7]。 

DFSM 是离散序列的 FSM 的快速算法，计算

方法如下： 
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其中 / / saf M t M NTΔ = Δ = , 1t f MΔ Δ = ，循

环频率与频率的切片最大分辨点数均为 /N M 。从

式(10)可以发现，DFSM 算法数据与循环周期图法

相同均未叠加使用。 

FAM 和 SSCA 算法在数据量较少的情况下，可



1596                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 33 卷 

 

快速得到整个谱平面的估计，因为对数据加窗和叠

加处理，估计方差变小[12]，但为了防止循环泄露发

生，N' 不宜过大，同时计算单元取值范围不利于切

片的提取[7]，所以这两种方法不能得到高分辨率的任

意切片。而 DFSM 算法虽然可以得到任意切片，但

估计方差和需要的数据量均较大[10]。为了解决所述

矛盾，本文提出如下改进算法。 

3  改进的循环谱估计快速算法 

为了避免基于时域平滑算法分辨率不足、基于

频域平滑算法的估计方差大等缺点，通过引入 TSM
中对数据进行加窗和叠加处理方法，对 FSM 算法进

行改进，从而有效降低估计方差与数据量要求。 
不失一般性，这里对有限时间离散复信号
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= 进行循环谱估计。算法原理如式(11)： 
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将式 (11)的改进算法称为平均的频域平滑算法

AFSM(Averaged Frequency Smoothing Method)。
式(11)中M 表示频域平滑点数， 1P + 表示时域平滑

的次数。 saT 表示采样周期。算法中，计算短时复频

谱的数据长度为 /2N 点，每次位移的数据长度为

/2N P 点。 
AFSM 的算法实现流程见图 1，步骤如下： 
步骤 1  将{ } 1

0
( ) N

n
x n −

= 分成 1P + 块，每块长度为

/2N ，每块数据重叠比例为( 1)/P P− 。 
步骤 2  计算每块数据的短时复频谱 /2[ , ]tX n kΔ 。 
步骤 3  根据所要的循环谱(切片)参数，求得相

应的( , )fα 集合。 
步骤 4  利用式(11)遍历计算集合中的

(AFSM)
xS  

( , )fα ，得到相应的循环谱(切片)。 

 

图 1 AFSM 实现流程图 

4  改进算法性能分析 

4.1 估计的渐进性分析 

AFSM 估计均值与方差的渐进性满足如下命

题： 

命题 1  设 ( , )xS fα 为式(1)所定义的循环谱，
(AFSM)

( , )xS fα 估计均值的极限为 
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由文献[9]中定理 3.3 得 
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命题 2  
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( , )xS fα 的估计方差的极限为 
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,T FE E 分别表示时域平滑因子和频域平滑因子，

/2Nw 为时域平滑窗。 ( )
/2NwR k 表示时域平滑的自相

关函数， ,
F Fw wP B 表示对应的频域平滑窗的能量与

带宽，当 1
FwP = 时， /FE M N= 。 

证明 

式(11)可以表示为下式：  
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将文献[9]中定理 3.3 以及文献[12]中命题 6 代入

式(19)得 
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( )FW f 是频域平滑窗所对应的谱函数，在 AFSM 中

为矩形窗所对应的离散取样函数，带宽为
FwB 。令 
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并对式(19)和式(20)进行化简，即得命题 2。特别地，

当N = ∞时， 0TE = , 0FE = 。 

由命题 1 和命题 2，可以看出 AFSM 是循环谱

的渐近一致估计，这与 DFSM 算法相同[9]。从命题

2 的结果可以看出，AFSM 由于有 TE 的存在，其估

计方差下降速度大于 DFSM，因此理论上表明，与

DFSM 相比，AFSM 有着更好的估计性能。从式(17)
可以看出，在一定范围内，P 值越大， TE 取值越小，

表明数据的充分重用会使估计效果变好。 
4.2 谱分辨率分析 

循环谱
(AFSM)

( , )xS fα 的循环频率分辨率 αΔ 和频

率分辨率 fΔ 分别为 
1 1

2
sa

sa

t NT

M
f

NT

α
⎫⎪⎪Δ = = ⎪⎪Δ ⎪⎬⎪⎪Δ = ⎪⎪⎪⎭

          (21) 

由于 2 1t f MΔ Δ = ，AFSM 对于有限样本的估计
是可靠的。从表达式来看，分辨率与参数P 无关。
由于 AFSM 的 t fΔ Δ 大于 DFSM 算法的 t fΔ Δ  

DFSM( )t f MΔ Δ = ，所以在同等参数条件下，AFSM
的谱泄露现象要小于 DFSM 算法。 
4.3 计算量分析 

计算量是评价算法实时性的一个关键性指标。
首先考虑估计N 点复信号循环互谱时复数乘法的个 

数，记为CM 。 
2

AFSM 2
( 1) 3( 1)

CM log
2 2 4

P N P NN⎛ ⎞+ +⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  (22) 

当考虑数据加窗时，DFSM 计算量为[11] 
2

DFSM 2CM log 3N N N= +        (23) 

将 AFSMCM , DFSMCM 用 ,f tΔ Δ 和 saT 来表示，则 

 

AFSM 2

2

2

( 1)( )
CM log

2 2

3( 1)( )
               

4( )

sa sa

sa

P t f t f
fT fT

P t f

fT

⎛ ⎞+ Δ Δ Δ Δ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜Δ Δ⎝ ⎠

+ Δ Δ
+

Δ
     (24) 

2

DFSM 2 2

3( )
CM log

( )sa sa sa

t ft f t f
fT fT fT

⎛ ⎞ Δ ΔΔ Δ Δ Δ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜Δ Δ Δ⎝ ⎠
   (25) 

从计算量表达式看，AFSM 计算量主要在式(24) 

第 2 项上，所以计算复杂度为
2

2

3( 1)( )

4( )sa

P t f
O

fT

⎡ ⎤+ Δ Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

，

而 DFSM 的计算复杂度为
2

2

3( )

( )sa

t f
O

fT

⎡ ⎤Δ Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

。由于数据 

的多次重用，加大了算法整体的计算量。表 1 给出

了 AFSM 具体的计算量的分析。 
由于 AFSM 算法需要的样本数少，在选取合适

的参数条件下，整体计算量能与原有 DFSM 方法相

当。假设分别使用 DFSM(4096 点)与 AFSM(2048
点， 16P = )对实信号进行循环谱估计，所需计算量

分别如下： 
( ) 2

AFSM 2

2
DFSM 2

1 ( 1)
CM log

16 4 2
           4437 *1024

CM 0.5 log / 4 4120 *1024

P N P N N

N N N

+ ⎛ ⎞+ ⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
=

= + =

 

可以看出，AFSM 的复乘量与 DFSM 相差不大。当

算法的样本点数差距加大时，选取合理的参数P ，

AFSM 的计算复杂度可小于 DFSM。 

5  仿真实验 

以叠加白色高斯噪声的二进制相位键控(BPSK)
频带信号为对象，完成以下实验。仿真参数如下：

采样周期 1saT = ，中心频率 0.3125 Hzcf = ，符号的

周期 16sT = ，矩形脉冲成型。根据 BPSK 信号二阶 

表 1 AFSM 复乘量分析 

复数乘法数 
信号操作 

两个复信号的循环互谱 单个复信号的循环谱 单个实信号的循环谱 

数据加窗 2( 1) / 2P N+  2( 1) / 4P N+  
2( 1) / 4P N+ 次实数乘法 

FFT 2

( 1)
log ( / 2)

2

P N
N

+
 2

( 1)
log ( / 2)

4

P N
N

+
 2

( 1)
log ( / 2)

4

P N
N

+
 

序列乘积 2( 1) / 4P N+  2( 1) / 16P N+  2( 1) / 16P N+  
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循环平稳性质，BPSK 信号在 1/ =0.0625 Hz,sTα =  
2 0.625 Hzcfα = ± = 以 及 2 1/ 0.625c sf Tα = ± =  

0.0625 Hz± 切片处存在循环谱取值，算法中时域平

滑窗为汉宁窗。 
实验 1  分别使用DFSM与AFSM对无噪声的

BPSK 信号循环谱切片 (1/ , )sS T f 和 ( , 0)S α 进行估

计。DFSM和AFSM使用相同的8192点数据， t fΔ Δ
均为 64，切片点数均为 128 点， 16P = 。图 2 是两

种算法的估计结果。 
从图 2 可以看出，AFSM(虚线表示)与 DFSM 

(实线表示)的谱估计结果几乎一致。在没有噪声的

影响下，与 DFSM 相比，AFSM 谱切片估计未给幅

度和形状上带来变化，验证了同 DFSM 一样，AFSM
是循环谱的有效估计。 

实验 2  对 SNR= -10 dB 的 BPSK 信号的循

环谱切片 ( , 0)S α 进行估计。DFSM 使用 8192 点数

据，AFSM 使用该数据中截取的 4096 点进行估计。

t fΔ Δ 均为 64, P=16，切片点数均为 64 点。图 3 是

两种算法的运行结果，幅度进行了归一化。 
图 3 (b)中可以清晰地看到 2 0.625cfα = = 以及

2 1/ 0.625 0.0625c sf Tα = ± ± = ± 处的离散谱线，而

图 3(a)中 2 1/c sf Tα = ± ± 处的谱线已经部分消失。

在使用同一段数据的前提下，AFSM 的数据量为

DFSM 的一半，估计效果却优于 DFSM。  

实验 3  比较AFSM与DFSM算法在信号检测

算法中性能，及参数 P 对检测结果的影响，进一步

讨论算法的实际应用效果。检测原理如下：估计信

号的循环频率切片 ( ), 0S α ，搜索一定范围内(如以

2 cf 为中心左右1/ sT 附近)最大值作为载频特征，如

最大值对应于2 cf ，则判定载频检测正确，否则错误。

仿真中蒙特卡洛实验次数为 1000。 cP 是检测概率，

为正确次数与总次数的比值。检测中信号采样周期

为 0.5saT = ，其它参数同上。使用同样参数条件，

用 AFSM 和 DFSM 算法分别对随机产生 64、128

以及 256 符号长度信号进行检测。图 4 是 cP 随信噪

比变化结果。实验中估计的谱切片点数均为 256 点，

当 N=2048, 4096, 8192 时，M 分别为 8, 16, 32; 

16P = 。然后利用 AFSM 算法，设定 P 为 8, 16, 32

对 128、256 符号长度的信号进行检测实验，研究 P

值对估计性能的影响，图 5 是该实验结果。 
从图 4 结果看，在相同样本长度下，AFSM 的

检测结果明显优于 DFSM，样本越小时，性能提升

的越明显。分析其原因，当样本较小时，DFSM 估

计方差大，而 AFSM 算法有效抑制了估计方差，优

化的性能能更多体现。式(17)已证明在一定区间，P
值越大，估计方差越小。图 5 显示了大样本的的结

果，较好满足这一结论，小样本则改进不明显。式

(24)表明 P 增大会显著增加计算复杂度，因此需具

体情况合理选取 P 值。 

 

图 2 无噪声 BPSK 信号的 ( , )S fα 估计 

 

图 3 SNR=-10 dB，BPSK 的 ( , 0)S α DFSM 与 AFSM 估计 
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图 4 不同信噪比和样本长度下                             图 5 不同信噪比、P 和样本 

AFSM 与 DFSM 的检测正确率                            长度下 AFSM 的检测正确率 

6  结束语 

通过引入数据加窗和重叠处理等处理方法，本

文提出了一种改进的循环谱快速估计算法 AFSM。

从理论分析和实验结果来看，在低信噪比且对数据

量要求苛刻的条件下，AFSM 算法循环谱估计性能

要优于原 DFSM 算法，能够完成循环谱切片有效估

计。需要指出的是，可引入比特谱相关(OBSC)技 
术[9]来进一步降低相关运算的复杂度，限于篇幅，这

里不再描述。如何在未知参数条件下，实现循环谱

平面高精度快速估计，降低谱泄露与估计方差，值

得深入研究，使循环谱分析技术得到更广泛的应用。 
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