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概率型稀疏核 Logistic 多元分类机 
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(浙江工业大学计算科学与技术学院  杭州  310023) 

摘  要：该文提出一种基于二级先验概率的多元核 Logistic 分类机，扩展核 Logistic 回归为多元模型，并解决其解

的稀疏性问题，以提升多分类应用时的模型运行速率。为约简模型构建所需计算量，训练过程采用自下向上增补算

法，每次迭代采用尽量少的输入样本，规避了大型矩阵逆操作，以适应于不同量度的数据场合。实验显示，所提多

元分类机模型构建简单，且识别率与稀疏性都优于经典支持向量机所生成的“一对一”多分类方法及传统多元核

Logistic 回归算法。 
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Probabilistic Sparse Kernel Logistic Multi-classifier 

Zheng Jian-wei    Wang Wan-liang    Jiang Yi-bo    Chen Wei-jie 
(College of Computer Science and Technology, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023, China) 

Abstract: A new kernel logistic regression model based on two phase sparsity-promoting prior is proposed to render 

a sparse multi-classifier and enhance the run-time efficiency. For accelerating the building of the model, the 

bottom-up training algorithm is adopted which controls the capacity of the learned classifier by minimizing the 

number of basis functions used, resulting in better generalization and faster computation. Experimental results on 

standard benchmark data sets attest to the accuracy, sparsity, and efficiency of the proposed methods. 
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1  引言  

支持向量机(Support Vector Machines, SVM)
是一种经典的二元模型，已经成功地应用于不同分

类领域，然而如何对它进行多元扩展却始终是一个

难以解决的问题，一般都通过“一对一”，“一对多”

等后处理技术间接实现多目标分类。除此之外，它

的不足还表现在：二元输出结果不如概率输出贴近

实际、支持向量数随样本量增加呈线性递增、核函

数需严格满足 Mercer 条件、模型泛化参数C 与核函

数参数σ 都需交叉验证确定致使训练时间过长等。

相关向量机[1](Relevance Vector Machines, RVM)虽
然弥补了 SVM 的众多缺陷，但其仍是一个二元模

型，不能直接应用于多分类任务。 
核 Logistic 回归模型是另一种强大的有监督非

线性分类机，在无线传感网可靠性评估[2]、图像分 
割[3]、连续语音识别[4]等方面都有不俗的表现。KLR
的核函数无需满足 Mercer 条件，其概率输出结果给

出了 终类别赋值的置信度，符合众多分类任务的
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实际要求，更加自然且人性化。实际分类问题如人

脸识别、说话人辨认、文本分类等都具有多个识别

目标，传统 KLR 为二元分类机，应用时往往要先进

行多分类扩展。Roth[5]将 KLR 依成对耦合方式实现

多目标分类，与 SVM“一对一”(SVM One Versus 
One, SVMOVO)策略一致，虽然功能上实现了多目

标分类，但其本质仍是若干个二元分类器的组合。

Karsmakers 等人[6]从模型本身出发，提出真正的多

元核 Logistic 回归模型(Multi-class Kernel Logistic 
Regression, MKLR)，并用正则化迭代重加权 小平

方算法进行参数优化，迭代过程要进行矩阵逆操作，

因此训练效率较低，特别不适于大数据样本场合，

且模型不具有稀疏性。 
稀疏性是 SVM 与 RVM 都具有的优秀特性，能

防止模型参数过学习，提升模型泛化能力，且能更

好地满足模型应用时的实时性。文献[7]将原输入特

征向量映射到一个子空间，以特征向量选择的方式

实现了 KLR 的稀疏性，与 IVM(Import Vector 
Machines)[8]原理如出一辙。Krishnapuram[9]为模型

参数绑定 Laplasian 先验概率、Fu 等人[10]则将模型

参数叠加 1,2L 惩罚因子，两者都从本质上实现了

KLR 模型的稀疏性，但同时却又引入了一个惩罚平
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衡因子系数，需要通过交叉验证搜索获取，极大地

增加了训练负担。 
本文旨在为多元模型 MKLR 添加稀疏性，同时

提出相应的模型训练算法，本文结构为：第 2 节介

绍了扩展的多元核 Logistic 回归模型，并在不增加

新参数的前提下为模型参数绑定二级先验概率，引

入稀疏性；为使模型能够应用于不同训练样本数量

情形，第 3 节采用自下向上的模型训练算法对参数

进行交替迭代优化；第 4 节以基准公用数据对模型

效率进行了验证；第 5 节为本文总结。 

2  稀疏性多元核 Logistic 分类机 

2.1 多元核 Logistic 分类 
有监督 K 类分辨任务中，给定训练样本集

1{ , }N
n n n=x t ，其中 nx 为 p 维输入特征向量，即 n =x  

T
1 2( , , , )n n npx x x ; nt 为K 维输出向量。当输入 nx 属

于类别 {1,2, , }k K∈ 时，则 1nkt = ；反之， 0nkt = 。

训练目标为： 优化判别模型，使得给定新的输入

特征向量x 时，分类机能够从{1,2, }K 中选取一个

正确的类别标签，使得 1kt = ，任意 0i kt ≠ = 。 
多元 Logistic 分类模型(Multi-class Logistic 

Classifier, MLC) 中，给定 优化模型参数为
K p×∈ω ，则当输入x 时，结果输出为k 的概率计

算如下： 
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其中 kω 是类别k 的权值向量。由于各类概率输出之

和为 1，可将目标多元函数输出概率改成[6]： 
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经调整后模型判别结果不会受到影响，参数ω
只需训练 1

1{ }K
k k

−
=ω 即可，能提升模型训练速率。在有

监督学习情况下，给定N 个训练样本，模型参数
1
1{ }K

k k
−
=ω 的 大似然估计可通过 大化如下 lg 似然

函数获取： 
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式(2)，式(3)分别为多元 Logistic 分类机的决策

目标与参数优化泛函，为增强模型非线性分类能力，

将核技巧应用于原输入特征空间，则相应的多元核

Logistic 分类机(MKLC)参数改成 K N×∈ω ，而优

化泛函变成： 
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其中 1( ) { ( , ), , ( , )}n n n Nk kϕ =x x x x x 是样本 nx 的核

函数或基函数列，应用 为广泛的核函数为径向基

核： 2 2( , ) exp( || || /2 )K x y x y σ= − − 。相应的 MKLC
目标决策函数改为 
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2.2 稀疏性先验概率 
为防止模型训练过学习，控制模型复杂度，一 

般采取参数ω叠加 2L 惩罚因子
1

21
|| ||
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K
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=∑ ω 的方 

法，如支持向量机；引入 2L 惩罚因子的不足是相应

模型不具备稀疏性，如果将其改成 1L 范数 
1

11
|| ||

K
kk

λ
−

=∑ ω [11]，则模型具有稀疏性特征，即训练 

结果只有部分参数取有意义的值，其余为零，使模

型运行效率提升，但是新增的系数λ致使模型训练

负担增加，需要交叉验证过程才能确定其 终取值，

延缓了模型的优化过程；另一种稀疏性方法为模型

参数绑定拉普拉斯先验概率[12]为 
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很明显，Laplace 先验与 1L 惩罚因子一致，也

需要进行λ参数的交叉验证取值过程。为弥补已有

方法的缺陷，本文引入稀疏贝叶斯框架[13,14]中为参

数添加两级先验分布的思想实现 MKLR 的稀疏性。 
首先设定参数 kiω 服从均值为 0 方差为 2

iα
− 的高

斯分布，即 

2

1

( | ) ( | 0, )
N

k ki i
i

P N ω α−

=

=∏ω α        (7) 



1634                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 33 卷 

 

其中 kω 为第k 类模型参数，N 维向量α是决定模型

参数 kω 的超参数。引入高斯先验分布可使模型计算

可行，却无法产生稀疏性结果，因此限定超参数α的

超先验分布为 

1

( ) Gamma( | , )
N

i
i

P a bα
=

=∏α         (8) 

其 中 1 1Gamma( | , ) ( ) ia a b
i ia b a b e αα Γ α− − −= , ( )aΓ =  

1

0
da tt e t

∞ − −∫ ，为了达到无信息先验假设，一般取 

410a b −= = 。 

这样，每一个 0iα > 独立控制相应核函数对

终优化模型的相关度，这也是导致模型具有稀疏性

的根本原因。为区别于 RVM 中的相关向量，在 iα 值

趋于无穷大时，相应ω模型参数值趋向于零，称对

应样本为无效向量；反之，则相应参数取有意义的

数值，对应样本称为有效向量。 

3  模型训练算法 

3.1 算法整体框架 

添加上述两级先验分布于模型参数后， 终概

率型稀疏核 Logistic 多元分类机(Sparse MKLC, 

SMKLC)目标优化泛函由式(4)改为 
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由于 410a b −= = ，式(9) 后部分在具体求解过程

中可忽略。目标泛函L 的优化对象是模型参数ω，

而ω的确定首先需要获取合理的超参数，因此训练

过程分为ω与α交替迭代更新两个阶段[15]： 

(1)给定超参数的前提下， 大化参数ω后验概

率，由于 ( | , ) ( | ) ( | )P P P∝t tω α ω ω α ，因此获取

优化ω等同于 大化目标泛函L 。 
1
1{ } IRLSmax{ }K

k k L−
== =

ω
ω ω       (10) 

其中 IRLS代表 优化过程采用经典的迭代重加权

小平方算法[16]。 

(2)计算目标泛函式(9)的 Hess 矩阵 
Tlg ( | , ) | ( )kP= ∇ ∇ =− +H t V Aω ω ωω α Φ Φ  (11) 

其中 )2 2 2
1 2= diag( , , , Nα α α− − −A ，应用 Laplace 方 

法[17]将参数ω后验概率 ( | , )P tω α 近似成高斯分布，

其中高斯中心等于ω，协方差矩阵通过式(11)计算： 
1 T 1( ) ( )k k

− −= − = +H V AωΣ Φ Φ      (12) 

其中对角矩阵 1 2diag( , , , )k k k kNν ν ν=V ，元素 knν =  

( | , )(1 ( | , ))kn knP t P t−X Xω ω 。根据优化所得ω，模

型当前的训练结果为 
1( ( | , ))k k k kP−= + −t V t t XΦω ω     (13) 

(3)根据所生成的ω，采用 大化边缘似然函数

进行超参数α的迭代更新，即 大化。 

( ) lg ( | ) lg ( | ) ( | )dL P P P
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= = ∫t tα α ω ω α ω  (14) 

其中 ( | )P ω α 采用第 2 步的近似高斯函数。由于

( | )P t ω 的存在，对式(14)直接积分不能成功，需要

依式(13)把 kt 看作是以Φω为中心， 1−V 为方差的高

斯函数，再由式(14)计算出 ( )L α 的优化函数： 
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其中 
1 T

k k
−= +M V AΦ Φ          (16) 

3.2 超参数优化 

通过边缘 大似然式(15)对超参数α进行优化

可以采用两种不同的方法，即自上向下削减模型和

自下向上增补模型。前者是将α所有元素初始化为

有效值，通过迭代算法，α中部分元素值趋向于无

穷大，则ω中相应值趋向于零，即削减有效向量至

模型收敛。后者是α中任取若干个元素为有效值，

其余初始化为无穷大，通过迭代算法，逐渐地叠加、

重估或删除有效向量，即增补模型。由于在训练样

本较大时，自上向下的方法在初始阶段往往计算量

过大或内存溢出，本文采用自下向上的方法。 

式(16)的 kM 中包含完整的α向量，为适应自下

向上的增补方法，需要先分解 kM ，独立体现 iα 的

作用。 
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其中 ( )k i−M 为从 kM 中把 iφ 剥离后的矩阵。再应用矩

阵行列式与逆矩阵定义可得 
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由此，式(15)可以转换成 
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其中 T 1
( )ki i k i is −
−= Mϕ ϕ , T 1

( )ki i k i kq −
−= M tϕ 。通过对式

(20)一阶微分获取 ( )L α 针对 iα 的 优值。 
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通过求解以上多项式，可以计算出相应 iα 的稳

定值，同时考虑 iα = ∞的情况，即可获得 优的 iα 。 
opt argmax ( )

i
i il
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α α=            (22) 

值得一提的是，上述 优值结果如为 iα = ∞，

即相应训练样本为无效向量，由此产生了模型稀疏

性。为简化 kis 及 kiq 的计算，我们求助于因子 kiS , 
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T 1 2 T T

ki i k k ki i k ki i k kQ V t V− Τ= = −M t tϕ ϕ ϕ ΦΣ Φ  .. (24) 

使得 
ki ki

ki
ki ki

S
s

S
α

α
=

−
            (25) 

ki ki
ki

ki ki

Q
q

S

α
α

=
−

            (26) 

从式(23)，式(24)可见， kiS , kiQ 的计算过程中

不需要将第 i 个基函数 iϕ 去除，且其中的Φ , kΣ 仅

需要当前所包括的有限个基函数元素，而非所有N

个基函数。因此可提升 kis , kiq 的求取速率。 
综上所述，在自下向上的先验α训练算法中，

每次迭代过程即遍历所有基函数 mϕ ，找出其中使

( )L α 增加 大的相应 opt
iα ，满足 

argmax( ( ))i
i

m L α=            (27) 

设定所搜得的基函数 mϕ 原先验系数为 old
mα ，根

据不同的情形对搜索到的 old
mα 进行调整： 

(1)如果 old
mα = ∞且 opt

mα <∞，则当前模型没有

包括基函数 mϕ ，且 mϕ 为有效向量，进行叠加操作

将之包含进模型，且依式(22)修正 old
mα ； 

(2)如果 old
mα <∞且 opt

mα = ∞，则当前模型已包

括基函数 mϕ ，且 mϕ 为无效向量，进行删除操作将

之从模型中剔除，且将 old
mα 赋值为无穷大； 

(3)如果 old
mα <∞且 opt

mα <∞，则当前模型已包

括基函数 mϕ ，即 mϕ 仍为有效向量，进行重估操作，

依式(22)修正 old
mα 。 

3.3 实现细则 
综合上节分析内容，所述的自下向上模型训练

算法具体步骤如下： 
(1)设定任意 p个基函数 iϕ 为初始模型元素，相

应 1iα = 。如果 p 值选取过大，则会影响模型初始

阶段训练速度，违背了自下向上算法的基本思想，

多次实验显示任意选择 {1, ,10}p ∈ ，模型结果相

差无几； 
(2)通过 Laplace 近似过程计算当前模型的Σ、

ω及每个基函数 mϕ 对应的 1
1|Kkm ks −

= , 1
1|Kkm kq −

= ，为模

型迭代更新做好准备； 
(3)依式(27)从N 个基函数中选择使 ( )L α 增益

大的 mϕ 。然而，当训练样本数N 过大时，每次迭

代过程中 mϕ 的搜索占据了大量时间，可采取的方法

是随机选择x N 个基函数，从中选取 佳的基函

数。另外，每次迭代中只进行一个基函数的修整过

于浪费系统资源，可对基函数进行增益排序，每次

迭代取前d 个基函数进行修整。本文采用 100x = , 
5d = ； 
(4)依式(22)求取 opt

1|di iα = ，并根据 3.2 节所述的

3 种不同情形修整模型； 
(5)迭代更新修整后模型的Σ , ω，计算新选取

的x 个基函数相应 1|xki is = , 1|xki iq = ； 
(6)当模型不再有基函数叠加、删除操作，且重

估操作中 4max | | 10mα
−Δ < ，则模型收敛；反之，

转到步骤 3 继续训练过程。 

4  实验分析 

为验证所提稀疏核 Logistic 多元分类器的算法

效率及分类性能，分别采用人造数值与 UCI 公共测

试数据库中的部分数据集进行直观分类显示与不同

算法间的性能对比。算法所需核函数都采用径向基

核，其中核带宽σ 由 5-fold 交叉验证及网格式搜索

过程获取，所有实验结果都在CPU主频为 2.6 GHz，
内存 4G 的台式机中产生，软件环境为 Windows XP
操作系统，Matlab7.1 编译平台。 
4.1 合成数值 

首先在平面上以坐标[0,1]为区间随机产生 3 类

2 维数据，每类数据样本量为 50，不同类别样本间

存在交叉区域，应用 SMKLC 后的分类效果如图 1
所示，其中加圆圈的数据为权值参数不为零的特征

向量，即有效向量。 
从图 1 中可见，对于给定的合成三分类数据，

通过 SMKLC 训练所得的决策边界为样本提供了很

好的区分性。除此之外，上述 SMKLC 的 终有效 
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图 1 SMKLC 分类合成数据效果直观图 

向量数仅为 5 个，而完整的训练样本数为 150 个，

说明其具有很强的稀疏性能，在应用于多分类数据

时，保证了算法运行的高实时性能。 
4.2 UCI 基准数据实验 1 

继续验证 SMKLC 的具体识别效率，选取公共

测试数据库 UCI 上的数据集 Iris, Wine, Libras, 
Svmguide2, Waveform 分别进行测试，各数据描述

如表 1 所示，其中 NTR 表示训练样本数量，NTE
代表测试样本数量，Dims 和 Class 分别是样本特征

维度及数据类别总数。 

表 1 UCI 5 种数据描述 

UCI Data NTR NTE Dims Class 

Iris  120   60  4  3 

Wine  146  178 13   3 

Libras  360  270 90  15 

Svmguide2  150  391 20   3 

Waveform 2000 2000 21   3 

 
在测试过程中，实现了经典 SVMOVO , 

RVMOVO 多分类方法以及文献[6]多元核 Logistic
方法(MKLR)与 SMKLC 进行对比，结果如表 2 所

示，每种算法都列出了所有数据的识别错误率(ER)
以及各自的平均相关向量数(RV)、支持向量数(SV)
和有效向量数(UV)。从中可见，RVM 和 SVM 两者

在不同数据类型下识别率相近，且 RVM 具有更高

的稀疏性，RV 的数量较 SV 明显减少，两者的缺陷

是都通过 OVO 方式实现多分类扩展，使得模型构 

建过程非常繁琐，例如在应用于 Libras 数据分类时 
需要构建 2

15 105C = 个子二元分类器；MKLR 本质上

即是一个多分类器，模型构建简易直观，然而实验

结果的识别率却并不突出，除在 Waveform 数据集

中表现略优外，其余错误率都高于 SVM，究其原因

是为了满足大样本应用，训练过程中采用了

Nystrom 近似方法[6]，致使性能有所下降，并且模型

不具备稀疏性，所有训练数据都可称之为有效向量；

本文所提的SMKLC识别性能突出，与MKLR一致，

也是一种直接多元分类器，并且稀疏性高于 SVM，

与 RVM 相近，具有高效的模型运行效率，以

Svmguide2 为例，对于每一个输入样本，SVMOVO
需要 0.015 s的测试用时，而 SMKLC模型只需 0.001 
s。 

除此之外，实验还对模型的构建效率进行了测

试，表 3 列出了 SMKLC 与 MKLR 两者在不同条件

下的模型训练性能，其中实验 A 条件为：对于同一

数据，SMKLC 与 MKLR 达到指定识别率时分别所

需的 少训练用时(TM，单位为 s)；实验 B 条件则

为：相同数据下，SMKLC 与 MKLR 在指定训练时

间下各自的识别错误率。考虑到 RVM、SVM 两者

的多元扩展策略较为繁琐，在此不作比较。如表 3

所示，在指定识别精度时，SMKLC 需要更少的模

型生成时间，当训练样本数量增长时，优势更为明

显；当指定模型训练时间时，SMKLC 的识别性能

也优于 MKLR，尤其在 Wine 数据集中，MKLR 原

优错误率为 2.86%，优于 SMKLC 的 6.05%，而

当训练时间限制为 2 s 时，MKLR 的错误率提高至

6.8%，劣于 SMKLC 的 6.5%，验证了自下向上训练

算法的优越性。 
4.3 UCI 基准数据实验 2 

SVM 的一个不足是其支持向量数随着训练样

本数的增加呈线性增长，为验证 SMKLC 在相同条

件下的有效向量增长情况，本文借助 UCI 公共数据

集中的 Satimage 和 Waveform 各 4000 例训练样本

及 1000 例测试样本，检验 SMKLC 在不同数量训练 

表 2 SMKLC 与 SVMOVO, RVMOVO, MKLR 识别率对比 

RVMOVO MKLR SVMOVO SMKLC 
UCI Data 

ER(%) RV ER(%) UV ER(%) SV ER(%) UV 

Iris(3 class)  0.00  5.9  0.00 All  0.00 18  0.00  5.5 

Wine(3 class)  4.25 12.8  2.86 All  2.25 22.3  6.05  9.5 

Libras(15 class) 11.45 15.5 16.32 All 12.75 18.6 11.10 22.7 

Svmguide2(3 class) 21.20  42.68 22.58 All 20.20  72.67 19.50 38.5 

Waveform(3 class)  9.72 43.2  9.68 All  9.88 90.2  9.59 51 



第 7期                         郑建炜等： 概率型稀疏核 Logistic多元分类机                                  1637 

 

表 3 SMKLC 与 MKLR 模型构建效率对比 

实验条件 A 实验条件 B 
UCI Data 

ER(%) TM(MKLR)(s) TM(SMKLC)(s) TM(s) ER(MKLR)(%) ER(SMKLC)(%) 

Iris 0.0   1.95       1.81        1.5   3.3         1.6        

Wine 7.0   2.35       2.12        2.0   6.8         6.5        

Libras .17.0   72.0        32.7         ...50    20.6         11.1        

Svmguide2 23.0   1.35       1.10        1.0   25.6         20.1        

Waveform 10.0   244         165           150     20.7         14.8        

 
样本情况下的有效向量数变化过程并与 SVM 进行

对比。模型训练的结束条件为：在相同训练样本的

前提下，两种算法对测试样本的识别率达到一致(差
值小于 1%)。实验结果如图 2 所示，其中横坐标为

训练样本数，纵坐标为模型训练终止时的支持(有 
效)向量数。 

 

图 2 有效向量数与支持向量数对比 

从图 2 可见，在两种不同训练数据下，随着训

练样本量的增加，SVM 的支持向量数也近似呈线性

增长，当训练样本数量很大时，这一特性将严重影

响 终模型的识别实时性能。而 SMKLC 的有效向

量数并不随训练样本线性增长，在具体应用中，其

有效向量达到一定数值后会呈饱和状态，此后再增

加训练样本数将不会影响 终有效向量数。这一特

征使 SMKLC 算法在应用于大样本场合时，一旦模

型训练完成，即能取得很好的测试实时性。 

5  结束语 

为弥补经典核 Logistic 回归与支持向量机各自

的缺陷，本文提出概率型稀疏核 Logistic 多元分类

机，实现了真正的多元分类模型，而非“一对一”

或“一对多”等后处理多元化方法，并且在不增加

训练负担的前提下为模型参数绑定稀疏性先验概

率，强化模型泛化能力。所采用的自下向上训练算

法虽然结果仅为次优解，却大大地加速了训练速度，

使模型得以应用于大训练样本场合。 
实验结果表明，所提的 SMKLC 模型在多分类

应用中具有良好的判别效果，其模型稀疏度较 SVM
更高，且有效向量数并不随训练样本的增加而线性

增长，对比传统 MKLR 方法，其模型构建速率更快，

自下向上进行增补的训练策略也避免了大样本应用

时的内存溢出现象。然而，实验过程也表明，SMKLC
在应对不平衡训练数据时效率较低，并且模型中的

核函数参数还需经过交叉验证获取，费时较多，未

来工作中，将对这两方面进行研究分析，使模型更

加完善。 
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