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基于阈值逻辑的逻辑函数综合算法研究 

韦  一    沈继忠
* 

(浙江大学信息与电子工程学系  杭州  310027) 

摘  要：阈值逻辑门由于具有强大的逻辑功能且独自构成完备集而备受关注。为了设计以阈值逻辑门为单元结构的

电路，该文首先分析了谱技术与阈值函数的关系，并通过零次、一次谱系数计算阈值函数的权值和阈值。对于非阈

值函数，该文提出了新的逻辑函数综合算法，可以将任意非阈值函数转化为几个阈值函数和的形式。因此，使用一

个或多个阈值逻辑门组成的网络可以实现任意布尔逻辑函数。该算法为共振隧穿二极管的电路设计提供一种新方

法。 
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Research of Logic Function Synthesis Algorithm Based on Threshold Logic 
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Abstract: Threshold Logic Gate (TLG) is receiving much attention because of its logic versatility and functionally 

complete. For the circuit design based on TLG, a method is described to determine whether a function is threshold 

or not with the spectral technology. The weights and threshold can be calculated by spectral coefficients. As for 

non-threshold function, a novel logic synthesis algorithm is proposed, which can transform non-threshold function 

to the sum of some threshold functions. Furthermore, any Boolean logic function can be realized by a collection of 

TLG using the method in this paper. Proposed algorithm provides a method for circuit design of resonant 

tunneling diode. 
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1  引言  

阈值逻辑门具有较强的逻辑功能，且与人工神

经元有类似的结构，受到广泛的关注[1,2]。在阈值逻

辑门的硬件电路设计中，共振隧穿二极管(Resonant 
Tunneling Diode, RTD)因为其电流控制和负内阻

特性，体现了巨大的优势 [3 5]− 。RTD 是一种利用量

子共振隧穿效应制成的纳米电子器件。它具有速度

快、频率高、电压低、功耗少和实现功能多等特点，

因而在未来 VLSI 设计中有着巨大的发展潜力[6,7]。 
部分文献已提出了基于 RTD 阈值逻辑门的电

路综合方法[8,9]，然而对于阈值函数判断和非阈值函

数分解都存在不足之处。本文结合谱技术，提出基

于阈值逻辑门的布尔函数综合算法。通过此算法，

任意逻辑函数可以用一个或多个阈值逻辑门组成阈

值网络予以实现。 
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2  阈值逻辑和谱技术 

2.1 阈值逻辑 
一个阈值逻辑门由 n 个二值输入变量， { }ix  

( 1,2, , )i n= ，一组为整数的权值， { }( 1,2,i iω =  
, )n ，一个阈值T 和输出 f 组成，其输入输出关系

为 
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同时，阈值逻辑函数也可以由权值 -阈值向量

(weight-threshold vector)表示， 1 2[ , , , ; ]n Tω ω ω 。 
如果一个布尔逻辑函数能用单一的阈值逻辑门

实现，则此函数为阈值函数。否则，则称为非阈值

函数。由于阈值逻辑门能够实现与、或、非逻辑，

所以其具有函数完备性[8]。 
2.2 谱技术 

谱技术是一种数学方法，它通过转换矩阵将二

值函数和变量从传统的布尔域转换到新的谱域，而
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在转换过程中没有损失任何信息。由于相对于布尔

域，谱域采用更大的取值范围，在n 变量函数中谱

系数 ir 可以取从 2n− 到 2n+ 中的偶数，因此每个谱系

数拥有更多的信息，很多函数性质不能在布尔域中

发现，而可以在谱域中表现 [10]。对于函数 1( ,f x  
, )nx ，它的谱系数列阵R可由式(2)得到 

n= ⋅R T F                (2) 

其中 nT 为n 阶 Rademacher-Walsh 转换矩阵，F 为

函数在布尔域中的输出值列阵。以三变量谱系数为

例， T
0 1 2 3 12 13 23 123( )r r r r r r r r=R ，其中 0r 称为零次

谱系数， ir 称为一次谱系数， ,ij ijkr r 称为高次谱系数。

谱系数具有以下性质[11]： 
(1)当 f f↔ ，则全部谱系数改变符号； 
(2)当 iix x↔ ，则相应的谱系数变换如下： 

,  i i ij ijr r r r↔− ↔−  
(3)当 ( ) if x x⊕ ，则相应的谱系数变化如下： 

0,  ,  i ij j ijk jkr r r r r r↔ ↔ ↔  
(4)当 i i jx x x↔ ⊕ ，则相应的谱系数变化如下： 

,  i ij ik ijkr r r r↔ ↔  

3  逻辑函数综合算法 

在这一节中，首先讨论如何通过谱系数区分阈

值函数和非阈值函数。对于非阈值函数，结合谱系

数性质，提出了新的函数综合算法，可以将非阈值

函数分解成几个阈值函数和的形式。通过以上两步，

任意逻辑函数都可以由一个或多个阈值逻辑门实

现。在论文的以下部分，均以三变量函数为例，而

新算法同样适用于更多变量的函数。 
3.1 阈值函数判断 

文献[10]提出基于谱系数的阈值函数分类情况，

如表 1 所示。如果一个三变量函数的零次和一次谱

系数，经过取绝对值并按降序排列后，其结果与表

1 中某一行的 ir 数值相同，则此函数为阈值函数。

而阈值函数的权值与阈值可以通过表中 ia 得到，具

体方法是：权值 i iaω = ，且其极性与所对应的一

次谱系数 ir 相同；而阈值T 为 
3
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例 1  对于三变量函数 31 2 1f x x x x= + ，计算可 

表 1 基于谱系数 ir 的三变量阈值函数分类情况 

ir  ia  

8 0 0 0 1 0 0 0 

6 2 2 2 2 1 1 1 

4 4 4 0 1 1 1 0 

得其零次和一次谱系数为(2 6 2 -2)，取绝对值并降

序排列后的数据，与表 1 中 ir 的第 2 行相同，所以

f 为阈值函数。通过计算得到此函数的权值-阈值向

量是[2,1,-1;2]。 
3.2 非阈值函数分解算法 

在讨论如何将非阈值函数分解为阈值函数的方

法之前，首先提出几个定理： 
定理 1  对于阈值函数 1( , , )nf x x ，如果存在以

下等式： 

1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )n i n i nf x x x f' x x x f'' x x= +   (4) 

其中 1( , , )nf' x x 和 1( , , )nf'' x x 为两个新函数，

1 i n≤ ≤ ，则函数 1( , , )i nx f' x x 和 1( , , )i nx f'' x x 均

为阈值函数。 
证明  从式(4)可得 

1 1( , , ) ( , , )i n i nx f' x x x f x x=        (5) 

1 1( , , ) ( , , )i n i nx f'' x x x f x x=        (6) 

由于 1( , , )nf x x 为阈值函数，则存在以下关系： 
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其中 kω 为相应 kx 的权值，T 为阈值。构造一个阈值

函数h 满足 
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当 0ix = ，则 ( )1, 1

n n
k k kk k i k
x T Tω ω

= ≠ =
< + +∑ ∑ , 

0h = ；当 1ix = 时，式(8)与式(7)相同，h f= 。由

此可得 

1 1( , , ) ( , , )i n i nh x f x x x f' x x= =       (9) 

所以 1( , , )i nx f' x x 为阈值函数，同理可证 1( ,ix f'' x  

, )nx 也为阈值函数。                     证毕 

定理 2  对于一个非阈值函数 1( , , )nf x x ，如果

将 i jx x⊕ , 1 i j n≤ ≠ ≤ ，替换 ix 得到的新函数

1( , , , , )i nf' x x' x 为阈值函数，则 1( , , )j nx f x x 和

1( , , )j nx f x x 也均为阈值函数。 

证明  新函数 1( , , , , )'
i nf' x x x 中 '

i i jx x x= ⊕ ，

则根据香农定理可得 
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由于函数 1( , , , , )'
i nf' x x x 为阈值函数，根据定理 1，

则 1( , , )j nx f x x 为阈值函数，而 1( , , , , )ij nx f x x x

也为阈值函数。 
根据前述谱系数的性质(2)可知，函数 1( ,jx f x  

, )nx 与 1( , , , , )ij nx f x x x 中除了下标含有 i 的谱

系数数值相同、符号相反外，其余谱系数均相同。

根据阈值函数判断方法得到 1( , , )j nx f x x 也为阈值

函数。                                   证毕 
定理 3  对于一个非阈值函数 1( , , )nf x x ，如果

经过 1( , , )n if x x x⊕ ,1 i n≤ ≤ ，得到的新函数 1( ,f' x  
, )nx 为阈值函数，则 1( , , )i nx f x x 和 1( , , )i nx f x x

也均为阈值函数。 
证明  有函数 1( , , )nf' x x 定义可得 

1 1

1 1

( , , ) ( , , )

              ( , , ) ( , , )

n n i

ii n n

f' x x f x x x

x f x x x f x x

= ⊕

= +   (11) 

因为 1( , , )nf' x x 为阈值函数，根据定理 1 可得，

1( , , )i nx f x x 和 1( , , )i nx f x x 均为阈值函数。 
通过谱系数的性质(1)可知， 1( , , )i nx f x x 的反

函数 1( , , )i nx f x x+ 也为阈值函数。同时， 

1 1( , , ) ( , , )i in i nx f x x x x f x x+ = +      (12) 

根据定理 1 可知 1( , , )i nx f x x 为阈值函数。    证毕 
通过定理 2 和定理 3 可知，基于阈值逻辑的函

数综合算法的关键就是如何将非阈值函数转换成阈

值函数。我们以三变量函数为例，将所有函数的谱

系数取绝对值、降序排列后可得表 2 所示结果。从

表中可知，三变量函数谱系数的取值只有 3 种可能。

所以任何一个三变量非阈值函数都可以通过性质(3)
和性质(4)转换成阈值函数，然后由定理 2 和定理 3
得到综合结果。算法的具体步骤如下： 

(1)计算函数的谱系数； 
(2)根据函数的零次和一次谱系数判断是非为

阈值函数。如果是阈值函数，由表 1 和式(3)可得函

数的权值-阈值向量； 

表 2 三变量谱系数分布情况 

编号 谱系数 

1 8 0 0 0 0 0 0 0 

2 6 2 2 2 2 2 2 2 

3 4 4 4 4 0 0 0 0 

(3)对于非阈值函数，根据谱系数性质(3)和性质

(4)，将原函数转换成阈值函数； 
(4)通过步骤(3)中参与转换的输入变量，以及定

理 2 和定理 3，即可将原函数分解为若干个阈值函

数和的形式。 
例 2  对 于 三 变 量 函 数 1 23 3f x x x x= +  

31 2x x x+ ，其谱系数为 
0 0 0 4 0 4 4 -4 
0r 1r  2r  3r 12r  13r  23r 123r

根据性质 (3)，得到新函数 1 2 3 1 2( , , ) ( , ,f' x x x f x x=  

3 3)x x⊕ ，其谱系数为 
4 4 4 0 -4 0 0 0 
0r 1r 2r 3r 12r  13r  23r 123r

从其零次和一次谱系数可知，新函数为阈值函数。

则根据定理 3，原函数可以用两个阈值函数和的形

式表示。 

31 2 3f f f x f x f= + = +          (13) 

其中 1 21 3 3f x x x x= + ，其权值-阈值向量为[-1,-1, 
2;1]; 32 1 2f x x x= ，其权值-阈值向量为[1,1,-1;2]。 

对于更多变量的函数中，以上算法依然成立。

当然也存在部分非阈值函数无法直接转换成阈值函

数的情况。对于这些函数，可以将原函数分解为多

个函数[10]，其中每个函数都可以转换为相应的阈值

函数。然后使用本文提到的算法，就可以由多个阈

值逻辑门实现这些函数。 

4  结束语 

本文首先分析了谱技术与阈值函数的关系：通

过计算和处理函数的零次、一次谱系数，可以判断

其是否为阈值函数。如果是阈值函数，则可以通过

计算直接得到其权值-阈值向量；而对于非阈值函

数，本文提出了新的基于阈值网络的函数综合算法。

此算法可以将任意非阈值函数转化为多个阈值函数

和的形式。新的综合算法适合于以阈值逻辑门为单

元结构的电路设计。利用 RTD 器件设计通用阈值逻

辑门电路，并以此构建阈值网络将是下一步的研究

方向。 
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