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零相关区阵列偶集的递归构造研究 
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 (福建师范大学网络安全与密码技术重点实验室  福州  350007) 

摘  要：该文给出了零相关区(ZCZ)阵列偶集的一种递归构造方法。利用正交矩阵，对具有相同主峰值的阵列偶

集进行交织和直积构造。由该方法得到的阵列偶集不仅具有更大的体积，而且保持了良好的相关特性。此方法可

以推广为 ZCZ 屏蔽阵列偶集的递归构造。 
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Study on the Recursive Constructions of Zero  
Correlation Zone Array Pairs Set  

Ke Pin-hui    Zhang Sheng-yuan 

(Key Laboratory of Network Security and Cryptology, Fujian Normal University, Fuzhou 350007, China) 

Abstract: A recursive construction of Zero Correlation Zone (ZCZ) array pairs set is proposed. By using the 

orthogonal matrix, the interleaving and direct product techniques are applied to an array pairs set with the same 

energy. The obtained ZCZ array pair set not only has larger size but also preserves good correlation properties. 

The proposed technique can be generalized as a recursive construction of ZCZ punctured array pairs set. 
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1  引言  

在雷达、声纳和扩频通信等通信系统中常要求

所处理的信号具有良好的相关性质[1]。因此，在过

去的几十年中，国内外的学者就具有良好相关性质

的序列(信号)的分析和构造给予了大量的研究并得

到了丰富的研究成果 [1 10]− 。但是，由于 Welch 界等

理论界的限制，不存在理想的序列集，即自相关函

数是冲击函数而互相关函数都为零。为了满足工程

的需要，人们做了两个方面的推广。一方面，对序

列的维数进行了推广，提出了各种阵列及阵列偶的

概念 [1,3 5]− 。另一方面，放宽对相关区域的要求，提

出了零相关区(ZCZ)和低相关区(LCZ)序列集[6,7]。

近年来，结合这两个方向的研究内容，人们提出

ZCZ 阵列偶[8]及 ZCZ 屏蔽阵列偶[9]的概念，并给出

了一些构造，更好地满足实际工程的需要。但总体

而言，构造方法非常有限，除了文献[8-10]给出的

构造外，尚未见到其它的研究成果。 
注意到已有的 ZCZ 阵列偶集的构造都是直接
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构造，本文提出了一种 ZCZ 阵列偶集的递归构造方

法。该方法构造的阵列偶集包含的阵列偶不仅有更

大的体积，而且保持了良好的相关性，并给予了严

格证明。本文提出的方法拓展了 ZCZ 阵列偶集的存

在范围。 

2  基本定义及性质 

令 0 1 1( , , , ),nx x x −=X 0 1 1( , , , )ny y y −=Y 是

两个n 长的二进序列，其中 ,i ix y { 1,  1 }∈ − ， 0 ≤  
i n< ，则它们在 ,  0 nτ τ≤ < 的周期互相关函数定

义为   
1

( )mod
0

( )
n

i i n
i

C x y ττ
−

+
=

= ∑X,Y          (1) 

2 维阵列是序列的推广。 

定义 1[3]  设 [ ],ijx=X [ ]ijy=Y ，其中 ,ij ijx y ∈  

1 2{ 1,  1},  0 ,  0i N j N− ≤ < ≤ < ，称{ , }XY 是一个

1 2N N× 阶(2 维)阵列偶，并称 1 2N N× 为该阵列偶

的体积。 
类似于序列的周期互相关函数，阵列偶的周期

相关函数定义如下： 
定义 2[3]  设 { , }, { , }' ' '= =P XY P X Y 是两个

体积为 1 2N N× 阵列偶，对任意的 ( , ),s tτ =  0 s≤  

1 2,  0N t N< ≤ < ，称 
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1 2

1 2

1 1

, , ( )mod ,( )mod
0 0

( )
N N

' i j i s N j t N
i j

C x y'τ
− −

+ +
= =

= ∑ ∑P P   (2) 

为P和 'P 在 τ的周期互相关函数。 

假设 , , ,' '
i i i iX Y X Y , 10 1i N≤ ≤ − ，分别是阵列

偶 { , }, { , }' ' '= =P XY P X Y 的 行 序 列 ， 这 里

, , ,' '
i i i iX Y X Y 都是 2N 长的二进序列，则式(2)可表示

为 
1

( )mod 1

1

,
0

( ) ( )
i i s N

N

' '
i

C C tτ
+

−

=

= ∑P P XY       (3) 

注意，式(2)和式(3)中的下标都是模运算，为

书写的简便，在背景清楚的情况下其模运算的符号

省略。若 '=P P ，此时称为阵列偶P在 τ的周期自

相关函数，并简记为 ( )C τP 。 

若阵列偶 { , }=P XY 的周期自相关函数满足： 

其它

1 20,  0mod , 0mod
( )

0,        

E s N t N
C τ

⎧ ≠ ≡ ≡⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
P  (4) 

则称该阵列偶是最佳的[3]，其中E 称为该阵列偶主

峰值。 

定义3[8]  设 0 1 1, , , M−P P P 是M 个 1 2N N× 阶

阵列偶，其零相关区定义为 

1 2 ,
max{( , ) : ( , ) 0,i jL T T C s t= =P P 对所有 s <  

1 2, , 0T t T i j M< ≤ ≠ < , 且 ( , ) 0iC s t =P , 对所有

s < }且1 2, , ( , ) (0, 0), 0T t T s t i M< ≠ ≤ < 。 

若 (0, 0)L ≠ ，则称 0 1 1, , , M−P P P 为 1 2( ,N N×  

, )M L 零相关区阵列偶集。 

设 0 1 1{ , , , }m−X X X 是m 个n 长的二进序列，

其中 ,0 ,1 , 1i i i i nx x x −=X , 0 i m≤ < , 0 1( , , ,b b=b  

1)mb − 是一个m 长的二进序列，定义 

0 1 1

0 0,0 1 1,0 1 1,0

0 0,1 1 1,1 1 1,1

0 0, 1 1 1, 1 1 1, 1

( , , , )

  

m

m m

m m

n n m m n

b x b x b x

b x b x b x

b x b x b x

−

− −

− −

− − − − −

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

I X X X b

  (5) 

然后，按行依次取 0 1 1( , , , )m−I X X X b的元素，得

到一个mn 长的二进序列。为方便起见，我们也把

该序列 1
0{ }mn

t tz −
= 记为 0 1 1( , , , )m−I X X X b。给定周

期比较小的序列，公式(5)结合了交织和直接的方

法，构造了一个周期更大的序列。 

设 1
0 0 1 1{ } ( , , , )' mn

t t mz' z −
= −= = I Y Y Y a，由文献

[2]知，对 ,  0 mnτ τ≤ < ，记 1 2 1,  0t m t tτ = + ≤  

2,  0 ,n t m< ≤ <  序列z和 'z 在 τ的相关值为 

2

2 2

2 2
2

1

, , 1
0

1

, 1

( ) ( )

           ( 1)

i i t

i i t

m t

' i i t
i

m

i i t
i m t

C b a C t

b a C t

τ
+

+

− −

+
=

−

+
= −

=

+ +

∑

∑

z z X Y

X Y     (6) 

3  ZCZ 阵列偶集的递归构造 

给定具有相同主峰值的 ZCZ 阵列偶集，本节给

出 ZCZ 阵列偶集的一种递归构造方法。构造得到的

阵列偶不仅具有更大的体积，而且保持了良好的相

关特性。 
设 0 0,0 0,1 0, 1{ , , , }N−= P P PP 为 ( 1 2N NN× ，

N ，( 1N ,L ))的 ZCZ 阵列偶集，而且每个阵列偶的

主峰值都是NE ，例如文献[8,10]给出了满足该条件

的阵列偶集。 
递归构造步骤如下： 对 1,2,k = ， 
(1)设 k kN S T= ，这里 ,k kS T 都是正整数，并约

定 0 1S = ， 0T N= 。同 ,0 ,1 , 1{ , , , }kk k k k T −=H H H H
是 kT 个 kS 阶的正交矩阵的集合，这里正交矩阵

,k iH ， 0 ki T≤ < ，允许相同。 
(2) 利 用 1 1,0 1,1 1, 1{ , , , }k k k k N− − − − −= P P PP 及

,0 ,1 , 1{ , , , }kk k k k T −=H H H H 构造 ,0 ,1{ , ,k k k= P PP  
, 1, }k N−P 。具体步骤如下： 

(a)把 1k−P 分为 kT 个组 1 1 1
0 1 1{ , , , }

k

k k k
T

− − −
−P P P ，

每个组恰好包含 kS 个阵列偶 
1 1, 1, 1 1, ( 1) 1={ , , , }, 0k k kk k S t k S t k S t

t kt T− − − + − + − ≤ <P P PP
  (7) 

其中 
1, 1, 1,{ , },  0k k kk S t i k S t i k S t i

kP i S− + − + − += ≤ <X Y  (8) 

是体积为
1

1 2 0

k
ii

N NN S
−

=
× ∏ 的阵列偶， 

1 1

1, 1,
0 0

1, 1,
1 11, 1,

1, 1,
1 1

, 

k k

k k

k k

k k

k S t i k S t i

k S t i k S t i

k S t i k S t i

k S t i k S t i
N N

− + − +

− + − +
− + − +

− + − +
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X Y

X Y
X Y

X Y

 (9) 

(b)对 0 kt T≤ < ，由 1k
t
−P 和 , k tH 构造 kS 个体 

积为 1 2 0

k
ii

N NN S
=

× ∏ 的阵列偶 
, , 1 , ( 1) 1{ , , , }k k kk k S t k S t k S t

t
+ + −= P P PP      (10) 

其中 
, , ,{ , },  0k k kk S t i k S t i k S t i

ki S+ + += ≤ <P X Y   (11) 

1 1 1

1, 1, 1 1, ( 1) 1
0 0 0

, , ,
,0 ,1 , 1

,

1, 1, 1 1, ( 1) 1
1 1 1

, ,
,0 ,1 ,

( , , , )

         ( , , , )

                       

( , , , )

          ( , , ,

k k k

k

k

k k k

k S t k S t k S t

k t k t k t
i i i S

k S t i

k S t k S t k S t
N N N

k t k t
i i i S

h h h

h h h

− − + − + −

−

+

− − + − + −
− − −

=

I X X X

X

I X X X
,

1)k

k t
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(12) 
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1 1 1

1, 1, 1 1, ( 1) 1
0 0 0

, , ,
,0 ,1 , 1

,

1, 1, 1 1, ( 1) 1
1 1 1

, ,
,0 ,1 ,

( , , , )

         ( , , , )

                      

( , , , )

         ( , , ,

k k k

k

k

k k k

k

k S t k S t k S t

k t k t k t
i i i S

k S t i

k S t k S t k S t
N N N

k t k t
i i i S

h h h

h h h

− − + − + −

−

+

− − + − + −
− − −

−

=

I Y Y Y

Y

I Y Y Y
,

1)
k t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

这里， , , , 
,0 ,1 , 1( , , , )

k

k t k t k t
i i i Sh h h − 表示 , k tH 的第 i 行。 

由此，由 0 1 1, , ,
k

k k k
T −P P P 得到一个包含N 个体 

积为 1 2 0

k
ii

N NN S
=

× ∏ 的阵列偶的集合 
,0 , 1 , ( 1) , 1{ , , , , , , }k k kk k k S k S T k N− − −= P P P PP  

定理 1  如上构造得到的 kP 是参数为 ( 1N ×  

2 0
,

k
ii

NN S
=∏ ,N ( ))1 0

, 
k

ii
N S L

=∏ ZCZ 阵列偶集。  

证明  用归纳法证明。当 0k = 时，由文献[8]
知 0 0,0 0,1 0, 1{ , , , }N−= P P PP 是( 1 2,N NN× ,N ( 1N , 
L ))的 ZCZ 阵列偶集，结论显然成立。假设当 1k −
时，结论成立。下面证明在k 时，结论亦成立。首

先，由递归构造的过程易知 kP 恰好包含 N 个 

体积为 1 2 0

k
ii

N NN S
=

× ∏ 的阵列偶。其次，证明 kP
的零相关区域为( )1 0

, 
k

ii
N S L

=∏ 。 

(1)自相关函数   任取 kP 中的一个阵列偶
, , ,{ , }k h k h k h=P X Y , 0 h N≤ < ，不妨设 kh t S= ⋅  

r+ , 0 ,kt T≤ < 0 kr S≤ < ，则 1 2( , )τ τ τ= , 2τ =  

1 2kS t t+ ,
1

1 0
0

k
ii

t S L
−

=
≤ ≤∏ , 20 kt S≤ < ，由式(6) 

有 
2

, 1, 1, 22

1, 1, 22

2

1
, ,
, , 1 1,

0

1
, ,
, , 1 1,

( )= ( , ) 

           + ( , +1)

k

k h k S t j k S t t jk k

k

k S t j k S t t jk k

k

S t
k t k t
r j r j t

j

S
k t k t
r j r j t

j S t

C h h C t

h h C t

τ τ

τ

− + − + +

− + − + +

− −

+
=

−

+
= −

∑

∑

P P P

P P

 

(a)当 1 0τ = 且 2 0τ = 时， 

, 1,

1

0

1

0 0

( ) (0, 0)

          

k

k h k S t jk

S

j

k k

k i i
i i

C C

S S NE S NE

τ − +

−

=

−

= =

=

= ⋅ =

∑

∏ ∏

P P

 

(b)当 1 0τ = 且 2 0τ ≠ 时，则 1t 与 2t 不同时为 0。 

若 2 0t = ，则
1

1 0
0

k
ii

t S L
−

=
< <∏ 。由 1k−P 是零相关

区为( )1
1 0
,

k
ii

N S L
−

=∏ 的 ZCZ 阵列偶集知， 1k−P 中任 

意一个阵列偶在 1(0, )t 的自相关值为 0 ，即

1, 1(0, ) 0k S t jkC t− + =
P

， 0 ,  0k kt T j S≤ < ≤ < 。进而 

, 1,

1

1
0

( ) (0, ) 0
k

k h k S t jk

S

j

C C tτ − +

−

=

= =∑P P
 

若 2 0t ≠ ，则
1

1 0

k
ii

t S L
−

=
<∏ (否则若

1
1 0

,
k

ii
t S L

−

=
=∏  

2 0t ≠ ，得 2 1 2 0
,

k
k ii

S t t S Lτ
=

= + >∏ 矛盾)。由 1k−P
是零相关区为( )1

1 0
,

k
ii

N S L
−

=∏ 的 ZCZ 阵列偶集知， 

1k−P 中任意两个不同的阵列偶在 1(0, )t 和 1(0, 1)t +
的互相关值为 0，即对 0 , 0k kt T j S≤ < ≤ < , 

1, 1, 2

1, 1, 2

1,

1,

(0, )

 (0, 1) 0

k S t j k S t t jk k

k S t j k S t t jk k

C t

C t

− + − + +

− + − + += + =
P P

P P

 

进而 
2

, 1, 1, 22

2

2

1, 1, 2

1
, ,
, , 1,

0

1
, ,
, ,

1,

( ) (0, ) 

             

             (0, 1) 0

k

k h k S t j k S t t jk k

k

k

k S t j k S t t jk k

S t
k t k t
r j r j t

j

S
k t k t
r j r j t

j S t

C h h C t

h h

C t

τ − + − + +

− + − + +

− −

+
=

−

+
= −

=

+

⋅ + =

∑

∑

P P P

P P

 

(c)当 1 0τ ≠ 且 2 0τ = 时，由 1k−P 的零相关区 

域是( )1
1 0
,

k
ii

N S L
−

=∏ ，亦知 1k−P 中任意一个阵列偶在 

1( , 0)τ 的自相关值为 0。进而， 

, 1,

1

1
0

( ) ( , 0) 0
k

k h k S t jk

S

j

C Cτ τ− +

−

=

= =∑P P
 

(d)当 1 0τ ≠ 且 2 0τ ≠ 时，类似于情形(b)分析。

当 2 0t = 时， 

, 1,

1

1 1
0

( ) ( , ) 0
k

k h k S t jk

S

j

C C tτ τ− +

−

=

= =∑P P
 

当 2 0t ≠ 时， 
2

, 1, 1, 22

2

2

1, 1, 2

1
, ,
, , 1 1,

0

1
, ,
, ,

1 1,

( ) ( , )

              

              ( , 1)

k

k h k S t j k S t t jk k

k

k

k S t j k S t t jk k

S t
k t k t
r j r j t

j

S
k t k t
r j r j t

j S t

C h h C t

h h

C t

τ τ

τ

− + − + +

− + − + +

− −

+
=

−

+
= −

=

+

⋅ +

∑

∑

P P P

P P

 

由 1k−P 的零相关区域是 ( )1
1 0
,

k
ii

N S L
−

=∏ ，容易验证 

上述的相关值亦为零。 
(2)互相关函数  设 1 2, ,,k h k hP P 是 kP 中两个不

同的阵列偶，即 1 2h h≠ 。计算它们在 1 2( , )τ τ τ= 的

互相关值。分两种情形讨论： 
(a) 1 2/ /k kh S h S⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
不 妨 设 , , ,{ , }i i ik h k h k hP X Y= , ,i k ih tS r i= + =  

1,2 , 0 ,kt T≤ <  1 20 kr r S≤ ≠ < 。 
(i)当 1 0τ = 且 2 0τ = 时， 

, , 1, 1,1 2 1 2

1 2

1
, ,
, ,, ,

0

11
, ,
, ,

0 0

( ) (0, 0)

                

k

k h k h k S t j k S t jk k

k

S
k t k t
r j r j

j

Sk
k t k t

i r j r j
i j

C h h C

S NE h h

τ − + − +

−

=

−−

= =

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

∑∏

P P P P

 

由 , k tH 是正交矩阵知， , k tH 中不同行的内积 
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为 0，即
1 2

1 , ,
, ,0

0kS k t k t
r j r jj

h h
−

=
=∑ ，可知上式为 0。 

(ii)其它情形，类似(1)中相应的情形可证，由

于方法类似，不再赘述。 
(b) 1 2/ /k kh S h S⎢ ⎥ ⎢ ⎥≠⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
在 1 0τ = 且 2 0τ = 时，此时 1 2/ /k kh S h S⎢ ⎥ ⎢ ⎥≠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ，

由 1k−P 是 ZCZ 阵列偶集知， 1k−P 中两个不同的阵

列偶在(0, 0)的互相关值为 0。其它情形类似(1)中相

应的情形类似可证。                      证毕 

4  结束语 

给定具有相同主峰值的阵列偶的ZCZ阵列偶

集，本文提出ZCZ阵列偶集一种递归构造方法。注

意到，在递归构造中若N 的分解不同及 kH 中正交

矩阵选取不同，则递归构造得到的ZCZ阵列偶集也

互不相同。由此，该方法可以得到大量的ZCZ阵列

偶集。值得一提的是，本文的方法可以平移到ZCZ
屏蔽阵列偶集的情形，此时只需把初始条件中的

ZCZ阵列偶集换成ZCZ屏蔽阵列偶集即可。 
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