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SUR LES VARIETES X c PY TELLES QUE PAR n POINTS
PASSE UNE COURBE DE X DE DEGRE DONNE

par

Luc Pirio et Jean-Marie Trépreau

Résumé. — Soit » > 1, n > 2, et ¢ > n — 1 des entiers. On introduit la classe
Xr11,n(q) des sous-variétés X de dimension r 4+ 1 d’un espace projectif, telles que
— pour (Z1,...,2n) € X™ générique, il existe une courbe rationnelle normale de degré
g, contenue dans X et passant par les points z1,...,Zn ;
— X engendre un espace projectif dont la dimension, pour r, n et ¢ donnés, est la plus
grande possible compte tenu de la premiére propriété.
Sous ’hypothese g # 2n — 3, on détermine toutes les variétés X appartenant a la classe
Xr11,n(¢). On montre en particulier qu’il existe une variété Xg C Prtn—1 de degré
minimal n — 1 et une application birationnelle Xp --+ X qui envoie une section de Xg
par un P?~1 C P"t"—1 générique sur une courbe rationnelle normale de degré q.

Sans hypotheése sur ¢, on définit sur I’espace des courbes rationnelles normales de
degré ¢ contenues dans la variété X € Xri1,n(g) une structure quasi-grassmannienne.
La variété X est de la forme précédente si et seulement si cette structure est localement
isomorphe 4 la structure standard, celle de la grassmannienne des (n—1)-plans de P*t7—1,

Le probléme de la détermination des variétés X € X, 11 ,(2n — 3) reste ouvert. Nous
donnons quelques exemples de variétés des classes Xy41,3(3) et Xr11,4(5) qui ne sont pas
de la forme qu’on vient de décrire.

1. Introduction

1.1. Les classes X1 ,(q). — On consideére un probleme de géométrie projective com-
plexe, auquel nous ont conduits nos travaux récents sur l’algébrisation des tissus de rang
maximal, voir Pirio-Trépreau [12].

Soit r > 1, n>2et ¢ > n—1 des entiers.
Définition 1.1. — On note X, 11 ,(q) la classe des variétés X, sous-variétés algébriques
irréductibles de dimension 7 + 1 d’un espace projectif quelconque, telles que :

1) pour (x1,...,x,) € X™ générique, il existe une courbe rationnelle normale de degré
q, contenue dans X et passant par les points x1,..., %, ;

2) X engendre un espace projectif dont la dimension, notée m, ,(gq), est la plus grande
possible, compte tenu de la premieére propriété.
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La dimension 7, ,(q) de I'espace engendré par une variété de la classe X,11,,(q) est
donnée par la formule () de la section suivante.

Notre résultat principal sera la détermination de toutes les variétés X de la classe
X,41,1(q) sous 'hypothese ¢ # 2n — 3. Le cas ¢ = 2n — 3 restera ouvert.

L’hypothese d’irréductibilité est en fait une conséquence des autres hypotheses, la
démonstration est laissée au lecteur. On peut aussi remplacer la Propriété 1) par la
Propriété 1) suivante, plus faible :

1’) pour (x1,...,2,) € X™ générique, il existe une courbe irréductible de degré < ¢,
contenue dans X et passant par les points 1, ..., Ty,

sans modifier la classe X,41.,(¢) que 'on définit, voir la Proposition 221
Il est tentant de penser, mais nous ne le démontrons pas, qu’on peut méme la remplacer
par la Propriété 1”) suivante, encore plus faible :

17) pour (z1,...,2,) € X™ générique, il existe une courbe irréductible contenue dans
X, passant par x1,...,x, et engendrant un espace de dimension < gq.

1.2. Le théoréme de la borne. — Notre premiere tache est de déterminer la di-
mension 7, ,(g) de 'espace engendré par une variété X € X,41.,(q). Ce sera la seule
démonstration de I'introduction. Elle est assez typique de cet article.

Soit X C PV une variété algébrique irréductible de dimension r + 1. On note (X) le
sous-espace projectif qu’elle engendre, X,¢s sa partie réguliere, Xgng sa partie singuliere.
On note CRN,(X) lensemble des courbes rationnelles normales de degré ¢ contenues
dans X. Si L et L’ sont des sous-espaces d’un espace projectif, on note L @& L’ le sous-
espace qu'ils engendrent s’il est de dimension (maximale) dim L + dim L' + 1 et on dit
que c’est la somme directe projective de L et de L.

La notion d’espace osculateur ou d’osculateur sera omniprésente dans la suite. Etant
donné x € X,eq et k € N, on note X, (k) Uosculateur a lordre k de X en x. C'est par
exemple le sous-espace projectif de (X) C PV passant par x et dont la direction est
le sous-espace vectoriel de TPV engendré, dans une carte affine identifiée & CV, mais
la définition ne dépend pas de cette identification, par les dérivées v/(0), ..., v (0) des
germes de courbes paramétrées v : (C,0) — (X, x) telles que v(0) = z. C’est une notion
projective.

On a toujours

. r+1+k
dim X, (k)+1< ( ril )

On dit que X est k-réguliére en x € X,qg si I'inégalité ci-dessus est une égalité et que X
est k-réguliere si X est k-réguliere au point générique de X.

Comme la notion d’osculateur joue un grand role dans cet article, on rappelle dans
I’Appendice les propriétés, toutes élémentaires, qu’on utilisera sans référence, avec au
moins des esquisses de démonstrations. Le lecteur est invité a consulter les quelques
énoncés de cet appendice.

La deuxiéme propriété dans la Définition [[L.T] est précisée par 1’énoncé suivant :



Théoréme 1.2. — Une variété X € Xy110(q) engendre un espace de dimension le
nombre mp 5 (q) donné par

) mona) 1 =m ("I ) 1wy (T10),

ot g=p(n—1)+m —1 est la division euclidienne de q par n — 1.

On démontre ici la seule partie de ’énoncé qui est nouvelle : si 'on définit le nombre
7rn(q) par (@), une variété X € X, »(q) engendre un espace de dimension < 7, ,(q). A
la terminologie pres, le fait qu’il existe des variétés projectives qui vérifient la premiere
propriété dans la Définition [ Tlet qui engendrent un espace de dimension 7, ,,(q) est déja
connu, voir la fin de cette introduction et le Chapitre 5.

Démonstration. — Soit X C PN une sous-variété de dimension r+1, vérifiant la premiere
propriété dans la Définition [Tl Par définition, il existe un n-uplet (a1, ..., an) € (Xreg)”
de points deux-a-deux distincts tel que, pour tout x € X voisin de a,,, il existe une courbe
C(x) € CRN,(X) passant par les points a1, ...,an—1 €t .
Considérons des osculateurs
n—1
Xo(pi) (i=1,...,n—1), avec Y (pi+1)=q+L

i=1
Une courbe C(z) est contenue dans I’espace engendré par ses osculateurs C(x),, (p;), donc
dans celui engendré par les osculateurs X, (p;), ¢ = 1,...,n—1. Comme les courbes C(x)
recouvrent un voisinage de a,, dans X, cet espace contient aussi X et donc :

) dim<X>+1g§(””pi).

Il suffit de prendre p; = p pour m valeurs de i et p; = p — 1 pour les n — m — 1 autres
valeurs de i. On obtient le résultat. O

On a ’égalité dans (@) si et seulement si les osculateurs X, (p;), ¢ = 1,...,n — 1,
sont de dimensions maximales et en somme directe projective. En permutant les points
ai,...,a,, on obtient le résultat suivant dont on démontrera une sorte de réciproque au
début du Chapitre 2.

Lemme 1.3. — Soit X € X,110(q) €t a1,...,an des points deuz-a-deux distincts de
Xreg tels que, pour tout (z1,...,x,) € X" voisin de (a1,...,ay), il existe une courbe
C € CRN(X) passant par les points T1,...,%n. Si ¢ = p(n—1)+m —1 est la division
euclidienne de g parn—1, X est p-réguliere en chaque point a; et pour toute permutation
ode{l,...,n}, ona:

(3) (X) = (D121 Xy (1) @ (D75 11 Xa, () (0 = 1)),

1.3. Exemples : les classes X1 ,(n—1) et X411 2(q). — Considérons d’abord le cas
particulier d’une variété X € X,41 ,(n—1). La formule (1) donne 7, ,(n—1) =r+n—1.

La variété X, de dimension r + 1, engendre un espace P™t"~! et vérifie que, pour
(1,...,2n) € X™ générique, il existe une courbe C' € CRN,_1(X) qui passe par
Z1,...,%,. Il est bien connu que, pour (z1, ..., x,) € X" générique, les n points x1, ..., x,
engendrent un P"~! et que X NP"~! est une courbe irréductible (et réduite). C’est donc
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la courbe C. On en déduit que X est de degré n — 1, le degré minimal d’une variété
projective de dimension r + 1 qui engendre un espace de dimension r +n — 1. Une telle
variété est appelée une variété minimale. La réciproque est évidente :

Lemme 1.4. — Les variétés appartenant a la classe Xry1,(n — 1) sont les variétés
minimales de dimension r + 1 et de degré n — 1.

Ces variétés sont connues. Nous en rappellerons la classification dans le Chapitre 5.

Une variété de Veronese de dimension s > 1 et d’ordre ¢ est une variété projective qui,
dans l’espace qu’elle engendre, est I'image de P° par un plongement associé au systeme
linéaire |Op-(q)|. Par exemple, une variété de Veronese de dimension 1 et d’ordre ¢ est
une courbe rationnelle normale de degré q.

Bompiani a étudié dans [1I] un probléme de géométrie différentielle projective dont il
a réduit la solution, et cette réduction occupe presque tout l'article, a la démonstration
d’un cas particulier de son résultat principal qu’on peut énoncer ainsi :

Théoréme 1.5. — Les variétés appartenant o la classe X,11.2(q) sont les variétés de
Veronese de dimension r + 1 et d’ordre q.

La démonstration de Bompiani, par récurrence sur r, est simple et synthétique mais
guere convaincante sauf pour r = 1. Dans le doute, le second auteur [14] a démontré,
essentiellement par un calcul formel, le résultat plus fort suivant :

Théoréme 1.6. — Soit X C PN un germe de variété lisse et q-régulier en xz* € PV,
Si pour tout x € X wvoisin de x*, il existe une courbe rationnelle normale de degré q
localement contenue dans X, qui passe par x* et x, alors X est une variété de Veronese
d’ordre q.

Pour obtenir la méme conclusion, Bompiani suppose que 1'hypothese de 1’énoncé
précédent reste vérifiée si I’on remplace le point de base x* par un point voisin.

Dans [14] on trouvera aussi une caractérisation des germes de variétés lisses et ¢-
réguliers en z* € PV tels que, pour tout € X voisin de z*, il existe une courbe lisse,
localement contenue dans X et passant par x* et , qui engendre un g-plan. Selon I'avis de
son auteur, ce résultat rend plausible que, dans la Définition [T on pourrait remplacer la
premiere propriété par la Propriété 17) sans modifier la classe X, 11 ,,(q) que 'on définit.

1.4. Enoncés des principaux résulats. — Notre résultat principal est le suivant,
voir aussi le Théoréeme [3.12] du Chapitre 3 pour un énoncé plus précis.

Théoréme 1.7. — Soit X € Xoy10(q). Siq#2n—3, ousig=2n—3 etr =1 ou
n = 2, il existe une variété Xg C P"T""! de degré minimal n — 1, et une application
birationnelle ¢ : Xo --+ X telle que Uimage d’une section de Xy par un PP~ c prtn—1
générique appartienne ¢ CRNy(X).

Pour autant que nous le sachions, ce résultat est nouveau sauf dans le cas ¢ =n — 1,
dans le cas n = 2 et dans le cas r = 1.

Dans le cas ¢ = n — 1, on retrouve le Lemme [[L4] qui est standard. Dans le cas n = 2,
on retrouve le théoreme de Bompiani. Nous ne le redémontrons pas ici. Il joue un roéle
trés important dans la démonstration du résultat général.



Le cas r = 1 des surfaces est particulier. Il est beaucoup plus simple pour la raison que,
dans ce cas, une courbe de X est un diviseur. La théorie des systemes linéaires permet
alors de démontrer sans trop de difficultés le Théoréme [[L71 Méme si nous n’avons pas
trouvé I’énoncé correspondant dans la littérature, il est bien possible qu’il soit folklorique.

La démonstration du Théoreme [I.7] occupe le Chapitre 2 et le Chapitre 3. Le lecteur
désireux d’en avoir une idée peut survoler les introductions a ces chapitres.

Le Théoreme [[L7] suggere la définition suivante :

Définition 1.8. — La variété X € X,y1,(q) est standard, sous-entendu comme élé-
ment de X1 .,(q), 8'il existe une variété minimale Xy € X411 n(n —1) et une application
birationnelle ¢ : Xy --+ X telle que I'image d’une section de Xy par un P~ C Pr+»—1
générique appartienne & CRN,(X). On dit alors que X est associée a X par Papplication
¢. Elle est spéciale dans le cas contraire.

Avec cette terminologie, on peut réécrire le Théoréme [[.7] sous la forme suivante.
Siq#2n—3, ousir =1 oun =2, toute variété de la classe X,11,(q) est standard.

Une méme variété X peut appartenir & plusieurs classes X,11,(g) distinctes.
L’exemple de la variété de Veronese de dimension 3 et d’ordre 3 est curieux : cette
variété est un élément standard de la classe X3 2(3) et un élément spécial de la classe
Xs36(9), comme on le verra dans le Chapitre 6.

Si X € X,11.,(q), nous montrerons dans le Chapitre 4 qu'un ouvert X,(X) de l'en-
semble CRNy(X), qu’on définira précisément, admet une G, ,-structure naturelle. On
appelle ainsi le type de G-structure modelée sur la structure infinitésimale de la grass-
mannienne G, , des P"~! de P"*"~1. Si par exemple X est une variété minimale de
degré n — 1, c’est la structure induite par I’application qui, & un P"~! € G, ,, générique,
associe la courbe Xo NP"~1 € Yn-1(Xo). Nous démontrerons :

Théoréme 1.9. — La variété X € X,41,(q) est standard si et seulement si la Gy -
structure naturelle de ¥4(X) est intégrable.

Le Chapitre 5 peut étre lu indépendamment du reste de l'article. Il contient la classi-
fication des variétés standards, qu'on obtiendra a partir de celle des variétés minimales
et de la structure de leurs groupes de Picard. Cette classification est donnée par le
Théoreme 53] dont I’énoncé est trop long pour qu’on le reproduise ici.

Le premier exemple que nous avons connu d’une variété spéciale nous a été commu-
niqué par F. Russo [13]. 1l s’agit de 'image de P! x P! x P! par le plongement de Segre
de type (1,1,1). C’est une variété spéciale de la classe s 3(3).

Dans le Chapitre 5, nous présenterons cet exemple ainsi que quelques autres, obtenant
en particulier le résultat suivant.

Théoréme 1.10. — Pour tout r > 2, les classes Xr413(3) et Xri1.4(5) contiennent des
variétés spéciales.

Cet énoncé ne fait qu’effleurer le probleme tres intéressant de la classification complete
des variétés des classes X, 41 ,(2n — 3) avec r > 2 et n > 3. Nous connaissons quelques
exemples encore de variétés spéciales en plus de ceux que nous mentionnerons mais, a
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I’heure qu’il est, nous savons tres peu de choses. Nous ne savons méme pas s’il existe des
variétés spéciales dans toutes ces classes.

1.5. Une relation avec les variétés de genre maximal. — Pour finir, nous pré-
sentons sans démonstration la relation intéressante qui existe entre les classes X, 11,,(q)
et les variétés de genre géométrique maximal.

Soit Z C P™t"~! une variété projective de dimension r et de degré d, qui engendre
Prtn=1 Si Z est irréductible et lisse, le genre géométrique de Z est la dimension g(2)
de Pespace H°(Z,Q%) des r-formes holomorphes sur Z. Ecrivons

d—1=0(n—-1)+m, me{l,...,n—1}.

Pour une dimension r et un degré d donnés, le genre géométrique de Z est au plus égal,
et le résultat est optimal, au nombre

(1) gr,n<d>=m(““)+<n_1_m>( o )

r+1 r+1

C’est la borne de Castelnuovo-Harris. Deux démonstrations au moins de ce résultat sont
connues. La premiere est due & Chern et Griffiths [2] et repose sur le théoréme d’addition
d’Abel et un argument combinatoire inspiré de la théorie des tissus. La deuxieme est due
a Harris [9] et appartient & la géométrie algébrique. La formule () est une écriture
légerement modifiée de la formule de [9], page 65.

En fait, pour le probleme qui nous intéresse, c’est trop demander que Z soit lisse ou
méme que Z soit irréductible.

Dans [7], en supposant seulement que Z est réduit, Griffiths associe a toute r-forme
rationnelle w sur Z sa trace Tr (w), une r-forme rationnelle sur la grassmannienne G, ,,.
Il introduit V’espace des r-formes rationnelle sur Z de trace nulle. (Si Z est lisse, ce sont
les formes holomorphes sur Z.) Faute d’une terminologie traditionnelle, appelons genre
géométrique corrigé de Z la dimension ¢g(Z) de cet espace. On suppose de plus qu'un
Pr—1 c Pr+n—1 générique coupe Z en d points en position générale dans ce P*~1. Sous
cette hypothese, on a encore I'inégalité g(Z) < g, (d).

Supposons d > (r+1)(n—1)+2 et posons g =d—r(n—1)—2. Onadonc g >n—1
et g= (o0 —r)(n—1)+m — 1 est la division euclidienne g = p(n — 1) + m — 1 de ¢q par
(n —1). La comparaison des formules ({@l) et ([Il) donne g, n(d) = mrn(q) + 1.

Le nombre ., (q) + 1 est le genre géométrique corrigé mazimal d’une variété de di-
mension r et de degré d = q+r(n—1)+2, qui engendre un espace de dimension r+n—1.

Rappelons maintenant quelques résultats de Harris [9] dans le cas ol Z est irréductible.
Sig(Z) = grn(d), la variété Z est contenue dans une variété minimale Xy € X411 ,(n—1).
L’espace des r-formes rationnelles sur Z de trace nulle définit une application canonique
Z --» P7rn(9) qui, ¢’est une propriété importante, se prolonge < canoniquement > en une
application rationnelle ¢z : Xy --» P™ (@) dont I'image est de dimension r + 1. (Celle-ci
ne dépend que de la classe du diviseur Z dans le groupe de Picard de Xj.) L’image d’une
section de Xy par un P?"~! C P"t7~! générique est une courbe rationnelle normale de
degré ¢. Il en résulte que 'image cz(Xo) de Xo est une variété de la classe Xr11.,(q).

Nous avons :



Théoréme 1.11. — Toute variété standard X € X,110(q) associée, au sens de la
Définition[L8, a une variété minimale Xo € Xpp1n(n — 1), est limage de Xo par Uap-
plication ¢z : Xo --» P™n(@) associée & une variété Z C Xo, de dimension r, de degré
d=gq+r(n—1)+2 et de genre géométrique corrigé mazimal, i.e. égal & grn(d).

C’est essentiellement une conséquence du Théoreme[[2] & ceci pres qu’il faut vérifier
la compatibilité entre les points de vue de [9] et de [7]. Comme cette vérification fait
appel & des notions qui ne sont pas introduites dans cet article, nous la reportons a [12].

1.6. Remarques sur le style. — Le style de cet article est relativement élémentaire.
Nous n’utilisons pas le langage de la géométrie algébrique moderne. Une certaine fami-
liarité avec la géométrie projective complexe, par exemple telle qu’elle est exposée dans
le < cours préparatoire > de Mumford [11] est suffisante pour sa lecture. Le rédacteur
a souvent préféré donner une démonstration, surtout si elle est courte, plutét qu’une
référence a la littérature.

Nous espérons que nos résultats intéresseront quelques géometres et qu’ils ne seront
pas rebutés par le style, qu’ils trouveront peut-étre démodé. L’expert pourra toujours
sauter les passages qu’il juge exagérément pointilleux.

Enfin, certains arguments sont inspirés par des théorémes classiques, par exemple le
théoréme de déformation de Kodaira [10] ou la caractérisation des systeémes linéaires due
a Enriques [3]. Compte tenu du cadre treés particulier de notre étude, il s’est toutefois
avéré plus simple de s’en passer que de chercher a savoir si d’éventuelles versions de ces
résultats pouvaient étre appliquées.

2. Projections sur des variétés de Veronese et applications

2.1. Introduction. — Dans tout ce chapitre, »r > 1, n > 2, et ¢ > n — 1 sont des
entiers fixés. On note

g=pn—1)+m-—1
la division euclidienne de ¢ par n — 1.

On note N Dentier 7,.,,(g) défini par la formule () et on se donne une variété X C PV
de la classe X;11.,(q).

On va obtenir des propriétés importantes de X grace aux projections PN --» X, (p;),
pi € {p, p—1}, associées aux décompositions PN = @7 ' X, (p;) de PV en somme directe
d’osculateurs qui apparaissent dans le Lemme

On montrera en effet que I'image de la variété X par une projection de ce type est une
variété de la classe X,112(p;). Le point crucial est alors que ces variétés sont connues.
D’apres le Théoreme [ ce sont des variétés de Veronese d’ordre p;.

Grace a cela, on sera en mesure de montrer que X est lisse au voisinage de toute courbe
C élément d’un ouvert dense X,(X), qu’on définira précisément, de la seule composante
irréductible intéressante de CRN,(X). Ce résultat sera utile dans le Chapitre 3.

On montrera aussi que, pour toute courbe C' € ¥,(X), le fibré normal NcX est une
somme directe de r fibrés en droites de degré n — 1. C’est cette propriété qui fait que
Y4(X) admet la G, ,-structure naturelle qu’on considérera dans le Chapitre 4.
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Les projections sur des variétés de Veronese joueront encore un role majeur dans
le Chapitre 3 pour construire, dans les cas favorables, le systeme linéaire qui permet
d’associer X & une variété minimale de degré n — 1, au sens de la Définition [L8

2.2. Une réciproque au Lemme [I.3l — On note CR,(P") la composante irréduc-
tible de la variété de Chow des 1-cycles effectifs de degré ¢ de PV qui contient, comme
ouvert dense, I’ensemble CRN,(PY) des courbes rationnelles normales de degré q.

Un élément C de CR,(PY) s’écrit
C=mCi+- - +myCy, mi,...,mqg € N,

ouC;, i =1,...,d, est une courbe irréductible de degré g; et miqy + - - - + mgqq = q. De
plus, le support |C| = U C; du cycle C est conneze. D’autre part, les composantes C;
sont en fait des courbes rationnelles, mais nous n’utiliserons pas cette propriété.

Si X est une sous-variété algébrique irréductible de PV, on note CR,(X) la sous-
variété algébrique des éléments de CR,(PY) dont le support est contenu dans X. La
variété d’incidence

I={(C,z) € CRy(X) x X", « C|C|}
est une variété projective compacte. Si X € X,41,,(q), I'image de la projection canonique
I — X™ contient un ouvert non vide de X", donc est égale & X". Le méme argument
montre que si X engendre un espace de dimension 7, ,,(¢) et si ’'on suppose seulement que
la premiere propriété de la Définition [[LT] est vérifiée au voisinage d’un n-uplet a € X",
alors la variété X appartient & la classe X,41,(q). Nous utiliserons cette remarque &
plusieurs reprises.

On a la réciproque suivante au Lemme :

Lemme 2.1. — Soit X € X,110(q) €t a1,...,an des points deuz-a-deux distincts de

Xreg tels que, pour toute permutation o de {1,...,n}, on ait :
(5) <X> = (@;ZlXaa(i) (pl)) D (@?;nlerlXaa(i) (P - 1))
Toute courbe algébrique connexe C C X de degré < q qui passe par les points aj, ..., G,

est une courbe rationnelle normale de degré q.
Il en existe au moins une d’apres les remarques précédentes.

Démonstration. — Soit d’abord p < n — 1 et ¢’ C X une courbe algébrique connexe
passant par au moins p points parmi aq, ..., a,, par exemple par ai,...,a,. Le degré de
la courbe C’ est au moins égal & la dimension de I'espace qu’elle engendre. D’autre part,
il existe un p-uplet (b1, ..., by), aussi voisin qu’on veut de (a1, ..., ap), composé de points

de C;eg. Selon que p est < m ou est > m, on peut supposer que les osculateurs

Xb1 (p)a s aXbp(p) ; ou Xb1 (p)a ce aXbm(p)aXbm+1 (p - 1)) s aXbp(p - 1))

sont en somme directe projective. Dans chaque cas, la courbe C’ est lisse et donc p;-
réguliere en b;, i = 1,...,p, et les osculateurs correspondants Cy (pi) C Xy, (p;) sont en
somme directe projective. On a donc, suivant les cas :

dim (C")+1>p(p+1); ou dim{(C’)+1>m(p+1)+ (p—m)p.

En résumé, une courbe algébrique connexe qui passe par p < n—1 points parmi ay, ..., ay,
engendre un espace de dimension > pp + min(p, m) — 1.



Soit maintenant C' une courbe conneze de degré < g qui passe par ay,...,a,—1. Elle
engendre un espace de dimension > g d’apres ce qui précede. Si elle est irréductible, c’est
donc une courbe rationnelle normale de degré g. Il reste a montrer qu’elle est irréductible.

Si ce n’est pas le cas, on peut écrire C = C'UC" ot C’ et C” sont des courbes connexes
de degré > 1 et ¢ > degC = deg C' + deg C”. Si C’ passe par tous les points aq, ..., ay,
ol méme par (n — 1) d’entre eux, elle est de degré > ¢, ce qui est impossible.

On peut donc supposer que C’ passe par exactement p € {1,...,n — 1} points parmi
ai,...,an et C” par les autres. On obtient ¢ > pn 4 min (p, m) + min (n — p,m) — 2.
Comme ¢ = p(n—1)+m —1et p > 1, il vient m > min (p, m) + min (n — p, m) et enfin,
puisque m, p et n — p sont strictement positifs, on obtient m > n, une contradiction. [l

On a mentionné le résultat suivant dans la Section 1.1. S’il est intéressant en tant que
tel, il ne servira pas dans la suite.

Corollaire 2.2. — Soit X une sous-variété algébrique irréductible de dimension r + 1
d’un espace projectif telle que, pour (x1,...,2,) € X™ générique, il existe une courbe
wrréductible de degré < q, contenue dans X et passant par les points x1,...,T,. La
variété X engendre un espace de dimension < m,(q). Si elle engendre un espace de
dimension m,.,(q), elle appartient & la classe Xry1.n(q).

Démonstration. — Soit ¢ = p(n — 1) + m — 1 la division euclidienne de ¢ par n — 1.

Dans la démonstration précédente, on n’a pas utilisé le fait que X appartient a la
classe X,4+1,,(¢) mais seulement le fait que X engendre un espace de dimension 7, ,(q)
et vérifie la propriété (B). Il suffit donc, pour démontrer le corollaire, de montrer que X
engendre un espace de dimension < 7, ,(q) et que, si X engendre un espace de dimension
Trn(q), la propriété (@) est vérifiée pour (ai,...,a,) € X™ générique.

On fait ’hypothese, plus faible que celle de 1’énoncé, que pour (x1,...,2,) € X"
générique, il existe une courbe irréductible, engendrant un espace de dimension < g,

contenue dans X et passant par x1, ..., z,. On adapte la démonstration du Théoreme[l.2
Soit @ = (a1,...,a,) un n-uplet de points deux-a-deux distincts de X,eq tels que

I’hypothese précédente soit vérifiée pour tout & € X" voisin de a. On peut imposer au
n-uplet a de vérifier la propriété (générique) suivante : pour toute permutation o de
{1,...,n}, la dimension de l’espace engendré par les osculateurs

Xaau) (p)a s ,Xa(,(m) (p)a Xaa(m+1) (p - 1)7 s Xa(,(nfl) (p - 1)7

n
reg’

est maximale, parmi celles qu’on peut obtenir quand a décrit X

Il suffit maintenant de considérer le cas ou la permutation o est 'identité. Notons
X, (pi) les osculateurs qui interviennent, ¢ = 1,...,n—1. Les courbes C, dont on suppose
l’existence, qui passent par ay, ..., a,—1 et un point z voisin de a,, recouvrent un voisinage
de a,, dans X donc engendrent (X). D’autre part, une telle courbe C étant fixée, ’espace
de dimension < g qu’elle engendre est aussi engendré par ses osculateurs Cy, (p;), pour
b= (b1,...,bn_1) € C;’egl générique. Elle est donc contenue dans l'espace engendré par
les osculateurs X, (p;). En faisant tendre b vers a et compte tenu des conditions imposées
au n-uplet a, on obtient qu’elle est contenue dans ’espace engendré par les osculateurs

X, (pi). On conclut comme & la fin de la démonstration du Théoréme O
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2.3. Objets admissibles; notations. — Plutot que d’abuser du mot générique, on
introduit une terminologie et des notations qui seront d’un usage courant dans la suite.

Quand on parle d’un p-uplet @ = (a1,...,ap,) de points, il est sous-entendu que ces
points sont deux-a-deux distincts[1).

Abusivement, on confondra souvent un p-uplet a et ’ensemble {as, . .., a,} sous-jacent
en s’autorisant des notations telles que @ C C' ou b C a... Si @ est un p-uplet et b un
g-uplet disjoint de a, (a, b) désigne le (p 4 ¢)-uplet obtenu par juxtaposition.

Définition 2.3. — Un n-uplet a = (ay,...,a,) € X" est admissible si a € Xleg €6 si,
pour toute permutation o de {1,...,n}, on a:

PN = (@gllXag(i) (p)) S (@?:_nlerlXag(i) (p - 1))
De fagon équivalente, a1, ...,a, sont des points deux-a-deux distincts de X;.o et, pour
toute permutation o de {1,...,n}, les courbes C € CRN,(X) qui passent par les points
Ag(1); - - - > Qo (n—1) TeCOUVIENt un voisinage de ay(y)-

Ce sont en fait des propriétés de l'’ensemble sous-jacent a a. Le fait qu’elles sont
équivalentes résulte de la démonstration du Théoréme et du Lemme 2.1

On étend la notion d’étre admissible & d’autres objets :
Définition 2.4. — Si 1 < p < n—1, un p-uplet @ € XP est admissible si on peut
le compléter en un n-uplet admissible (a,b). Une courbe C de X est admissible si C
appartient & CRNy(X) et contient un n-uplet admissible.

On utilisera systématiquement les notations suivantes.

X ;g?m est 'ouvert dense de XP des p-uplets admissibles de X. On note X,q, au lieu
de X a(uli) C’est ’ensemble des points admissibles de X .

m*

- Siac€ X,(ﬁzn et p+ p' < n, on note X;ﬁlrl(a) louvert dense de X? défini par

au

la formule Xég;i(a) ={be X", (a,b) estadmissible}. On note X,qm(a) au lieu de
Xiin(@)

— X¥,(X) est 'ensemble des courbes admissibles de X.

- X4(X;a) est ensemble des courbes C' € ¥,(X) qui contiennent le p-uplet a.

Le fait que X ;ﬁrl(a) est un ouvert dense de X*' se vérifie sans difficulté.

Considérons l'exemple fondamental d’une variété X € X,11 2(q), autrement dit d’une
variété de Veronese d’ordre ¢. Dans ce cas, Xadm = X et Xaam(a) = X\{a} pour tout
a € X. Tout 2-uplet de X est admissible et ¥,(X) = CRN,(X) = CRy(X) est une
variété compacte lisse de dimension 2r. Un isomorphisme de Veronese P"+! — X induit
un isomorphisme de la paire (P™1 %1 (Pr1)), ott £ (P"!) est la grassmannienne G, 2
des droites de P™!, sur la paire (X,X,(X)). Les propriétés de la seconde paire qu’on
utilisera sont simplement des traductions de propriétés bien connues de la premiere.

1. Les p-uplets avec p > 2 seront toujours notés par des minuscules latines grasses a, @, @, T . . ..
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2.4. Projections sur une variété de Veronese. — On sait que, si n = 2, X est une
variété de Veronese d’ordre g. On suppose maintenant n > 3.

Définition 2.5. — Une pondération est un élément (p1,...,pn—1) de N*~! tel qu'on
ait p; =ppour met p,=p—1pourn—1—mvaleursdei € {1,...,n—1}.

Une pondération étant fixée, si p € {1,...,n — 2} et si max(ppt1,...,Pn—1) > 1, on
associe & tout p-uplet admissible a = (a1, ..., ap) les projections 4 de centre la somme

directe ®F_; X, (pi). On dit que 4 est une projection osculatrice associée a a.

La condition max(pp+1,...,pn—1) > 1 est 1a pour éviter des projections dont la res-
triction & X dégénere. On pourra toujours supposer sans dommage qu’on a p,_1 > 1.

On considere d’abord des projections osculatrices associées & des (n — 2)-uplets ad-
missibles. Ce sont de loin les plus importantes.
Pour fixer les idées, on choisit dans ce chapitre, sauf la derniére section, la pondération

(6) (pla"'vpnfl):(pflv"'apilvpv"'ap%

(on utilisera les deux notations) mais on aurait un résultat analogue au suivant pour
une pondération générale avec p,_1 > 1, la projection de X étant alors une variété de
Veronese d’ordre p,,_;.

Le résultat suivant est I'outil-clé pour toute la suite.

Proposition 2.6. — Soit a un (n—2)-uplet admissible de X et 0, une projection oscu-
latrice associée. Elle induit une application birationnelle 04 : X --+ X', ot X' = 04(X)
est une variété de Veronese d’ordre p, et un difféomorphisme de Xaam(a) sur son image.

Sixe Xéizn(a), il existe un seul cycle C' € CR4(X) qui contient (a,x). Il appartient
a Xg(Xsa) et 0q(C) est Uunique élément de X,(X’) qui contient Oq(x). De plus, la
projection 04 est définie comme morphisme au voisinage de C\a et 04 : C\a — 04(C)

est la restriction d’un isomorphisme de C sur 04(C').

Démonstration. — Comme a = (ai,...,a,—2) est fixé, on ne note pas a en indice. On
considere une projection de centre Q = @?:_12 Xa, (pi), soit
(7) 0: PV ——s X.(p),

ol ¢ € Xadam(@a). Bien siir le choix de la cible est sans importance.

On note X’ I'image 8(X) de X et 6 : X --» X’ D'application induite[®]. Comme
(X) =PV, ona (X') = X.(p), donc dim (X') = m,2(p).

Soit ® = (x1,22) € X;i)m(a). Comme PV = Q @ X,,(p), la projection ¢ induit un
difféomorphisme local du germe de X en a7 sur un germe lisse et p-régulier X’ € X’ en

6(x1), de dimension r + 1. On ne sait pas si X’ est lisse aux points 6(z1) et (x2) mais

, S . . (2)
c’est bien sur vrai pour un choix générique de € X, (a).

2. Soit X une variété irréductible et 8 : X --» P™ une application rationnelle. Celle-ci est définie
comme morphisme sur un ouvert dense X' de X. Suivant l'usage, si X est une sous-variété irréductible
de X et si X N X' est non vide, on note 6(X) I'adhérence de Zariski de (X N X') et 6 : X -+ 6(X) I’
application rationnelle induite par la restriction de 6 & X N X'
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Soit C' un élément de CRy(X) qui contient (a,z). Compte tenu du Lemme 2], C est
une courbe admissible. Elle n’est pas contenue dans Q et d’apres ce qui précede, 6(C)
est une courbe irréductible ¢’ C X'.

Si H' est un hyperplan de X.(p) et H =Q @ H', la courbe C coupe H en a; avec au
moins la multiplicité p; +1, i =1,...,n — 2. Le degré de son image C’ est donc majoré
par q — Z?:_f (pi + 1), c’est-a-dire par p. D’autre part, 'image du germe de C en xy est
un germe de courbe lisse contenu dans le germe p-régulier X’ et donc p-régulier. Ainsi
C’ est une courbe p-réguliere de degré < p, une courbe rationnelle normale de degré p.

Comme les courbes C et C’ sont lisses, ’application rationnelle induite 6 : C --» C’
est en fait un morphisme qu’'on note 8¢ : C — C’, pour éviter les confusions (f¢(a)
dépend de C'). Reprenons le décompte de C N H. On a C NQ = a, sinon on trouverait
que le degré de C’ est au plus p — 1, et comme le cardinal de C'N (H\Q) est < p, O¢ est
un isomorphisme. En résumé,

la projection 0 est définie comme morphisme au voisinage de C\a et sa restriction d
C\a se prolonge en un isomorphisme de C sur 6(C), un élément de CRN,(X").

Dans le raisonnement qu’on vient de faire, x € X éi?m(a) était quelconque et, comme

on a dit, pour & voisin d’un 2-uplet @y bien choisi, les deux points distincts 0(x1) et
0(x2) appartiennent & X/ .. Ainsi, pour toute paire (7, z5) d’un ouvert non vide de X"?,
il existe une courbe C’ € CRN,(X’) qui passe par z} et x5. Comme X’ engendre un
espace de dimension 7, 2(p), X' est une variété de la classe X,11,2(p). Compte tenu du
Théoreme [I.5],

X' est une variété de Veronese d’ordre p, en particulier X' est lisse.

Soit x1, 22 € Xadm(a). Comme Xuam(a@, 1) et Xaam(a, x2) sont des ouverts denses
de X, on peut considérer un point xzo de X tel que les n-uplets 1 = (a,xg,x1) et
z2 = (a, o, x2) soient admissibles. Soit Cq,Cy € CRy(X) des cycles qui contiennent
respectivement x; et 3. Compte tenu du Lemme 2] ce sont des courbes admissibles.
Si 0(x1) = 0(x2), les courbes admissibles Cy et Co ont la méme image par 6, la courbe
C" € CRN,(X’) qui passe par §(x¢) et 6(x1) = 0(z2). Ainsi C; et Cs ont le méme germe
en xg, donc C7 = Co. Comme la restriction de 6 & C1\a est injective, on obtient x1 = xs.

Ceci montre que la restriction de 6 & X,q4m(a) est injective. Comme elle est de rang
constant r + 1, c’est un difféomorphisme de X,4m(a) sur son image dans X'. En parti-

culier, 6 : X --» X’ est birationnelle.

Ceci montre aussi que, pour tout x € Xégzn, il existe un et un seul cycle C' € CR,(X),

nécessairement un élément de CRN,(X), dont le support contient x.

2.5. Une traduction et une premieére application. — La Proposition a une
jumelle qu’on obtient en composant ’application osculatrice 8, : X --» X’ avec l'inverse
d’un isomorphisme de Veronese de P"+! sur X'

Proposition 2.7. — Soitn >3, X une variété de la classe Xr11.,(q) et a un (n —2)-
uplet admissible de X . Il existe une application birationnelle wg : X -+ P'T1 telle 74 (C)
est une droite de P™™1 pour toute courbe C' € ¥,(X;a).

L’application 74 induit un difféomorphisme de Xaam(a) sur son image dans P™! et
si C € X4(X;a), mq est un morphisme au voisinage de C\a dont la restriction a C\a
se prolonge en un isomorphisme de la courbe C' sur la droite mq(C).
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On dira aussi que l'application birationnelle 74 : X --» P™*! est associée a a. Elle
est déterminée & la composition & gauche prés par un automorphisme de P™1. Selon la
situation on utilisera la Proposition ou la Proposition 2.7

L’un des points de la Proposition [Z8] s’énonce sans référence a une projection oscula-
trice. St x € X;Zﬁn, un seul élément de CRq(X) contient x, c’est une courbe admissible.
L’adhérence de Zariski ¥,(X) de %,(X) dans CR,(X) est donc la seule composante Z
de CRy(X), telle que la projection {(C,x) € Z x X", = C |C|"} — X" soit surjective.

Considérons la variété d’incidence I = {(C,z) € $,(X) x X", x C |C|} et la pro-
jection p : I — X". L’image réciproque d’'un élément x € X;gzn est réduite a un point.
Il en résulte qu’il existe une et une seule composante irréductible Iy de I telle que le
morphisme induit p : [y — X" soit surjectif. Pour la méme raison, c’est une applica-

tion birationnelle, dont I'inverse p~! : X™ --» I n’a pas de point d’indétermination sur
)

l'ouvert lisse X ;gm. On a donc le résultat suivant.

Lemme 2.8. — L’adhérence de Zariski ,(X) de lensemble $4(X) des courbes admis-
sibles de X est la seule composante irréductible de CRq(X) qui vérifie que, pour x € X",
il existe un élément de cette composante dont le support contient . L’application

(8) v xM s (X)),
)

qui a tout x € X;Zm associe lunique cycle C € CRq(X) dont le support contient x, en
fait une courbe admissible, est analytique et ouverte.

2.6. Applications. — Comme on ne fait pas d’hypothese de régularité sur X, on
préfere dans un premier temps voir X comme une sous-variété de PV et ¥,(X) comme
une sous-variété de la variété lisse (non fermée) CRN, (PV).

On s’intéresse a 'application analytique et ouverte v : X ;ZEn — X4(X), définie dans
le lemme précédent.

Sia e Xégl)n, 'espace tangent & la variété lisse CRN,(PY) en (@) s'identifie & un
sous-espace, en fait a tout ’espace mais ce n’est pas important ici, de I’espace des
sections analytiques globales du fibré normal N,Y(a)IP’N a v(a) dans PV, quon note
HO(y(a), Ny@)P"Y). Dans la suite, on fait cette identification :

T,@CRNy(PY) € H(v(@), Ny@)PY).
Rappelons comment elle s’interprete.

Soit A un germe de variété lisse et v : A — CRN,(PY) une application analytique.
Quitte & choisir le représentant A assez petit, il existe un relevement V : A x P! — PV
de v, c’est-a-dire une application analytique telle que, pour A € A fixé, 'application
Vi it V(\,t) est un isomorphisme de P! sur la courbe v()\).

La différentielle dv(X) : ThA — T,,(,yCRNG(PY) de v en X € A, associe & v € ThA la
section de NU(A)IP’N donnée par :

oV _
9) p € v(N), (do(A) -v)(p) = a(/\, Vit (p)) - v modulo Tpu(N).
On vérifie sans peine, et c’est bien connu, que le résultat ne dépend pas du relevement
choisi et qu'il est local. On entend par 1& que si py € v(\g), pour calculer la section
dv(Xp)-v au voisinage de pg dans v(Ag), un relevement local de v suffit, i.e. une application
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analytique V : A x w — PV, ot w est un voisinage d’un point ¢y € P!, telle qu’on ait
V(Xo,to) = po et que, pour tout A € A, ¢+ V(A t) soit un plongement V) : w — v(A).

Dans cette section, on démontre un résultat sur la régularité de la variété X et un
autre sur la régularité et la structure de la variété X,(X) des courbes admissibles. Les
démonstrations reposent sur la considération de certaines applications partielles induites
par l'application 7 définie par (8) et sur la Proposition 217

On décrit la situation modele. On se donne un n-uplet admissible
a= (al,...,an),
qu’on note aussi
a:(a,b), a:(al,...,an,g), b:(bl,bQ).

Soit m : X --» P"*! une application birationnelle associée & a. On note b’ = m(b),
c’est-a-dire b] = 7(b1), by = m(b2). On introduit les germes d’applications
(10) v: (X?,b) — CRN,(PY), 1: ((PTTH2)b') — CRN, (P,
ou v(x) = v(a,x) pour x voisin de b et [(x’) est la droite qui contient ', pour &’ voisin
de b’. On introduit des germes de relevements de v et de [
(11) Vi (X2b) x P! — PV, L: (PH2 b)) x Pt — Pl
On les choisit normalisés de facon concordante. Par exemple, on se donne un troisieme
point bs € Xaam(a) Ny(@) et on impose les conditions de normalisation
(12) V(x,tr) € Yo, Lz, tr) € 7(Vs,), k=1,2,3,
ou Yy, est un germe d’hypersurface lisse donné transverse a la courbe y(@) en by et par
exemple (t1,t2,t3) = (1,0, 00).

Comme le morphisme v(x)\a — I(7(x)) induit par 7 est la restriction d’un isomor-
phisme de v(x) sur I(n(x)) et compte tenu de la concordance des relevements, on a :

(13) V(z,t) ¢a = w(V(x,t)) = L(w(x),t).

Cette remarque est suffisante pour démontrer le résultat suivant, qui sera important
dans le Chapitre 3. Il implique en particulier que le nombre d’intersection Y - C' est bien
défini, si Y est une hypersurface de X et C' ¢ Y une courbe admissible.

Théoréme 2.9. — Une variété X € X,41,,(q) est lisse au voisinage de toute courbe
admissible de X. Tout n-uplet de points deux-a-deux distincts d’une courbe admissible
est admissible. L’ouvert X, qm des points admissibles de X est donc aussi la réunion des
courbes admissibles de X.

Démonstration. — On considere la situation qu’on vient de décrire en préambule a
I’énoncé et on conserve ses notations, en particulier ([I). Il est commode de choisir
la normalisation (I2]) des relevements normalisés concordants V et L.

Comme un point admissible appartient a X,eg, il suffit, pour démontrer la premiere
partie de ’énoncé, de montrer que X est lisse au voisinage de tout point py € y(a)\a.
Notons Y pour Y;,, Y’ pour 7(Y,) et :

Vily,t) =V (b1,y,t), L.(y',t) = L(b},y',1), yeY, yeY', teP"\{0}.
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Soit pg = V (b, t9) € y(a)\a donc avec to # 0. L’application L, est de rang constant r+1.
Compte tenu de 1’égalité ([I3)), il en découle que (y,t) — 7(Vi(y,t)) est de rang maximal
r+ 1 en (ba,%0). On en déduit d’abord que (y,t) — Vi(y,t) est de rang maximal r + 1 au
méme point donc parametre un germe de variété lisse X CXen Po, de dimension r + 1,
ensuite que la restriction de 7 & X est de rang r+1 en pg, donc induit un difféomorphisme
local de X sur son image dans P" 1.

En particulier, 'image de X contient un voisinage U de m(po) dans P!, Si X n’était
pas le germe de X en py, il existerait en pg un autre germe X C X de variété de dimension
r+1 et, dans la situation qu’on considere, 'image de X contiendrait un ouvert non vide de
U puisque 7 : X --» P"*! est dominante, en contradiction avec le fait que 7 : X --» Pr+!
est birationnelle.

Pour démontrer la deuxieme partie de ’énoncé il suffit, dans la méme situation, de
montrer que le n-uplet (a,pg,b2) est admissible. Le résultat annoncé, que tout n-uplet
de v(a) est admissible, en découle par itération et en changeant de (n — 2)-uplet a.

Comme pg € Xyeg, compte tenu de la Définition 23] et par symétrie, il suffit de montrer
que les courbes admissibles qui passent par a et by recouvrent un voisinage de pg, ce
qu’on vient de faire, et que les courbes admissibles qui passent par a et py recouvrent un
voisinage de by, ce qui maintenant est clair, puisque les droites qui passent par m(pg) et
un point voisin de b} recouvrent un voisinage de b). O

On revient a la situation modele décrite avant ’énoncé précédent. On s’intéresse
maintenant aux dérivées des applications (I0),

dv(b) : Ty X? = T,y CRNG(PY),  dI(b') : Ty (P"T)? = Ty CRNy (P71,

en b et en b’ = 7(b). Les propriétés de di(b’) sont connues, elles concernent la grass-
mannienne des droites de P"T1. D’autre part, en dérivant I'identité de ([3) en b, dans la
direction v € Tp X2, voir aussi la formule (@), on obtient la relation

(14) pevb\a,  dr(p)- ((dv(b)-v)(p)) = (dI(b) - v"))(n(p)),
ot v = (v1,v2) € T(p, p) (X x X) et v/ = (dm(by) - v1,dm(bz) - v2).
Notons [ la droite [(b’). Le fibré normal N;P"*! est une somme directe de r fibrés en
droites de degré 1. On a :
kerdl(b') = T(b’l,b;)(l X l), im dl(b/> = Ho(l, Nl]P)TJrl).

Une section globale non nulle de N;P™+! s’annule au plus en un point, simplement.
Notons C' la courbe vy(a) = v(b). Pour tout p € C\a, V'application birationnelle
7+ X --» P"*! induit un difféomorphisme local au voisinage de p. La dérivée dr(p)
induit des isomorphismes de T, X sur Tw(mlP’T‘|r1 et de T),C sur Tr(,l, donc aussi de la
fibre (NoX), de NcX en p sur la fibre (N;P"+1) ) de N;P"*! en 7(p). Cette remarque
s’applique en particulier a la relation (v, v4) = (dr(by1) - v1,dm(bs) - v2).
Du c6té de du(b), on a :

ker dv(b) = Ty, p,)(C x C), imdv(b) C H°(C,NcX) c H°(C, NcPV).

3. Le résultat qu'on a en vue est important seulement dans le Chapitre 4. Les considérations qui
suivent ne servent pas dans la démonstration du Théoréme [LL7]
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La premiere relation résulte des propriétés de dl(b’) et de ([4), la seconde rappelle qu’on a
identifié Tc CRN(PY) & un sous-espace de H(C, NcPV) et que X est lisse au voisinage de
C. Il résulte encore de ([4) qu’on a un isomorphisme ¢ : im dv(b) — im dl(b’), compatible
avec I'action naturelle de dn(p) : (NeX), — (N/P"1) () en dehors de a. On a donc un
isomorphisme

(15) ¢: imdu(b) —» H (L, NP™);  ¢(&)(n(p)) = dr(p) - &(p) sip e Cla.

On a presque obtenu le lemme suivant, dont 1’énoncé ne fait plus référence aux applica-
tions osculatrices. Rappelons qu’une section non nulle de NoX engendre un sous-fibré
en droites L(¢) de Nc X dont elle est une section[(4).

Lemme 2.10. — Soit C une courbe admissible de X et a = (a1,...,an) un n-uplet
de C. Pouri=1,...,n, soit E; C H°(C, NcX) limage de la restriction de la dérivée
dvy(a) au sous-espace {0} x -+ x {0} x T, X x {0} x -+ x {0} de TgX™. On a :

1. pour tout i € {1,...,n} Uespace E; est de dimension r et une section non nulle
¢ € E; de NoX s’annule simplement aux points de a\{a;} et nulle part ailleurs;

2. pour tout i,5 € {1,...,n} et toute section non nulle & € E;, il existe une section
non nulle n € E; qui définit le méme sous-fibré en droites de NoX : L(n) = L(§).

Démonstration. — Par symétrie, on peut supposer ¢ = n. Notons a,, = bs. Si a,—1 = b1,
on retrouve la situation modele et E, C H°(C, Nc X) est aussi 'image de la restriction
de dv(b) au sous-espace {0} x Tp, X de TpX?. Compte tenu de (IH), E,, est de dimension
r et une section non nulle £ € E,, de N¢ X s’annule en ayq, ..., a,_3, simplement en a,_1
et nulle part ailleurs. Par symétrie, on obtient la premiere partie de I’énoncé.

La seconde partie est évidente si ¢ = j. Par symétrie, on peut supposeri =n, j =n—1
et retrouver la situation modele. Soit £ € E,, une section non nulle de NoX. Son image
& = ¢(&) engendre un sous-fibré en droite L(¢') de NPt de degré 1, et I'image de
dI(b") contient les sections de ce fibré. Soit n’ une section non nulle de L(¢) qui s’annule
en b] = m(ap—_1). Comme ¢ est un isomorphisme et compte tenu de ([IT), " = ¢(n) pour
un 7 € E,,_1. D’autre part 7 est une section de L(§) d’apres ([H). D’ou la seconde partie
du lemme. O

La conséquence suivante est importante.

Théoréme 2.11. — La variété algébrique $,(X) est de dimension rn et l'ouvert dense
Y4(X) des courbes admissibles de X est contenu dans sa partie lisse.

Pour toute courbe admissible C de X, son fibré normal NoX est une somme directe
de r sous-fibrés en droites de degré n — 1 et TcX,(X) = H°(C,Nc X).

Si a est un p-uplet de C, l'ensemble £4(X; a) des courbes admissibles qui contiennent
a est une sous-variété lisse de dimension (n —p)r de £4(X) et TcXq(X; a) est l'espace
des sections de No X qui s’annulent sur a.

4. Rappelons pourquoi. Au voisinage d’un zéro d’ordre p > 1 de &, on identifie C' & un voisinage de
0 € C et on écrit £(t) = tPe(t); alors e définit un fibré en droites sur un voisinage U de 0, qui prolonge
celui que ¢ définit sur U\{0}.
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Démonstration. — L’application v : X ifﬁ)n — X4(X) est ouverte donc I'image du germe

de X ;Zﬁn en un point est le germe de ¥¢(X) au point image. Compte tenu du théoreme
du rang, il suffit, pour montrer que X,(X) est lisse de dimension rn, de montrer que

Papplication 7y : X ;Zﬁn — CRN,(PY) est de rang constant rn.
Soit @ € X;Zﬁn. Notons C = vy(a) et
E =imdy(a) c H°(C, NcX).

On définit les sous-espaces Fj, ..., E, de E comme dans le lemme précédent. Ils sont de
dimension 7 et E = Y"1 | F;. Cette somme est directe : si & € E;, et > ;& = 0, on
vérifie que chaque terme s’annule en as, ..., a,, donc est nul d’apres la premiere partie
du Lemme On a donc

E =} E,.
Ceci donne en particulier la premiere partie de I’énoncé.

La premiere partie du Lemme [2ZI0] montre aussi que, pour tout i € {1,...,n}, la fibre
Ei(p) = {&(p), & € E;} de E; vérifie E;(p) = (NeX)p sip € C\a ousip =a;. Il en
résulte que la fibre F(p) de E est de dimension r pour tout p € C.

Pour déterminer la structure de No X, partons par exemple d’une base (£*)7,_; de
E,,. Pour chaque a, le fibré L(£%) engendré par £ est de degré n — 1. Les espaces

F*=H°(C,L(¢%) ¢ H(C,NcX), a=1,...,r

sont de dimension n et évidemment en somme directe. Pour « fixé et compte tenu de la
seconde partie du Lemme [210] il existe, pour tout ¢ € {1,...,n} une section non nulle
ne € E; de L(£*). Les sections n¢,...,n% € E sont linéairement indépendantes donc
engendrent F'“. En particulier F'* C E.

Ceci montre que F = @7,_; F'“ puisque le premier membre contient le second et que
les deux membres ont la méme dimension. Comme les fibres de E sont de dimension 7,
les fibrés L(¢1), ..., L(£7) sont en somme directe comme sous-fibrés de No X . On obtient
que No X = @} _ L(¢F) est une somme directe de fibrés en droites de degré n — 1 et que
E = H°(C, NcX). Ceci démontre la deuxieme partie de 1’énoncé.

Sil<p<n—1, exactement le méme argument qu’au début de la démonstration,
appliqué & la restriction de v a {(aq,...,ap)} ¥ X;Z;lp)(al, ...,ap), montre que la variété
Y¢(X;a1,...,ap) est lisse et que son espace tangent en C' est donné par

TeXg(Xja1,. .. ap) = &1 Ei

Il est de dimension (n — p)r. Comme N¢X est une somme directe de fibrés en droites de
degré n— 1, 'espace de ses sections qui s’annulent en aq, . .., a, est de dimension (n—p)r
et donc TcXq(X; a1, ..., a,) est égal & cet espace. O

Finissons par une remarque. On obtient des « cartes locales > de X,(X) au voisinage
de la courbe C' = (@) en choisissant, pour ¢ = 1,...,n, un germe d’hypersurface lisse
Y; C X, transverse & C' en a;. La restriction de v,

Vvixxy, @ MieYs = Xg(X)

est, compte tenu de ce qui précede, un difféomorphisme local. De méme, sil <p <n-—1,
sa restriction M_;{a;} x M, Yi = ¥4(X;a1,...,0ap) est un difféomorphisme local.
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2.7. Projections osculatrices générales. — On démontre I’analogue de la Propo-
sition pour une projection osculatrice associée a un point admissible pondéré de X.
Par composition de telles projections, le résultat couvre en fait le cas d’une projection
osculatrice générale. On se donne une pondération

(plv"'vpnfl)v avec Pp—1 > 1.

Proposition 2.12. — On supposen > 3. Soit a € Xaam et 0, une projection osculatrice
de centre X, (p1). La variété 0,(X) appartient o la classe Xry1n-1(q¢ — (p1 + 1)) et
0o : X --» 0,(X) est birationnelle et induit un difféomorphisme de Xaam(a) sur son

image, contenue dans 0,(X)adm. St b € X(nfl)(a), alors 0,(b) € QQ(X)(nfl)'

adm adm

Démonstration. — Soit (a, b) un n-uplet admissible avec b = (b, ..., b,). On peut choi-
sir la cible de la projection 6, soit :

s PY -5 651X, (1),
Onnote § =0,, X' =0(X)et ¢ =q—(p1 +1).

Le début est une répétition de la démonstration de la Proposition 26l A défaut d’étre
clair, on essaiera d’étre bref.

L’image X’ de X engendre un espace de dimension , ,—1(¢") et pour i = 2,...,n,
Papplication 6 : X --+ X’ induit un difféomorphisme local du germe de X en b; sur un
germe lisse et p'-régulier X! C X’ en b;, de dimension r + 1. On a choisi la cible de telle
sorte que (Xz/)bl (pZ) = Xb, (pl)

Si un hyperplan H contient X,(p1), une courbe C' € £4(X;a) coupe H au moins a
Pordre (p; + 1) en a. Le degré de C' = 6(C) est donc < ¢'. D’autre part, pour tout
i €{2,...,n— 1}, I'image C} du germe de C en b; est un germe lisse donc p’-régulier
en b; et les osculateurs (CY)p, (p;) sont en somme directe projective. Il en résulte que C’
engendre un espace de dimension > ¢’. Finalement C’ € CRN, (X').

En faisant varier b, on obtient que X’ appartient & la classe X;41 ,—1(¢").

Pour montrer que, si b € X;Z;l)(a), alors 6(b) = b est un (n — 1)-uplet admissible de
X', il suffit, voir la Définition 2.3} de montrer que b est contenu dans X7,,. On utilise les
résultats obtenus sur les projections osculatrices associées a un (n — 2)-uplet admissible
pour le vérifier. C’est la raison pour laquelle on n’a pas traité d’emblée les projections

osculatrices générales.

Il suffit de montrer que b, 1 € X[, Soit ¢ la projection O X (pi) — X, (pn-1)
de centre @?;bei (pi). La composée 0= ¢ o 6 est une projection osculatrice qui envoie
X sur une variété de Veronese X" d’ordre p,_1. Comme 6 : X --» X" est birationnelle
d’apreés la Proposition 2.6 il en va de méme de 6 : X --» X' et de ¢ : X' --» X",
De méme, comme 6 induit un difféomorphisme d’un voisinage de b,_1 dans X sur un
voisinage de b,_; dans X" le germe X/ _; est le germe de X’ en b,_;. Donc b,_1
appartient & X/ O

reg’

Il est clair, compte tenu en particulier de la derniere partie de I’énoncé, qu’on obtient
par itération un énoncé analogue pour une projection osculatrice associée a un p-uplet
admissible, quel que soit p € {1,...,n — 2}.
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3. Intégrabilité

3.1. Introduction. — Dans cette section, nous terminons la démonstration du Théo-
reme [[.7 Présentons la stratégie suivie.

Si Xo € Xrj1,n(n — 1), une section hyperplane générique de X, dans P! est
une variété minimale de méme degré. Le systeéme ) (Xy) des sections hyperplanes de
Xo est donc un systeme linéaire de dimension r + n — 1, dont 1’élément générique Y
appartient & la classe X, ,(n — 1). Compte tenu de la propriété fondamentale d’une
application ¢ : X --» Xy qui associe une variété standard X € X,41,(q) & Xo au
sens de la Définition [[.§] le systeme linéaire ¢*(Y (X)) (comme X n’est pas supposée
lisse, on précisera ce qu'on entend par 1a) est de dimension r +n — 1 et son élément
générique appartient & la classe X, (q). En général, le probleme est de définir, dans les
cas favorables, un systeéme linéaire Y(X) sur X qui vérifie ces propriétés.

Sin =2, X est une variété de Veronese d’ordre ¢ et (X)) est le systeme des variétés
de Veronese Y C X, de dimension r et d’ordre q. C’est aussi I'image du systeme des
hyperplans de Xy = P"*! par un isomorphisme de Veronese P"*! — X.

En général, la solution est donnée par les projections osculatrices. En effet, soit C' une
courbe admissible, @ C C un (n — 2)-uplet et 6, une application birationnelle associée
de X sur une variété de Veronese 04(X) d’ordre p. SiY € X, ,,(¢) contient C, son image
0a(Y) appartient a X, 2(p) pour la méme raison que 0q(X) appartient a Xy41,2(p).

Ceci suggere de considérer, pour tout a € X;Z;Q), le systéme linéaire 0% () (04(X))).
On introduira une notion provisoire d’< intégrabilité > de X dont on montrera qu’elle
est équivalente au fait que les systemes 0% () (0,(X))) appartiennent & un méme systeéme
linéaire, puis au fait que la variété X est standard.

Un argument géométrique tres simple montrera que X est intégrable si p > m dans
la division euclidienne ¢ = p(n — 1) + m — 1 de g par n — 1. En particulier, c’est le cas si
X S XT+173((]) et q 7& 3

Le cas général sera résolu grace a un résultat d’hérédité de l'intégrabilité, qui a son
intérét propre :

sin >4, lavariété X € X114 0(q) est standard si et seulement si 0,(X) est un élément
standard de Xr41.n-1(q¢ — (pa + 1)) pour tout point admissible pondéré a € X .

Cet énoncé est faux si n=3.

3.2. Intégrabilité. — Les hypotheses générales et les notations sont les mémes que
dans le Chapitre 2. On suppose toujours n > 3. On utilisera le Théoréme [Z9 et selon les
cas, par commodité ou par hasard, la Proposition ou la Proposititon [Z7

On notera mg : X --» P"T! une application birationnelle associée & un (n — 2)-uplet
admissible @ de X et H le systéme linéaire des hyperplans de P"*+1.

On notera 6 : X --» 04(X) une application birationnelle sur une variété de Veronese
d’ordre p associée & a € Xég;f) et souvent, Hq au lieu de V(04 (X)), le systeme linéaire
des diviseurs de Veronese d’ordre p de 64(X).

Définition 3.1. — Un diviseur admissible de X est une sous-variété Y C X irréductible
de dimension r qui possede la propriété suivante : il existe une courbe admissible C C Y
et un (n — 2)-uplet a de C tels que 74 (Y) € H.
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Les diviseurs admissibles génériques seront, dans les cas favorables, des générateurs
du systeme linéaire qu’on va construire. On les obtient tous de la maniere suivante.

Soit C' une courbe admissible, @ C C un (n — 2)-uplet et 27 un point de C\a. Si
h C T,,X est un hyperplan qui contient T,,,C et si H est 'hyperplan de P"*! passant
par m(zg) et de direction I'image de h dans Ty, P™t, il est clair que 77 (H)[G) est
l'unique diviseur admissible Y qui contient C et est tel que 74(Y) = H.

Par construction, si Z € Y™ est un n-uplet admissible qui contient a, la courbe v(Z)
est contenue dans Y, mais rien ne dit que Y contienne d’autres courbes admissibles que
celles-ci.

Définition 3.2. — Si n > 3, on dit que X € X.411,(q) est intégrable (en tant
qu’élément de la classe X1 .,(q)) si tout diviseur admissible de X appartient & la classe
Xrn(q). On convient que tout X € X,412(q) est intégrable.

Le résultat suivant donne des caractérisations de l'intégrabilité qu’on utilisera :

Proposition 3.3. — Soit Y une sous-variété irréductible de X, de dimension r, conte-
nant au moins une courbe admissible. Elle engendre un espace de dimension plus grande
que Tr—1,,(q) et les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. La variété Y appartient a la classe X, (q).

2. OnaY -C =n—1 pour une ou toute courbe admissible C ¢ Y.
3. OnaY  -C <n—1 pour une ou toute courbe admissible C ¢ Y .
4. Pour toute courbe admissible C C'Y et tout (n —2)-uplet a C C, on a mq(Y) € H.
5. Le diviseur Y est admissible et, pour toute courbe admissible C C'Y et pour tout
(n —2)-uplet @ = (a1,...,an—2) C C, siby € C\a et b= (by,az,...,ap_2), 00 a
Uimplication :
(16) Ta(Y)eH = mp(Y) € H.
Démonstration. — Soit Y une sous-variété irréductible de X, de dimension r et conte-

nant au moins une courbe admissible. Comme toute courbe C' € 3,4(X) est contenue
dans X,z le nombre d’intersection Y - C' est bien défini si C' ¢ Y. D’autre part, si C est
contenue dans Y et si @ C C est un n-uplet, un n-uplet be Yieg assez voisin de a est
admissible. Les osculateurs Yy, (p),..., Y, (p); Yo, i (p —1),...,Ys,_,(p — 1) sont alors
de dimension maximale et, comme sous-espaces d’espaces en somme directe projective,
ils le sont aussi. Donc Y engendre un espace de dimension > m,_1 ,,(q).

Supposons Y € X, ,(¢). Si Z est un n-uplet admissible de X contenu dans Y, la courbe
() est le seul élément de CR4(X) qui contient Z. Par hypothese, il existe un élément de
CR4(Y") qui contient Z. C’est nécessairement (). Il en résulte quune courbe admissible
qui a n points deux-a-deux distincts dans Y est contenue dans Y.

Par hypothese, Y contient une courbe admissible C. Soit @ C C un (n — 2)-uplet et
b = (b1,b2) C C\a un 2-uplet. Soit * € X? voisin de b et C(z) = v(a,z). Siz C Y,
la courbe C(x) a au moins n points distincts dans Y donc est contenue dans Y. Il en

1

5. La notation m;l(H) correspond & l'image de H par mg = : P™T1 -5 X, voir la note en bas de

page signalée au début de la démonstration de la Proposition [Z.6]
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résulte que, pour tout 2-uplet @’ C 74 (Y") voisin de 74 (b), la droite qui contient @’ est
contenue dans 74 (Y). Autrement dit m4(Y) est un hyperplan H de P"+!,

On choisit maintenant & = (by,z) avec = ¢ Y. La courbe C(by,x) n’est pas contenue
dans Y donc coupe Y en aq,...,a,—1,b1 et nulle part ailleurs. Son image par 7, est une
droite I ¢ H : elle n’est pas tangente & H en mq(by). Ainsi, la courbe C(by, ) coupe YV
transversalement en by. Par symétrie en aq,...,a,_1 €t by, elle coupe Y transversalement
en tous ces points et donc Y - C(by,z) = n — 1. Ceci montre que (1) implique (2).
Evidemment (2) implique (3).

Supposons maintenant qu’'on a Y - C' < n — 1 pour toute courbe admissible C' ¢ Y.
En particulier, une courbe admissible qui a n points deux-a-deux distincts dans Y est
contenue dans Y. Comme c’est la seule propriété utilisée, dans le paragraphe précédent,
pour montrer que 74(Y") est un hyperplan pour tout (n — 2)-uplet a contenu dans une
courbe admissible contenue dans Y, on obtient que (3) implique (4).

Il est clair que (4) implique (5). On suppose enfin que Y vérifie (5). Notons A ’en-
semble des (n — 2)-uplets a contenus dans au moins une courbe admissible contenue dans
Y et tels que 7o (Y) € H.

Par hypothese Y est un diviseur admissible, donc A est non vide. On fixe @ € A et
une courbe admissible C' C Y qui contient a. On sait que 74 induit un difféomorphisme
d’un voisinage de C\a sur son image. En particulier, Y est lisse au voisinage de C'\a.

Sib C C est un (n — 2)-uplet disjoint de a, ’hypothese (5), appliquée (n — 2) fois
donne que b appartient & A. En particulier Y est lisse au voisinage de C\b donc au
voisinage de C. Si b C C n’est pas disjoint de a, on obtient encore que b appartient
a A en passant par l'intermédiaire d'un (n — 2)-uplet ¢ C C, disjoint & la fois de a et
de b. En résumé, si a € A, tout (n — 2)-uplet d’une courbe admissible contenue dans'Y
qui contient a appartient a A et, d’autre part, on sait que toute courbe admissible qui
contient un n-uplet admissible y C'Y qui contient a est contenue dans Y .

Soit @ = (aq,...,a,) un n-uplet de C' et Yy = (y1,...,yn) € Y™ voisin de a. On passe
de a & ¥y par l'intermédiaire des n-uplets admissibles

Yp = (Y153 Yps Qpi1s ooy an) €Y, p=0,...,n.

La courbe v(y,) = C est contenue dans Y et (ay,...,an_2) € A donc aussi tout (n — 2)-
uplet de v(y,). En particulier (asg,...,an—1) € A et donc la courbe v(y,), qui contient
ce (n — 2)-uplet, est contenue dans Y. Comme elle contient un élément de A, on peut
itérer le raisonnement. On obtient finalement que v(y) est contenu dans Y et donc
que Y appartient a la classe X, ,(g). Ceci montre que (5) implique (1) et termine la
démonstration. O

3.3. Premiers exemples d’intégrabilité. — Le cas r = 1 est rapidement réglé. En
effet un diviseur admissible n’est alors rien d’autre qu'une courbe admissible :

Proposition 3.4. — Toute surface appartenant a la classe X, (q) est intégrable.

On suppose maintenant r > 2. Le cas particulier suivant, dont la démonstration est
tres simple, est crucial. II a comme corollaire immédiat qu'une variété X € X,y13(q)
est intégrable si g # 2n — 3 et comme conséquence indirecte, comme on le verra dans la
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prochaine section, qu'une variété X € X, ,(q) est intégrable si g # 2n — 3, ce qui est
une version préliminaire du Théoreme [[.7

Proposition 3.5. — Soit X une variété de la classe Xr11,,(q). Si p > m dans la divi-
sion euclidienne ¢ = p(n —1)+m —1 de g par n — 1, alors X est intégrable.

Démonstration. — Soit Y un diviseur admissible de X. On peut introduire une courbe
admissible C C Y, un (n — 2)-uplet @ de C et 04 : X --+ 04(X), une application
birationnelle sur une variété de Veronese d’ordre p, telle que 0,(Y) € Ha.

Fixons un n-uplet b = (b1,...,by,) C C\a. Siy € Y™ est assez voisin de b, la courbe
~(y) n’est pas contenue dans le centre de la projection 6,. On peut donc considérer son
image 04 (7(y)). C’est une courbe de degré ¢’ < ¢, ce qu’on écrit sous la forme

¢ <pn—-1)+m-—1.
D’autre part son degré ¢’ est un multiple de p car c’est I’image d’une courbe de P"*! par
un plongement de Veronese d’ordre p.
On suppose maintenant p > m. Alors le degré de la courbe 04(7(y)) est < p(n —1).

Comme b C C est disjoint de a et que 6, induit un difféomorphisme de C\a sur son
image, pour ¥ assez voisin de b, la courbe 4 (v(%)) a n points différents dans 64 (Y).
Elle est donc contenue dans 0, (YY), puisque c’est 'image, par un plongement de Veronese
v: P — 0,(X) d’ordre p, d’'une courbe de degré < n — 1 qui a n points différents dans
I'hyperplan v=1(04(Y)). La courbe 7(g) est contenue dans Y.

Ainsi le diviseur admissible Y engendre un espace de dimension > 7,_1,,(q) et, pour
tout § € Y™ voisin de b, il contient la courbe ~(y). Il appartient a la classe X, ,,(q).

Par définition, la variété X est intégrable. O

On en déduit une version préliminaire du Théoréme [[L7] dans le cas n = 3.

Proposition 3.6. — Toute variété X € X,113(q) est intégradle si g # 3.

Démonstration. — En effet, si ¢ = 2, X est une variété minimale et si ¢ > 4, alors
g=2p+m—1avecm € {1,2} et p > 2. O
3.4. Hérédité de Dintégrabilité. — Dans ce paragraphe, on se donne une
pondération

(plv"'vpnfl)v avec Pp—1 > 1.
Rappelons qu’auparavant, on a souvent choisi la pondération (B)) seulement pour fixer
les idées. On utilisera la Proposition [2.12]

Supposons n > 3 et ¢ > n. Soit X € X,41,(q) une variété intégrable, a € Xaqm un
point affecté du poids p; et ¢/ = ¢ — (p1 +1). Il résulte facilement de la Proposition 2:12]
qu’un diviseur admissible générique de la variété 6,(X) appartient & la classe X, ,,—1(¢).
La restriction de généricité empéche d’en déduire que l'intégrabilité est stable par projec-
tion osculatrice, a cause du choix qu’on fait d’une définition <« forte > de l'intégrabilité.
On verra que c’est vrai a la fin de ce chapitre. Quoi qu’il en soit, cette propriété est
banale. Ce n’est pas le cas de la réciproque partielle suivante.

Proposition 3.7. — Soitn >4, g >n et X € X119 0(q). Si pour tout point ¢1 € Xadm
affecté du poids p1, la variété 0., (X) est intégrable, alors X est intégrable.
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Ce résultat est important. Il est faux si n = 3. On le réénoncera en termes de variétés
standards a la fin de ce chapitre. Bien stur, la démonstration ci-dessous n’utilise pas la
stabilité de 'intégrabilité par projection osculatrice.

Démonstration. — On utilise la propriété (5) de la Proposition B3 comme critére d’inté-
grabilité. On se donne un diviseur admissible ¥ de X, une courbe admissible C' C Y et
deux (n — 2)-uplets de C' de la forme

a=(c1,...,Cn-3,0), b=(c1,...,cn-3,b).

Il s’agit de montrer qu’on a 'implication : 04(Y) € Hq = 06(Y) € Hp.

Notons ¢ = (¢1,¢') = (c1, ..., cn—3). Pour fixer les idées, on se donne d,e € C'\(a Ub)
avec d # e et on écrit les décompositions en sommes directes projectives

PY =X, (p) @ Q, Q= (915X, (p) Q. Q = Xa(pn-2) ® Xe(pn-1),
qu’on utilise pour choisir les cibles des projections osculatrices
O, PV -5 Q, 0 :PN -5 Q, 04PN -5 Xe(pn_1), 0p:PY -5 Xe(pno1).
Soit ¢er : Q --+ Q' la projection de centre @' X, (p;). (Cest I'identité si n = 4.) On a
Be = der © e,y

Compte tenu de la Proposition 212, la variété 0.(X) appartient a la classe X,41,3(¢")
avec ¢’ = pp—2 + pn—1 + 1 et de plus, (0.(a),e) et (6.(b),e) sont des paires admissibles
de 0.(X). On leur associe les projections osculatrices o, et o, de Q' sur X.(pn—1), de
centres respectifs 0c(X)g, (a)(Pn—2) €t 0c(X)a,5)(pPn—2). Par construction, on a :

eazaaoeczaao¢c’oec1a 9b20b09c20b0¢c’0901-

Finalement, revenons au probleme posé au début de la démonstration. On suppose
0a(Y) € Hq. La variété 0., (Y') contient la courbe admissible 6., (C) et

(00 © @) (e, (V) = 0a(Y) € Ha,
donc 6., (Y) est un diviseur admissible de 6., (X). Sous les hypothéses de I’énoncé, la

variété 0., (X) est intégrable donc (o 0 ¢er)(0¢,(Y)) appartient & Hp. On a obtenu que
0u(Y") appartient & Hp, ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 3.8. — Toute variété X de la classe Xr41.,(q) est intégrable si ¢ # 2n — 3.

Démonstration. — On sait que le résultat est vrai si n = 3. On suppose n > 4 et que le
résultat est vrai & Pordre n — 1. On écrit la division euclidienne ¢ = p(n — 1) +m — 1
avec, par hypothese (p,m) # (1,n — 1).

Soit a un point admissible de X, pondéré par o € {p—1,p}, aveco = psim =n—1.
La variété 0,(X) appartient & X,y ,-1(¢"),

¢ =pn—-1)4+m—-1-(c+1)=pn—-2)+m—-1—(c+1-p).

Soit aussi ¢’ = p’(n —2) +m’ — 1 la division euclidienne de ¢’ par (n — 2).

Si m > 2, on choisit ¢ = p. Alors (p',m') = (p,m — 1) # (1,n — 2) et 0,(X) est
intégrable par hypothese de récurrence.

Si m =1, on choisit ¢ = p — 1. Alors (p',m’) = (p, 1) et on a la méme conclusion.
D’apres la Proposition B.7] la variété X est intégrable. O
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3.5. Construction d’un systéme linéaire sur X. — On note R(X) le corps des
fonctions rationnelles sur X. On n’exclut pas a priori que Xgng ait une composante
irréductible de dimension r. Si une fonction rationnelle sur X s’annule sur une telle
composante, la définition de son ordre d’annulation n’est pas élémentaire, voir Fulton [4].
C’est une difficulté bien connue de la théorie des systémes linéaires. La circonstance
suivante permet d’échapper a cette difficulté.

Lemme 3.9. — Si la restriction de f € R(X) a Xieg n'a pas de péle (ou de zéro) sur
une courbe admissible, f est constante. En particulier, une fonction f € R(X)\{0} est
déterminée modulo C* par le diviseur qu’elle définit sur X,y par restriction.

Démonstration. — Si f n’a pas de podle sur la courbe admissible C' et si a € C, f est
constante, égale & f(a), sur toute courbe admissible voisine de C' qui passe par a. Comme
ces courbes recouvrent un ouvert non vide de X, f est constante. O

Compte tenu de cette remarque, en négligeant les éventuelles composantes irréductibles
de dimension r de Xging, on dispose d’une théorie des systemes linéaires sur X (on dira
plutét sur X,cg) tout & fait analogue & celle qu’on aurait si X était lisse. On fait quelques
rappels et on renvoie le lecteur & la présentation de Mumford [I1] pour toute précision.

Si f € R(X)\{0}, le diviseur (f|x,.,) = (f|X,0p)0 = (f] X0 Joo des zéros et des poles de f
dans Xcg est bien défini. Deux diviseurs D et D’ de X,z sont linéairement équivalents,
ce qu'on note D ~x, . D', sl existe une fonction f € R(X) telle que (fx,.,) = D' — D.

A tout diviseur effectif Yy de X,cg, on associe :

1. lensemble |Yy| des diviseurs effectifs de X,eq linéairement équivalents a Yy, c’est le
systéme linéaire complet engendré par Yy ;

2. Tespace vectoriel Q(Yp) des f € R(X) telles que, ou bien f = 0, ou bien le diviseur
(fiX.ee) + Yo est effectif. Si f # 0, il revient au méme de dire que le diviseur
Y0 = (f| X Joo st effectif ou encore que (fix,.,) =Y — Yo ou Y € [Yy|.

Le point est que, compte tenu du Lemme B.9 si YV ~x, , Yo, il existe une fonction
[ € R(X)\{0}, unique modulo C* telle que (f|x,.,) =Y — Yo. On a donc, comme c’est
le cas pour une variété lisse, une correspondance biunivoque entre les droites vectorielles
de Q(Y)) et les éléments de |Yp|.

Par définition, un systeme linéaire ) sur X,¢z est un ensemble de diviseurs effectifs de
Xreg associé par une telle correspondance & un sous-espace non nul F' d’un espace Q(Yp).
Si cet espace est de dimension finie, dim F' — 1 est la dimension du systeme ).

Soit 7 : X --» P"*! une application birationnelle associée & un (n—2)-uplet admissible
de X.Si Hy, H € H sont deux hyperplans distincts et siu € R(P"1)\{0} est une fonction
rationnelle de diviseur (u) = H — Hp, la fonction rationnelle non constante w o 7 induit
un diviseur non nul sur X,.g, toujours en vertu du Lemme [3.0

Compte tenu de cette remarque on peut, de la méme fagon par exemple que dans [11],
associer a tout H € H un diviseur non nul (mx,,,)"(H) de X,eq. Ce diviseur est aussi la
somme (non vide) Y.", n;W;, ot W; décrit la famille des sous-variétés irréductibles de
dimension r de X, d'image H et oli n; est le degré de I'application induite 6 : W; --» H.

Ces diviseurs sont les éléments d'un systeme linéaire (mx,,,)*(H). Si Ho € H, c’est
le sous-systeme du systeme linéaire complet |(7|x,.,)*(Ho)| associé au sous-espace de

reg
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Q((mx,.,)*(Ho)) des fonctions de la forme u o, ot u € R(P™*) et, ou bien u = 0, ou
bien (u)s = 0, ou bien (u)s = Ho.
On notera abusivement © au lieu de 7T‘*Xmg.

Soit I';y € X xP"*1! le graphe de I’application 7. Si K C X est un ensemble algébrique,
on note m[K] le sous-ensemble algébrique {z’ € P™* Jz € K, (z,2") € 'z} de PrT1,
Si H € H, on définit 7~'[H] de fagon analogue. D’ailleurs, 771 [H] N X,¢q est aussi le
support du diviseur 7*(H).

On note H(z) la sous-variété des H € H qui passent par le point x € P"+1. On utilisera
le lemme suivant :

Lemme 8.10. — Soit a un (n — 2)-uplet admissible et b € Xpam(a). L’ensemble des
*

H € H qui contiennent limage d’une courbe C' € L,(X;a,b) et tels que wg(H) soit
irréductible, autrement dit que wg*(H) = m%(H), contient un ouvert dense de H(mq(b)).

Démonstration. — Comme a est fixé, on ne le note pas en indice. Notons b’ = 7(b).
On rappelle que 7 induit un difféomorphisme de X,qm(a) sur son image dans P71
Comme (a, b) est admissible, I'image de $,(X;a,b) est un ouvert dense de X1 (P"+1;¥').
La premiere propriété définit donc un ouvert dense 2 de H(b').

Si H € Q, le diviseur 7*(H) est de la forme n*(H) = m'(H) + Y1~ n;W;, ot les
diviseurs irréductibles W7, ..., W,, sont contenus dans X\ Xaam(a). Pour i = 1,... m,
on peut choisir un point w; € W; tel que ww;] soit fini : w[w;] = {w},,...,w},,, }-
D’autre part, m est un difféomorphisme d’un voisinage de b sur un voisinage de b’ et,
compte tenu d'un cas particulier élémentaire d’un théoreme de Zariski, la fibre 7= 1[V/]
est connexe donc réduite au point b. Il en résulte que b’ n’est pas un des points w) .

2,7 °

Pour que 7*(H) soit irréductible, il suffit que H ne passe par aucun des points wj ;, ce

qui définit un ouvert dense de {2. O
On peut enfin énoncer :

Proposition 3.11. — Soit X une variété intégrable de la classe Xr11.,(q). La réunion,

pour a € Xég;m, des systémes linéaires Y(X;a) = wli(H) est contenue dans un systéme

linéaire Y(X) sur Xyeg, uniquement déterminé. Il est complet, de dimension r +n — 1.
Un diviseur admissible générique appartient ¢ Y(X) et Y - C = n — 1 pour tout
Y € Y(X) et toute courbe admissible C ¢ Y.

Démonstration. — Le point important est de montrer que deux systemes Y(X;a) et
Y(X;b) sont contenus dans un méme systeme linéaire sur X,eg, autrement dit qu’on a
(17) Y1 € Y(X;a), Y€ Y(X;b), = Y ~ Xy Y2

En utilisant la transitivité de la relation ~x,, on se ramene, un peu comme dans la
derniere partie de la démonstration de la Proposition 3.3l & un cas particulier.

Comme X,qm(a) et Xaam(b) sont des ouverts denses de X, on peut choisir ¢; € X

tels que les (n—1)-uplets (c1,a1,...,an,—2) et (c1,b1,...,b,_2) soient admissibles et donc
aussi les (n — 2)-uplets (c1,a2,...,an—2) et (c1,ba,...,b,—2). De proche en proche, on
construit un (n — 2)-uplet admissible ¢ = (¢1,...,cn—2) tels que tous les (n — 2)-uplets

(Clv"'7Cpaap+17"'7an72); (Clv"'7Cpabp+17"'7bn72); p:07"'5n727
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soient admissibles. On passe donc de a a ¢ puis de ¢ & b par deux suites de (n — 2)-uplets
admissibles, tels que deux (n — 2)-uplets consécutifs aient n — 3 éléments communs, & la
méme position (ceci est important & cause de la pondération).

On peut donc supposer a = (a1, as,...,a,-2) et b = (by,a2,...,a,_2). Finalement,
soit ¢ € X tel que (c,a) et (¢, b) soient admissibles. Deux (n — 2)-uplets consécutifs de
la suite a, (¢, aq,...,a,—2), b sont contenus dans une méme courbe admissible.

On s’est ainsi ramené & ne considérer que le cas particulier de deux (n — 2)-uplets
admissibles @ = (ay,a9,...,an—2) et b = (by,a2,...,a,_2) contenus dans une méme
courbe admissible. On démontre alors I'implication (7)) en vérifiant que Y(X;a)NY(X;b)
est non vide.

Notons b| = 74 (b1) et a} = mp(a1). Le lemme précédent, appliqué & a et a H(b)),
permet d’introduire un ouvert non vide U de H(b}) tel que tout H € U contient 'image
7o (C) d’une courbe C € ¥,(X;a U {b1}) et tel que 7, ' (H) = 7 (H).

a

Comme X est intégrable, mp(m5 ' (H)) € H(a}) pour tout H € Y. On vérifie facilement
(voir le commentaire qui suit la Définition 1)) que 'application qui & H € H(b)) associe

mp(my L(H)) € H(a}) est un homéomorphisme local.

On applique encore le Lemme B0 cette fois & mp, et & H(a]). Il existe un élément Hy
de (mp o 5 1)(U) tel que 7, '(Ho) = 75 (Hp). Alors mp ' (Hp) est un élément de Y(X;b)

qui est aussi de la forme 71 (H) avec H € U donc appartient au systeme Y(X;a).

On a montré que les systémes linéaires Y(X; a) sont contenus dans un méme systeme
linéaire Y(X) et qu’un diviseur admissible générique appartient au systeme Y(X), voir le
Lemme [BI0 Par invariance linéaire, on a bien Y -C' = n—1 pour tout Y € Y(X) et toute
courbe admissible C' ¢ Y. 1l reste & montrer que le systéme )(X) est nécessairement de
dimension r +n — 1, c’est-a-dire que, si m € X"~ ! est un (r +n — 1)-uplet générique,
il existe un et un seul diviseur Y € Y(X) qui contient m. En effet, si 'on démontre cela,
comme Y(X) est contenu dans le systéme linéaire complet Y (X) défini par un élément
quelconque de 'un des systémes Y(X;a), on aura nécessairement Vo (X) = V1 (X).

On écrit m = (a,d) = (a,d’,d"), la juxtaposition d'un (n — 2)-uplet a, d'un 2-uplet
d et dun (r — 1)-uplet d”. On peut supposer (a,d’) admissible, que les éléments de d
appartiennent & X,am(a) et que les r + 1 éléments de 7,(d) sont en position générale
dans P"*!, i.e. engendrent un hyperplan H.

Notons Y = 7 (H). C’est un élément de Y(X;a) qui contient m.

Réciproquement, soit Y7 € Y(X) un diviseur qui contient m. Il contient (a,d’) donc
la courbe admissible Cy = ~y(a,d’) puisque Y7 - C = n — 1 si C ¢ Y; est une courbe
admissible. Soit Yy une composante irréductible de Y telle que Cy C Yy. Si C ¢ Yy est
une courbe admissible, on a évidemment Yy -C < n—1, donc Yy -C = n— 1 compte tenu
de la Proposition B3], qui donne aussi que 74(Yp) est un hyperplan Hy € H.

SiYi=Yy+W,onaW-C =0si C ¢ Y; est une courbe admissible, donc W ne
rencontre pas X,qm. On en déduit que Yy contient m. En particulier Hy = H.
Finalement, les deux diviseurs Y = 75(H) et Y7 sont linéairement équivalents et
induisent le méme diviseur au voisinage de Cy. D’apreés le Lemme B9 ils sont égaux. O
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3.6. Fin de la démonstration du théoréme principal. — Rappelons que, compte-
tenu en particulier du Corollaire B.8 une variété X € X,11,(q) est intégrable si n = 2,
ousir =1, ousin>3etq#2n— 3. le Théoreme [T est donc une conséquence du
résultat plus précis suivant.

Théoréme 3.12. — Soit v > 1, n > 2 et ¢ > n — 1. Toute variété intégrable de la
classe X,+1.n(q) est standard. Plus précisément, si ¢ : X --+ PTT=1 est une application
rationnelle définie par le systéme linéaire Y(X) de la Proposition [3.11), alors :

1. Xo = ¢(X) C P71 est une variété minimale de dimension r+1 et de degré n—1
et ¢ induit une application birationnelle ¢ : X --» Xo ;

2. celle-ci induit un difféomorphisme de Xaam sur son image, contenue dans (Xo)adm ;

3. limage d’une courbe admissible de X est une courbe admissible de Xo et ¢ induit
un difféomorphisme de X4(X) sur son image dans L,,—1(Xo).

Démonstration. — On associe des applications rationnelles au systeme linéaire Y(X) de
la méme fagon que si X était lisse, voir le début de la Section 3.5. On choisit Yy € Y(X)
et une base (fo,..., fr4n—1) de lespace Q(Yp). On pose

(18) d(x) = [fo(x) -t fropr(z) oot frpnoa(2)]

L’application ¢ : X --» P"+"~1 définie par (I8) ne dépend des choix qu’a composition &

gauche prés par un automorphisme de P"T~1. De plus Xy = ¢(X) engendre P71,
Soit C' une courbe admissible de X et @ C C un (n — 2)-uplet. Pour analyser ¢

au voisinage de C'\a, on choisit Yy € Y(X;a) et la base de Q(Yp) tels que dans ([IJ),

(fo,---, fr41) soit une base du sous-systéme linéaire Y(X; a). L’application rationnelle

Ta(x) = [fo(x) : -+ ¢ frya(a)]
n’est rien d’autre quune application birationnelle X --» P! associée & a. On sait
qu’elle induit un morphisme injectif sur X,qm(a), de rang constant r + 1.

L’application ¢ : X --+ X est donc birationnelle et, en faisant varier a, on obtient
qu’elle est définie comme morphisme sur X,q45,, de rang constant r 4+ 1. Elle est injective
sur X,dm car, pour tout x1, 22 € Xadm, il existe un (n — 2)-uplet admissible a tel que
x1,T2 € Xadm(a). Donc ¢ induit un difféomorphisme de X,4m sur son image, une sou-
variété lisse ¢(Xadam) de PTT7~1 peut-étre non fermée, contenue dans Xj.

La variété X, engendre P"*"~1. Compte tenu des propriétés du systeme V(X), si
C € 34(X), son image ¢(C) coupe un hyperplan générique en n — 1 point. D’autre part,
pour (x1,...,2,) € X générique, il existe une courbe ¢(C) qui passe par ces points.
Comme un n-uplet générique de points de Xy engendre un P"~!, on conclut que X est
une variété minimale de degré n — 1.

La classification des variétés minimales, voir le début du Chapitre 5, montre que
(Xo0)sing n'a pas de composante irréductible de dimension r. Il en résulte que ¢(Xadm)
est un ouvert 2 de Xy, contenu dans la partie lisse de Xy. Pour démontrer la derniere
partie de I’énoncé, puisque ¢ : Xaqm — €2 est un difféomorphisme et que €2 est la réunion
des images des courbes admissibles de X, il suffit de montrer que 'image d’une courbe
admissible de X est une courbe admissible de Xj.

Il suffit pour ca de répéter le raisonnement de la démonstration du Théoréme
en l'appliquant & X, et, au lieu de CRN,,_1(Xp), & la famille des courbes ¢(C) avec
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C € L4(X). SiT est une telle courbe, on sait que I' est lisse de degré n — 1 et contenue
dans (Xo)reg. Si (af,...,a),_;) est un (n — 1)-uplet de la courbe I' on obtient que les
osculateurs (Xo)a;, - - - (Xo)a,_, sont en somme directe projective. Ainsi, tout n-uplet de
I' est admissible pour Xg. Le théoréeme est démontré. O

3.7. Variétés intégrables et variétés standards. — Nous avons démontré qu’une
variété intégrable X € X411 ,(q) est standard, mais pas la réciproque. Du coup, la Propo-
sition[B.7] qui est importante, est énoncée en termes d’intégrabilité, une notion transitoire.
D’autre part, le commentaire qui précede cette proposition laissait une question ouverte.
Les résultats suivants répondent a ces questions. D’abord, on a :

Lemme 3.13. — Une variété X € Xpi110(q) est intégrable si et seulement si elle est
standard.
On se donne maintenant une pondération (p1,..., pn—1) avec p,—1 > 1. On a :

Théoréme 3.14. — Soit X € X,41,(q) avecn > 3 et ¢ > n. Si a € Xaam, on affecte
a du poids p1, on note 8, une projection osculatrice associée et ¢ = q— (p1 + 1).

1. S X est un élément standard de Xy11,,(q), alors 0,(X) est un élément standard
de Xy n—1(q"), pour tout a € Xadm.

2. Sin > 4 et si 0,(X) est un élément standard de la classe Xy ,,—1(q") pour tout
a € Xadm, alors X est un élément standard de X,11.,(q).

Nous démontrerons ces deux énoncés dans la Section 4.4.

Une autre démonstration que celle qu’on proposera est possible, d’ailleurs plus élémen-
taire, sur la base de la classification des variétés standards établie dans le Chapitre 5.
Indiquons seulement & quoi se réduit la démonstration. Compte tenu de la Proposition 3.7
la seconde partie du théoreme ci-dessus est une conséquence du Lemme Compte
tenu du fait qu'une variété X € X,41,,(q) est toujours standard si ¢ # 2n — 3, il suffit
de démontrer ce lemme et la premiere partie du théoréeme dans le cas ¢ = 2n — 3. Enfin,
si la premiere partie du théoreme est démontrée, on obtient le lemme par récurrence sur
n, & partir du cas n = 3, & nouveau grace a la Proposition 3.7

En résumé, il suffit de montrer qu'une variété standard de la classe X,41.3(3) est
intégrable et que, si X est une variété standard d’une classe X,11,(2n — 3) avec n > 4,
pour tout a € Xaqm, son image 0,(X) € X,41 ,-1(2n — 5) par une projection de centre
Xo(1) est une variété standard. La vérification, & partir de la description de ces variétés
dans le Chapitre 5, ne présente pas de difficulté.

4. La structure infinitésimale de la variété des courbes admissibles

4.1. Structures quasi-grassmanniennes. — Dans cette section, nous rappelons les
définitions et les résultats de la théorie des structures quasi-grassmanniennes dont nous
aurons besoin, voir par exemple Hangan [8], Goldberg [6].

Notons G4(W) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension s d’un
espace vectoriel W. Soit V' un espace vectoriel de dimension rn et soit v : C" @ C" — V
un isomorphisme. Si p € {1,...,r} et v € {1,...,n}, Papplication

(19) Gp(C") x G, (C™) = G (V), (E,F)»u(ER®F),
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définit une famille de sous-espaces de dimension pr de V. Ce sont les sous-espaces de
type (p,v) de V, pour I'isomorphisme u. Un isomorphisme v’ : C" @ C"* — V définit les
mémes familles de sous-espaces si et seulement 1’automorphisme u’' ou™! de C" ® C™ est
de la forme v ® § avec v € GL(C") et § € GL(C™).

Une structure tensorielle vectorielle de type (r,n) sur V est donnée par une famille
maximale d’isomorphismes linéaires C" ® C" — V tels que si u,u’ sont de la famille,
u' ou~1 est de la forme qu’on vient de décrire. Elle induit naturellement des structures
de type (p,v) sur les sous-espaces définis par (I9)).

Revenons a Papplication ([[9). Un sous-espace de type (r,n — p) est 'intersection de p
sous-espaces u(C"® F,) de type (r,n—1) en position générale. Il revient au méme de dire
que les hyperplans Fi,..., F, de C" sont en position générale. Une remarque analogue
vaut pour les sous-espaces de type (r — p,n).

D’autre part, un sous-espace de type (r — 1,n — 1) s’écrit u(C" ® F) N u(E ® C"),
l'intersection de deux sous-espaces de type respectif (r,n — 1) et (r — 1,n). Notons que
ces espaces ne sont pas en position générale dans V :

dmC"®@ F+dmE®C" —dimE®F =r(n—1)+(r—-—1)n—(r—1)(n—1)=rn—1.
On aura 'occasion d’utiliser le lemme suivant, emprunté a Goldberg [6].

Lemme 4.1. — Soit Fy, Fy, ..., F, des sous-espaces de codimension r de V en position
générale, i.e. tels que n quelconques des espaces Fi- = {l € V', lir, = 0} engendrent le
dual V' de V. 1l existe une et une seule structure tensorielle vectorielle de type (r,n) sur
V' pour laquelle ces espaces sont des sous-espaces de type (r,n — 1) de V.

Démonstration. — Pour D'existence, on se donne une base ¢1, ..., ¢, de F;- et 'on dé-
compose les ¢; suivant la décomposition V' = @ll_; F, soit P; = 2221 Mjo, aVeC
Mmjo € Fi. On vérifie que (m;q) est une base de V' et que Fy, ..., Fj, sont des espaces de
type (r,n — 1) pour la structure tensorielle vectorielle définie par la base duale de (mjq).

Réciproquement, soit v : C"®C™ — V un isomorphisme et Hy, ..., H, des hyperplans
de C™ en position générale, tels que u(C" ® H,) = F,, a = 0,...,n. On peut, sans
changer la structure, supposer qu'on a H, = {x € C", 2, =0} sia=1,...,n et qu'on

aHy={zxeC" a1+ --+z, =0} Siv :C"®C" = V ala méme propriété, on
peut faire la méme réduction sans changer la structure définie par v/. On obtient alors
(v ou™1)(C"® H,) = C" ® H, pour tout a. On en déduit que u' o u~"! est de la forme
v ® Ign done que u et u’ définissent la méme structure. O

Dans la suite, on utilisera la terminologie des < G-structures ». Identifions C"™ & un
produit tensoriel C” @ C™ et notons (g;a,x3) les éléments du groupe de matrices GL(rn),
par légereté sans écrire les domaines de variation des indices. On note G, ,, le groupe des
matrices (gja,k3) de la forme

Gjakp = Cik Aap, (Cik)jr=1 € GL(r), (Aap)a s=1 € GL(n).

Une G, p-structure vectorielle sur V, ou structure grassmannienne vectorielle de type
(r,n), est définie par la donnée d’une famille maximale £ de bases de V, dites bases
distinguées, telles que la matrice de passage entre deux éléments (vja) et (wjq) de &
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appartienne au groupe G, ,. Autrement dit la formule de passage est de la forme

(20) Wi = ZZCjkAaﬁ VE3.-

k=1p=1

Comme le groupe de matrices G, est invariant par transposition, il revient au méme
de se donner une famille maximale £ de bases de 1’espace dual V' de V, telles que les
matrices de passage appartiennent au groupe Gy .

Toute base distinguée (vj,) de V' détermine un isomorphisme v : C" @ C" — V
défini par u(e; ® o) = vja, olt (g;)}_; est la base canonique de C" et (¢a)n_; la base
canonique de C", et la famille des isomorphismes ainsi obtenus définit une structure
tensorielle de type (r,n). Une G, ,-structure vectorielle est donc la méme chose qu’une
structure tensorielle vectorielle de type (r,n).

Soit maintenant M une variété analytique lisse de dimension rn. Une G, ,-structure
sur M, ou structure quasi-grassmannienne de type (r,n) sur M, est définie par la donnée
d’une G, ,-structure vectorielle sur chaque espace tangent 7, M, dépendant analytique-
ment du point x de M. En pratique, elle sera définie par une famille de bases locales de
1-formes telle que les matrices de passage sont des fonctions analytiques a valeurs dans
le groupe Gy, ,,. Une telle base est dite distinguée.

Une sous-variété lisse N de M est une wvariété intégrale de type (p,v) si, pour tout
x € N, T, N est un sous-espace de type (p,v) de T, M.

Par exemple, si V' est un espace vectoriel, pour x € V on identifie T,V a V. Une
Gy p-structure sur V est constante si elle est définie par une base de 1-formes constantes.
Deux G, ,-structures constantes sont équivalentes par transformation linéaire.

Une G, ,-structure est intégrable ou plate si elle est localement difféomorphe & une
Gy p-structure constante. L’exemple le plus important est la G, ,-structure naturelle sur
la grassmannienne G,.,, (de dimension rn) des P"~! C P71, Ses variétés intégrales de
type (r,n — 1) sont les sous-variétés de codimension r dont les éléments passent par un
point donné de P"+7~1 et ses variétés intégrales de type (r — 1,n) sont les sous-variétés
de codimension n dont les éléments sont contenus dans un hyperplan donné.

On se donne une G, ,-structure sur une variété analytique lisse M.

Définition 4.2. — La G, ,-structure est y-intégrable, respectivement §-intégrable, si,
pour tout x € M et tout sous-espace N, de T, M de type (r, 1), respectivement de type
(1,n), il existe un germe en x de variété intégrale N de méme type que N, tel que
T.N = N,.

Les lettres v et ¢ sont censées évoquer la gauche et la droite.

La ~- et la -intégrabilité de la structure sont caractérisées par I’annulation de cer-
tains tenseurs. Il en résulte, on utilisera cette remarque, qu’il suffit, dans la définition
précédente, que les conditions soient vérifiées pour x € M et N, C T, M génériques.

On rappelle le résultat suivant, voir Goldberg [6] :

Théoréme 4.3. — Une G, p,-structure est intégrable si et seulement si elle est y- et
d-intégrable.
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4.2. La structure quasi-grasssmannienne de X,(X). — L’objet de ce chapitre est
de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.4. — Si X € X,q1.,(q), la variété lisse Lq(X) des courbes admissibles de
X admet une G, ,-structure naturelle, déterminée par la propriété suivante :
— pour tout point admissible a de X, la sous-variété ¥,(X;a) des courbes admissibles
de X qui passent par a est une sous-variété intégrale de type (r,n — 1) de X4(X).
Cette structure est y-intégrable. Elle est intégrable si et seulement si X est un élément
standard de X141 ,0(q).

La premiere partie de 1’énoncé est une conséquence du Théoreme 2.TT] et du fait que
I'espace HY(PP, 1) a une structure tensorielle vectorielle de type (r,n) naturelle si L est
la somme directe de r fibrés en droites de degré n — 1. Cet espace admet d’ailleurs une
structure plus fine qui distingue, parmi tous les sous-espaces de type (r,n —1), la famille
des sous-espaces de la forme {£ € H°(P', L), £(t) = 0} quand ¢ décrit PL. Cette structure,
qu’on peut aussi décrire en termes de G-structure, est intéressante mais n’intervient pas
dans la démonstration. Elle ne sera pas discutée ici, voir aussi Gindikin [5] & ce sujet,
dans un cadre plus général.

Soit C' une courbe admissible et V l'espace tangent TcX,(X), qu’on identifie & espace
H°(C,NcX) des sections globales de N¢X. Ecrivons NoX = @F_ Ly, o Ly, ... Ly
sont des sous-fibrés en droites de degré n — 1 de NoX. Choisissons un point zg de C, un

isomorphisme ¢ : C' — P tel que ¢(z0) = oo et pour j = 1,...,r, une section non nulle
e; de L; ayant un zéro d’ordre n — 1 en zy. Les rn sections analytiques
(21) x € C, eia(z) = d(x)* ej(x), a=1,...,n,

de N¢X forment une base (ej,) de V. On munit V' de 'unique G, ,,-structure vectorielle
pour laquelle (ej,) est une base distinguée. Rappelons que cette structure est aussi la
structure tensorielle vectorielle définie par I'isomorphisme linéaire v : C"®@C"™ — V donné
par u(g; ®@ Ya) = €ja, ol (€;)j_; est la base canonique de C" et (pa)p—; celle de C".
Notons (mja) la base duale de la base (ejq).

Un sous-espace de type (r,n — 1) de V est défini par un systéme de la forme :

> tamia(€) =0,  j=1,...m
a=1

olt [ty : -++ : t,] € P"~L. D’autre part, une section ¢ = > jaMja(§) €jo s’annule en un
point donné a € C si et seulement si

> o) tmia(§) =0,  j=1,...n
a=1

Ce systeéme définit un sous-espace de type (r,n — 1) de V, d’ailleurs d’une forme par-
ticuliere. Compte tenu du Lemme [L1] la G, ,-structure vectorielle définie par la base
(eja) est la seule pour laquelle ces espaces sont de type (r,n — 1). En particulier, elle ne
dépend pas des choix qu’on a faits.

Admettons provisoirement que la structure qu’on vient de définir sur T3, (X) dépend
analytiquement de C. On a donc construit une G, ,-structure sur X,(X). Comme P’espace
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tangent ToX,(X; a) s’identifie au sous-espace des sections £ € V' qui s’annulent en a, on
obtient la premiere partie de 1’énoncé.

Soit C' € 34(X) et (ejq) une base de V, de la forme 21)).
Soit N¢ un sous-espace de type (r, 1) de V. Par définition, N¢ admet une présentation
paramétrique de la forme
n T

fi (Zsa¢a_1)(ztj€j), (tl,...,tr>€CT,

a=1

olt (s1,...,5,) € C"\{0}. Etant donné a € C\{zo}, toutes les sections £ € N¢ s’annulent
en ce point si et seulement si u = ¢(a) vérifie Zz;é squ®~t = 0. Pour s € C" général,
les solutions définissent un (n — 1)-uplet @ = (ay,...,an—1) de C et on obtient
n—1
Ng = ﬂ TeXo(X;a:) = TeX(X; a).

i=1

Comme ¥,(X;a) = (12 £4(X;a;) est une variété intégrale de type (r,1) de 3,(X),
compte tenu de la Définition et du commentaire qui la suit, on obtient que la G, ;-

structure de X,(X) est y-intégrable.

Pour montrer que la G, ,-structure vectorielle qu’on a construite sur chaque espace
Tc¥,(X) dépend analytiquement de C' € 3,(X), fait qu'on a provisoirement admis, on
peut procéder de la fagon suivante.

Soit C' € L4(X), (ao,...,an) un (n+1)-uplet de C et, pour & =0, ...,n, Y, un germe
d’hypersurface lisse transverse a C' en a,. Comme on ’a vu a la fin de la Section 2.6,
Papplication v, voir le Lemme [2.8] induit un difféomorphisme local

Y1 X x Y, = Ee(X).

Il en résulte que, pour a € {1,...,n} fixé, les variétés X,(X;y) avec y € Y, forment un
germe de feuilletage (régulier) F, de codimension r au voisinage de C' dans ¥,(X). De
plus les feuilletages Fi, ..., F, sont en position générale. On définit le feuilletage Fy de
facon analogue. Par symétrie, on obtient n + 1 feuilletages de codimension r, en position
générale.

On choisit un systeme de 1-formes analytiques (qﬁj);:l tel que le feuilletage Fy soit
défini par le systéme d’équations {¢; =0, j = 1,...,7}, et on décompose chaque 1-forme
¢jeng; =>"_ wja, o, pour & = 1,...,n, le systétme {w;jo =0, j =1,...,r} définit le
feuilletage F,,. Par construction et compte tenu du Lemme ] on obtient ainsi un germe
(wja) de base de 1-formes analytiques au voisinage de C' et pour tout C’ € X4(X) voisin
de C, la base de TcX4(X) induite par cette base est distinguée pour la G, ,-structure
vectorielle de Tv 34 (X). Ceci donne le résultat voulu.

4.3. Fin de la démonstration du Théoréeme[d 4. — Si Xy C P~ est une variété
minimale de degré n — 1, la structure quasi-grassmannienne de ¥,,_1(Xy) est induite par
I'application qui associe & un P*~! C Pr*+"~! générique la section Xq NP"~!. Elle est
intégrable. Par définition d'une variété standard de la classe X1 »(q), éventuellement en
invoquant le Théoreme B.12 pour plus de précision, la G, ,,-structure naturelle de ¥4 (X)
est intégrable si la variété X est standard.
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On traite la réciproque. On suppose que la G, ,-stucture de X,(X) est intégrable.
Compte tenu du Théoreme B.12] il s’agit de montrer que X est intégrable au sens de la
Définition

Soit C' une courbe admissible de X, a C C un (n — 2)-uplet et 7 : X --» P! une
application birationnelle associée. Soit & un point de C\a, h C T, X un hyperplan qui
contient T,,C' et H I'hyperplan de P"*! passant par 7(z) et de direction 'image de h
dans TP, La variété Yy = n~(H) est un diviseur admissible qui contient C' et
est tel que T,,Yy = h. Comme on ’a remarqué apres la Définition Bl on obtient tous
les diviseurs admissibles de X par cette construction. Il s’agit donc de montrer que Yj
appartient a la classe X, (q).

Soit V =TeE,(X), quon identifie & H°(C, NcX), et (€j4) une base distinguée de V
de la forme (21I). Par définition, un sous-espace Lo de type (r — 1,n) de V admet une
présentation paramétrique de la forme

5 = (Z Sa¢a_1)(ztjej)7 (Sla e Sn) € (Cna (tla o atr) € K7
a=1 j=1

ol K est un hyperplan de C". La fibre Lc(p) = {€(p) € (NcX),, & € Le} de Lo en

tout point p € C est donc de rang r — 1. On choisit le sous-espace L, de type (r —1,n),

dont la fibre Lo (x) au point donné x € C\a est h/T,C.

Comme la G, ,-structure de X,(X) est supposée intégrable, il existe en C' un germe
L C ¥4(X) de variété intégrale de type (r — 1,n), tel que TcL = L. Considérons la
projection canonique

K {(C’,:c’) eLxX, ec’} X

Son image est aussi 'image d’un relevement V : LxP! — X de linclusion v : L — %, (X).
Les dérivées de v et de V en C’ € L et (C’,t) € L x P! sont reliées par la formule (@)
du Chapitre 2. Si 2’ = V(C’,t), 'image de la dérivée de V est le sous-espace de T,y X
qui contient T, C’ et dont le quotient par T,-C’ est la fibre en 2’ du sous-espace Te L
de H°(C', N¢vX). En particulier, comme cette fibre est de dimension constante r — 1,
I’application V est de rang constant r et donc, si le germe L est choisi assez petit, son
image Y = k(L) est une hypersurface analytique (non fermée) lisse qui contient C. Par
construction T,,Y = h.

Considérons a présent la projection canonique

adm’ adm"

O {(C’,a:’) eLxx™ 2 c C”} - xm

La variété de départ est de dimension (r — 1)n +n = rn et si @’ est dans l'image de
k™, (y(x'),x') est son seul antécédent. L’application (™), & valeurs dans Y™, est donc
de rang rn = dim Y™ au point générique de la variété source. Rappelons que Y est lisse
le long de C' donc engendre un espace de dimension > m,_1 ,(g). On a obtenu :

la variété irréductible lisse (non fermée) Y = k(L) engendre un espace de dimension
> m_10(q) et il existe un n-uplet y, € Y™ tel que, pour tout y € Y™ voisin de y,, il
existe une courbe C € CRNy(Y') qui contient y.

Bien que la variété Y ne soit pas fermée, le méme argument qu’au début de la
démonstration de la Proposition montre que 7(Y) est contenu dans un hyperplan de
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P! nécessairement 'hyperplan H. Il en résulte que Y est un ouvert de Yy = 7~ 1(H)
puis que Y, appartient a la classe X, (q). Le Théoreme [£4] est démontré.

4.4. Application : retour sur la Section 3.7. — On vient de montrer que si la
variété X € X,41.,(q) est standard, la G, ,-structure naturelle de ¥,(X) est intégrable,
puis que, si cette structure est intégrable, alors X est intégrable. Pour X, les deux
propriétés, d’étre intégrable et d’étre standard, sont donc équivalentes. Ceci démontre le
Lemme et la seconde partie du Théoreme B.14

Reste & démontrer la premiére partie de ce théoreme. Soit X une variété standard de
la classe Xy4+1.,(q) avec n > 3 et ¢ > n. On se donne un point a € Xaqm qu’on affecte du
poids p;. Il s’agit de montrer que la variété X’ = 6,(X) € X, 41,1 est standard, ou 6,
est une projection osculatrice associée & a et ¢’ = ¢ — (p1 + 1).

On sait que 6, induit un difféomorphisme de X,4m(a) sur son image, un ouvert dense
de X! ,4,,, ainsi qu'une application 0, : Y¢(X;a) —» Ly (X'). En utilisant les rappels
faits au début de la Section 2.6, on calcule facilement la dérivée de cette application

en C' € X,(X) et I'on vérifie que c’est un isomorphisme. On en déduit que 6, est un
difféomorphisme de ¥,(X; a) sur son image, un ouvert dense de Xy (X').

Finalement, comme la G, ,-structure de ¥,(X) est intégrable, la G, ,_i-structure
induite sur X4(X;a), une variété intégrale de type (r,n—1), est intégrable. Compte tenu
du Théoreme [£4] le difféomorphisme éa est compatible avec les G, ,,—1 structures de la
source et du but. Il en résulte que la G, ,_1-structure de X, (X') est intégrable sur un
ouvert dense de ¥ (X'). Elle est donc intégrable et, d’apreés le méme théoreme, la variété
X' est standard.

4.5. Une autre démonstration du Théoréme [[.717 — Dans la Section 4.3, pour
montrer que X est une variété standard si la G, ,-structure de X,(X) est intégrable, nous
avons utilisé la notion intermédiaire de < variété intégrable » et le Théoreme B.12] D’un
autre coté, les méthodes décrites dans ce chapitre suggerent une autre démonstration
du Théoreme [T L’esquisse ci-dessous est seulement plausible. Faute de temps et aussi
faute de motivation, nous n’avons pas vérifié les détails.

Un probléme général intéressant est de caractériser les paires (X,3(X)), ou X est
une variété algébrique irréductible de dimension r 4+ 1 et 3(X) une variété algébrique
irréductible de dimension rn de courbes de X, qui sont équivalentes par une transforma-
tion birationnelle & une paire (Xo, X (X)) ott la variété Xy engendre un espace P71
et ¥(Xg) est la variété définie & partir des sections Xy N P?~!. Disons que la paire
(X,32(X)) est standard si c’est le cas. C’est 'analogue pour les courbes du probleme de
la caractérisation des systémes de diviseurs qui sont linéaires. Dans ce cas-ci, un théoreme
d’Enriques [3] donne une réponse importante.

On considere la situation qu’on vient de décrire, sous I’hypothese que la relation d’in-
cidence <« x € C » entre points € X et courbes C' € X(X) détermine, au sens de
la premiere partie du Théoreme 4 une structure quasi-grassmannienne sur un ouvert
dense de X(X) et que celle-ci est intégrable. On suppose de plus que, pour & € X"
générique, il existe une et une seule courbe C' € X(X) qui contient x. Il est tentant de
penser (est-ce connu ?) que, sous ces hypotheses, la paire (X, (X)) est standard.
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La Section 4.3 nous dit au moins comment essayer de construire le systeme de diviseurs
qui, si 'on montre qu’il est linéaire, résout le probleme posé. Un élément générique Y du
systéme devra contenir la réunion des courbes qui sont éléments d’une variété (ou d’un
germe de variété) intégrale de type (r — 1,n) de 3(X), dépendant de Y.

Si les conjectures précédentes sont correctes et démontrées, une démonstration alter-
native du Théoréme [[L7] consiste & ne retenir du Chapitre 3 que la Proposition 35 dont
la démonstration est tres facile, a en déduire le résultat voulu si n = 3 et a conclure par
I’énoncé suivant de la théorie des structures quasi-grassmanniennes.

Théoréme 4.5. — Soitr > 2, n >3 et M une variété munie d’une G, ,-structure y-
intégrable. Soit Fo, F1,...,Fy des feuilletages de codimension v au voisinage de xo € M,
en position générale, dont les feuilles sont des variétés intégrales de type (r,n — 1). Si
la Gy n—1-structure induite sur chaque feuille de chaque feuilletage est intégrable et si
n >4, alors la Gy, -structure de M est intégrable au voisinage de xg.

On remarquera 'analogie entre I’énoncé précédent et le Théoreme B4 sur I’hérédité
de l'intégrabilité. En fait nous avons d’abord démontré un analogue de ce dernier en
utilisant le Théoreme La démonstration directe qu’on a donnée dans le Chapitre 3
n’a été découverte que plus tard.

Le Théoreme apparait dans Goldberg [6], ou le cas n = 3 est permis, mais tout
exemple d’une variété spéciale d’une classe X,41,3(3), on en construira dans le Chapitre 6,
montre que le résultat est faux si n = 3.

En effet, soit X € X4 3(3) une variété spéciale. La variété X3(X) est munie d’une
Gy 3-structure y-intégrable naturelle, qui n’est pas intégrable puisqu’on suppose que
X est spéciale. D’autre part, si a est un point admissible de X, on a vu que la G, o-
structure induite sur la variété X3(X;a), une variété intégrale de type (r,2), est locale-
ment équivalente a la G, o-structure naturelle sur la variété 32(X"’), oi X’ est une variété
de Veronese d’ordre 2, 'image de X par une projection osculatrice de centre X, (1). Cette
structure est donc toujours intégrable.

D’autre part, on a vu a la fin de la Section 4.2 comment construire des feuilletages
Fo,Fa,...,Fn de codimension r au voisinage de C' € X3(X), en position générale, dont
les feuilles sont des variétés de la forme Y3(X;a) avec a € Xaam. Ceci montre que la
condition n > 4 est nécessaire dans 1’énoncé ci-dessus.

En revanche, la 6-intégrabilité des Gy ,,- et G, ,—1-structures de I’énoncé se lit sur des
tenseurs dont des formules explicites sont données dans Goldberg [6] et qui sont faciles a
calculer sous Uhypothése n > 4. Bien que ce ne soit pas la démonstration choisie dans [6]
(elle est incorrecte), peut-étre dans I’espoir de couvrir aussi le cas n = 3, la démonstration
du Théoréme L5l est tres simple & partir de ces formules.

5. La classification des variétés standards

5.1. Préliminaires. — Deux variétés projectives X et X’ sont équivalentes s’il existe
un isomorphisme ¢ : (X) — (X') tel que ¢(X) = X'. Dans ce chapitre, nous donnouns la
classification des variétés standards a équivalence pres.

Le résultat précis est énoncé dans la prochaine section. La démonstration occupe le
reste du chapitre et suit la classification des variétés minimales, qu’on rappellera.
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Soit X € Xy41,n(n — 1) une variété minimale et X € X, 11 »(¢) une variété standard,
voir la Définition [L8 On dit qu'une application birationnelle ¢ : Xg --» X, telle que
I'image d’une section de Xy par un P"~! C P"t"~! générique appartient & CRN,(X),
associe X a X et, si une telle application existe, que X et Xg sont associées.

Pour chaque variété minimale X, on construira explicitement des variétés standards
qui lui sont associées. On montrera que la liste donnée est exhaustive en déterminant
tous les systemes linéaires sur X tels que les applications rationnelles qu’ils définissent
associent Xy a des variétés standards. On utilisera sans démonstration les propriétés
connues du groupe de Picard de XOW ainsi que le lemme suivant.

Lemme 5.1. — Soit Xg € Xr41,0(n — 1) une variété minimale et ¢ : Xo --+ X une
application birationnelle qui associe une variété standard X € X,11,(q) 4 Xo. L’appli-
cation ¢ est définie par un systeme linéaire complet |W| de dimension m,,(q), tel que
C - W = q pour toute section de Xq par un P*~1 C P71 générique.

Démonstration. — On se place sous les hypotheses de ’énoncé. D’abord, la partie sin-
guliere d’une variété minimale est vide ou de codimension > 2, ce qui permet d’utiliser
la théorie des systemes linéaires. On note Pic(X() le groupe des classes de diviseurs
de Xy modulo équivalence linéaire : deux diviseurs W, W’ € Div(Xj) sont linéairement
équivalents si W — W est le diviseur d’une fonction rationnelle f € R(X)\{0}.

L’application ¢ est définie par un systeme linéaire £ sans composante fixe et de dimen-
sion 7y, (q), uniquement déterminé. C’est un sous-systéme linéaire d’un systeme linéaire
complet |WW| sans composante fixe, défini par une classe W € Pic (Xy),

Comme ¢ : Xy --+ X est birationnelle et qu’une section générique C = Xq N P71
est contenue dans (Xo)reg €t ne rencontre pas le lieu d’indétermination de ¢, son image
@(C) est de degré C - W, ce qui donne C- W =q.

L’image X’ de X par une application rationnelle définie par le systeme linéaire complet
|W| a aussi la propriété que, pour & € X' générique, il existe un élément de CRN,(X')
qui contient x. Compte tenu du Théoreme [[2 la variété X’ engendre un espace de
dimension < 7, ,(g). Comme le sous-systéme £ du systeme || est déja de dimension
7r.n(q), on obtient £ = |W]. O

5.2. La classification. — Rappelons d’abord la classification des variétés minimales
Xo C Prt~1 de dimension r + 1 et de degré n — 1.

Sin =2, Xy est un espace projectif PT+1,

Sin=3etr>2 Xy peut étre une hyperquadrique de P"*+2, de rang > 5.

Sin =05, Xy peut étre un cone au-dessus d’une surface de Veronese d’ordre 2.

Sin > 3 et si Xg n’est pas de 'une des deux formes précédentes, Xy est un scroll
rationnel normal. Les scrolls rationnels normaux de dimension r + 1 et de degré n — 1
sont caractérisés a équivalence pres par une famille d’entiers ay, ..., a, tels que :

(22) ag > - >a, >0, ap+ - +a.=n-—1.
Le modele S,,.....q, d'un tel scroll est donné dans le paragraphe ci-dessous.
6. Rappelons en particulier que si Xo est un cone au-dessus de X, le groupe de Picard de Xg est

naturellement isomorphe & celui de X ; voir R. Hartshorne : Algebraic Geometry, Graduate Tewts in
Mathematics 52, Springer-Verlag, Chapitre II, Exercice 6.3. On utilisera cette propriété.
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Comme on va le voir, une variété standard est le plus souvent équivalente a la complétée
projective d'une sous-variété d'un espace CV paramétrée par une famille de monomes.
On introduit une définition purement utilitaire.

Définition 5.2. — Soit A C N"*1\{0} un ensemble fini de cardinal N4 > 1. On note

xr = (ma)aeA le point courant de CNa et, pour tout s = (sl, .. .,ST+1) e C™t! et tout
o = (oq,...,0041) € A, on note s* = s --- s 74" La variété monomiale définie par
lensemble A est la variété projective X C P4 telle que

(23) XNnCchNa = {(s")aca, s€C}.

On distinguera souvent certaines des composantes de s € C"*! en changeant de no-
tation. Par exemple, étant donnée une famille d’entiers (ao,...,a,) qui vérifie 22)), la
variété monomiale définie par I’ensemble

A= {(k:,a) e (Nx N'O\{0}, lal <1, k< (p—1)ao+ Zajaj}.

est un scroll rationnel normal de dimension r + 1 et de degré n — 1, qu’'on note Sq,.....q, -

Le théoréme suivant donne la liste, sans omission ni répétition, des variétés standards.

Théoréme 5.3. — Soit X € X,41,(q) une variété standard avec v > 1, n > 2 et
q > n — 1. Elle est associée a une seule variété minimale Xg, a équivalence preés.

1. Sin=2 donc Xog =P, X est une variété de Veronese d’ordre gq.

2. Sin =3 et si Xy est une hyperquadrique de rang > 5, q est pair et X est l'image
de Xo par un plongement de Veronese d’ordre q/2.

3. Sin=2>5 et st Xg est un cone au-dessus d’une surface de Veronese d’ordre 2, q est
pair et X est équivalente a la variété mondémiale définie par l’ensemble

Alg) = {(i,4,0) € N> x N"1, 1< 233+ j) + 4la] < q}f.

4. Sin > 3 et si Xq est le scroll rationnel normal Sq,,. . q,, de degré n — 1, X est
équivalente a une variété mondémiale définie par un ensemble

Alp,x) = {(k,a) € (Nx N[0}, ol <p, k< (p—laDao+ ) aja;+ x},
j=1
ot q=pn—1)+x, p>1 est un entier et x € {—1,...,n—2}.
SiqZ —1 modulon—1, g = p(n—1)+x est la division euclidienne de q par n—1.
Si g = —1 modulo n — 1, les ensembles A(p,n —2) et A(p+1,—1) définissent des
variétés standards ; elles sont équivalentes si et seulement sin =3 ou ag =n — 1.

Le premiere partie de ’énoncé est une conséquence de la seconde. En effet, si une
variété X € X,41,,(q) est associée & deux variétés Xo, X1 € Xpy1,.(n — 1), X1 est
associée a X et donc équivalente a Xy d’apres la classification.

Remarquons qu'une méme variété peut appartenir & plusieurs classes X;11.,(q),
comme le montre la derniére partie de la classification. Si 1 < x < n — 2, 'ensemble
A(1,x) définit une variété standard de la classe X141 n—1(n — 1 + x), qui est aussi le
scroll rationnel normal Sgg4y.,....a,4x € Xrp1,n/ (0 — 1) avec n’ =n+ (r+1)x.
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Avant de passer a la démonstration du théoreme, faisons quelques remarques sur la
Définition Les ensembles de multi-indices A C N"*1\{0} qui interviendront auront
tous les propriétés suivantes :

— si @ € Nt est de longueur |a| = 1, alors a € A;

—sia€ Aetsia € NTI\{0} est tel que o < a; pouri=1,...,7+1, alors o/ € A.

Soit X une variété monomiale définie par un ensemble A qui a ces propriétés. Il résulte
de la premiere propriété que X N CN4 est une variété isomorphe a C"t1.

Il résulte de la seconde propriété que X NCN4 est homogene. Plus précisément, pour
5, € C™1 donné, X NCN4 est aussi paramétré par z, = (s, +5)%, a € A. Compte tenu
de la seconde condition, les polyndmes (s, +s)* —s¢, a € A, engendrent le méme espace
vectoriel que les monoémes s*, « € A. Il existe donc une transformation affine de CV4
qui conserve X et envoie 0 € X sur un point donné de X N CN4,

Si X, X’ sont des variétés monomiales définies par des ensembles A, A" C N"t1\{0}
qui vérifient les conditions précédentes et si A’ C A, la projection (T )aca — (Ta)acar
induit un isomorphisme de X N CN4 sur X' N CNa’.

5.3. Les trois premiers points de la classification. — On les démontre au cas par
cas.

Si n = 2, le groupe de Picard de Xg = P"*! est engendré par la classe H d'un
hyperplan. Si ¢ > 1, les applications rationnelles induites par le systéme |¢H| sont les
plongements de Veronese d’ordre ¢. Ceci donne le premier point du théoreme. Bien str,
le Théoréme [[H] est bien plus fort, puiqu’'on n’y suppose pas que X soit standard.

Soit n = 3 et Xy € P"*2 une hyperquadrique de rang 4+ 1 > 5, ce qui impose en
particulier 7 > 3. Comme X est un cone au-dessus d’une hyperquadrique lisse de rang
> b5, son groupe de Picard est le groupe libre engendré par la classe H d’une section
hyperplane de Xj. Si p > 1, application rationnelle définie par le systéme linéaire |pH|
est la restriction & X d'un plongement de Veronese d’ordre p de P"*2 et I'image d'une
section de X par un P2 C P2 générique est une courbe rationnelle normale de degré 2p.

D’autre part, dans un systéme convenable de coordonnées homogenes [Ug : - -« : U412,
la quadrique X est donnée par ’équation Z?:o Uf = 0. En notant U = (U, U’), comme
un polynéme homogene de degré p s’écrit

F(U) = Go(U") + UsG1(U") + (O _ UG (U),
7=0

ou Go(U’) est homogene de degré p et G1(U’) homogene de degré p — 1, on voit que
r+1+p r+p

—1=m,5(2p).

r+1 ) (TJrl) mr.3(20)

On a obtenu le deuxieme point du théoreme.

dim [pH| = (

Soit n = 5 et Xg C P""* un coéne au-dessus d’'une surface de Veronese S C P®. Le
groupe de Picard de S est le groupe libre engendré par une conique de S, donc celui de
X est le groupe libre engendré par la classe R d’un cone au-dessus d’une conique de .S
et 2R est la classe d’une section hyperplane de Xj.

Si O € CRN4 (X)) est la section de X par un P* C P*+* générique, alors C-oR = 20.
Il en résulte que, si X € X,115(q) est associée & Xo, g est pair et X déterminée par g,
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a équivalence pres. En particulier, si ¢ est un multiple de 4, X est 'image de X, par un
plongement de Veronese d’ordre ¢/4 de Xj.

Réciproquement, r > 1 étant fixé, soit ¢ > 4 un entier pair et
Alg) = {(i.5,0) EN* X N1 1< 2(i+ ) +4lal < g}

Notons X (q) la variété mondmiale définie par ’ensemble A(g). On vérifie que X (4) est
un cone au-dessus d’une surface de Veronese. On peut supposer que c’est Xj.
L’inclusion A(4) C A(q) induit une application birationnelle ¢ : Xy --+ X(g). Une
section générique Xy NP* de X est paramétrée par des équations de la forme :
_T;(0) =192 5= S;(0)
] To(e), ) ) ] T0(9)2’

ot § € P!, les T}j(6) sont des polynomes de degré < 2 et les S;(6) des polynomes de degré
< 4. Son image par ¢ est paramétrée par
- T1 (9>ZT2(9>]51 (9)"‘1 e Sr,l(H)O‘T*

x(i,j,a) (9> - To(o)i+j+2‘a| ’ (ivja Oé) € A(Q)

C’est en général une courbe rationnelle normale de degré ¢. La variété X (¢) vérifie donc
la premiére propriété dans la Définition [[.Tl Pour montrer qu’elle appartient & X141 5(q),
il suffit de vérifier qu’elle engendre un espace de dimension 7, 5(g).

On écrit ¢ = 20 et on décompose A(q) = {(i,j,a) € N"TL 1 < i+ j+2|a] <o}
selon les parités de i et de j : le cardinal de A(q) est la somme des cardinaux des quatre
ensembles de (i, j, &) € N"T1 respectivement définis par :
0<2i+2j+2|a| <o, 2i+2j+14+2]a| <o, 2i+2j+14+2]a| <o, 2i+2j+2+2|a] <o.

Si o = 2p est pair, on obtient : card(A4(q)) +1 = (Ti'f:l) +3 (070 = mrs(q) + 1.

Sio =2p+1 est impair, on a : card(A(q)) +1=3 (th:l) + (710 = mrslg) + 1.
Ceci démontre le troisieme point du théoreme.

j=1,...,r—1,

5.4. Si X, est un scroll rationnel normal. — On suppose enfin n > 3 et que X
est un scroll rationnel normal de dimension r+ 1 et de degré n — 1, défini par des entiers
ag, ... ,a, qui vérifient (22)). Le scroll X, étant fixé & équivalence pres, on associe a toute
paire d’entiers (p, x) tels que
I’ensemble
T

(24)  Alp,x) = {(h,0) € (Nx N0}, Jal < p, k< (p—Jal)ao+ Y aja; + X}

j=1

et la variété mondmiale X (p, x) définie par cet ensemble.

Remarquons que la premiére condition sur la paire (p,x) exclut la paire (1,—1).
D’autre part, ’écriture ¢ = p(n — 1) + x est la division euclidienne de ¢ par n — 1
sauf si x = —1, auquel cas ¢q est congru a —1 modulo n — 1.

La variété X (1,0) est le scroll rationnel normal qu’on a noté Se, . .. dans la Sec-
tion 5.2. On peut supposer Xo = X (1,0). La variété Xo N C" "1 est paramétrée par

(25) (..., 890, 81,818, ..., STt o Sy, Spty ooy 82207, (t,s) e CxC",
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et une section de Xy par un P! C P"t"~! générique est donnée par les relations

_ B
Py(t)’

entre les parametres ¢ et s, ol les Py (t) sont des polyndmes de degré respectif < n—1—ay.

(26) Sk

=1,...,m

Considérons une variété X (p,x). Comme A(1,0) C A(p,x), on a un isomorphisme
naturel de Xo N C™t"~1 sur X(p, x) N C@44(X) | Pinverse d'une projection. L’image
d’une section de Xy par un P*~! C P"t"~1 générique donnée par (Z6]) est une courbe
rationnelle normale de degré ¢ = p(n — 1) + x. En effet, elle est donnée par

P - B(1) Po(t) 1)

T(k,a) (t) - Po(t)p ) (kv a) € A(pa X)'

Le degré du dénominateur est majoré par p(n — 1 — ag) < ¢q et celui du numérateur est
majoré par k+ 37 aj(n —1—a;) + (n —1—ap)(p — |a|) < g, par construction.

La variété X (p, x) a donc la premiere propriété dans la Définition [T Pour montrer
qu’elle a aussi la deuxieéme, on calcule la dimension N(p, x) = card A(p, x) de V'espace
qu’elle engendre. On pose ag = p — |af, @ = (ag,a) E N'Tlet a-a = > =0 Cuty,. Soit

7 une permutation circulaire de {0,...,r}. Le nombre N(p, x) + 1 est égal &
_ 1 .
Z (@-atx+l) = = Z Z(aﬂw)aﬁ"'+Ofrf<r>ar+><+1)
lal=p |a|=p j=0
1
= g 2 A=) Y1
|al=p |&l=0

r+p r+p
= -1 1
(n )Q+J+u+>(r),
ou encore

r+p+1 T+ p
N(p,x)+1(x+1)< )+(n2x)( =mrn(q) + 1.

r+1 r
La variété X (p, x) appartient donc & la classe X,1+1,,(q) avec ¢ = p(n — 1) + x. On a
obtenu la premiere partie du lemme suivant.

Lemme 5.4. — On suppose que Xo est le scroll rationnel normal S,.... a,., de degré
n—1. Soit ¢ > n—1 un entier et ¢ = p(n— 1) + x la division euclidienne de q par n — 1.
La variété monomiale X (p, x) définie par Uensemble (Z4) est un élément standard de
la classe Xr41,0(q), associé a Xo.
Six =n—2, lawvariété X(p+1,—1) a aussi cette propriété ; elle n’est pas équivalente
a la variété X (p,n —2) sauf sin =3 ou siag =n — 1.

Démonstration. — 1l reste a montrer la derniere partie de I’énoncé. Commencons par les
cas particuliers.

Si ap = n — 1, la description de A(p, —1) dans ([24]) s’écrit :
al<p  k<(p—lan—1)—1.
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Comme ce systeme n’a pas de solution (k,a) € N"! avec |a| = p, on a en fait |a] = p—1
et k<(p—1—|a])(n —1)+mn—2. Autrement dit, A(p,—1) = A(p — 1,n — 2) et donc
Sin =3et ag=a; =1, la description de A(p, —1) dans (24)) s’écrit :
lal<p,  k<p—(la|—a) -1

Echangeons les parametres s; et ¢ et les indices k et c;. On obtient que la variété X (p, —1)
est équivalente & la variété monomiale définie par Pensemble des (k,a) € N'T1\{0} qui
vérifient k < (p—1—|a|) + a1 + 1 et |a] < p — 1, c’est-a-dire & la variété X (p —1,1).

Avant de traiter le cas général, considérons une variété monodmiale X (p, x). Rappelons
que son intersection avec CN(X) est homogene. Tl est clair qu’elle n’est pas (p + 1)-
réguliere. Elle est p-réguliere si k + |a| < p implique la deuxiéme inégalité dans (24,
c’est-a-dire si

T
ol <p = (p—lal)ao — 1)+ 3 aja; +x > 0.
j=1
C’est évidemment le cas si x > 0. Alors, en faisant t = 0 dans les monomes t*s®,
(k, ) € A(p, x), on voit que l'intersection de X (p, x) avec son espace osculateur a l’ordre
p en 0 contient une variété de Veronese de dimension r et d’ordre p.

On exclut maintenant les cas particuliers déja traités. On suppose donc as > 1 ou
as=0,a1 >1et ag> 2.

Soit p > 2. Compte tenu de ce qu’on vient de voir, pour montrer que les variétés
standards X (p, —1) et X(p — 1,n — 2) ne sont pas équivalentes, il suffit de montrer que
l'intersection Z de X (p, —1) avec son osculateur a l’ordre p—1 en 0 n’a pas de composante
de dimension 7. On note z(t,s) € X(p, —1) le point de paramétre (¢,s) € C" 1.

Si z(t,s) € Z, tous les monémes t*s* de degré > p avec (k,a) € A(p, —1) sont nuls.
En particulier s* = 0si |a| = p et Z;Zl aja;—1>0.Sias > 1, on obtient 51 = 53 =0,
ce qui implique que Z est de codimension > 2.

Sias =0,0naa; >1etag> 2 par hypothese et on obtient encore s; = 0. On doit
aussi annuler le monéme t*%°~1 qui est de degré > p, ce qui donne ¢ = 0. On obtient
encore que Z est de codimension > 2. Le lemme est démontré. O

5.5. Si X est un scroll rationnel normal, suite et fin. — Il reste & montrer que
les variétés standards de la classe X,41.,(¢) qui apparaissent dans le Lemme [5.4] sont les
seules associées au scroll rationnel normal Xg = Sq,,. . q,.

Si ag = n — 1, c’est facile. Dans ce cas, Xy est un coéne au-dessus d’une courbe
rationnelle normale de degré n — 1, donc le groupe Pic (Xy) est le groupe libre engendré
par la classe R du cone au-dessus d’un point de cette courbe et (n — 1)R est la classe
d’une section hyperplane de Xy. Pour ¢ > 1, on a C' - gR = ¢ si C' est une section de X,
par un P*~! ¢ Pr+t"—1 générique. Il en résulte que pour tout ¢ > n — 1, il existe au plus
une variété X € X,41,(q) associée & X, & équivalence pres. C'est la variété donnée par
le Lemme [5.4]

On suppose maintenant ag # n— 1. On dit alors que Xg est un scroll général. Le calcul
sera plus laborieux. Le groupe Pic (Xj) est le Z-module libre ZH @ ZR engendré par la
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classe H d’une section hyperplane de X et la classe R d'un élément du réglage de X,
par des P", dont on obtient un élément en fixant le parametre ¢ dans (23]).

Si a € Z, on note a™ = max(a,0). Pour tout (p, x) € N* x Z, on définit entier I(p, x)
par la formule

(27) I(p,x) = Z(Oéoao+"'+04rar+x+1)+-

lal=p
La dimension du systeme linéaire |pH + x R| est donnée par la formule suivante si p > 1,
voir par exemple Harris [9] :

dim |pH + xR|+1=1I(p,x), p=1

Soit ¢ : Xy --+ X une application birationnelle qui associe une variété standard
X € Xri1.n(q) & Xo. Soir |pH + xR| le systeme linéaire complet qui définit ¢.

Si C est une section de Xy par un P*~! C Pr+t"~! générique,ona C-H =n — 1 et
C-R=1, ce qui donne p(n — 1)+ x =gq.

Si [ est une droite contenue dans un représentant de R, onal-H =1et |- R =0 donc
l-(pH + xR) = p(n — 1), ce qui donne p > 1. On a donc :

Lemme 5.5. — Si le systéme linéaire |pH + x R| définit une application rationnelle qui
associe au scroll général Xo une variété X € X,11.n(q), la paire (p,x) € Z? vérifie :
(28) pz1l,  q=pn-1)+x,  I(p,x)=mrnlq) +1.

On a calculé I(p,x) pour p > 1 et x > —1 au début de la Section 5.4 et obtenu que

r+p+1 T+p
to) =00 (" T w2010z

ne dépend pas des entiers ag, . . ., a, mais seulement de leur somme n — 1. En particulier,
si ¢ = p(n—1)+ x est la division euclidienne de g par (n—1), alors (p, x) est une solution
de 28) et, si¢g=p(n—1)+n—2, (p+1,—1) est une autre solution de (28).

Pour montrer que la liste du Lemme [£.4] est exhaustive, ce qui acheévera la démons-
tration du Théoreme [5.3] il reste deux choses a vérifier. D’une part, on doit vérifier que
les solutions précédentes du systéme (28]) sont les seules, autrement dit que (28] implique
x € {-1,...,n—2}. C’est I'objet du lemme suivant.

D’autre part on doit vérifier, si n = 3 et ag = a1 = 1, que les deux systemes linéaires
|pH + R| et |(p + 1)H — R| définissent des applications rationnelles qui envoient Xy sur
des variétés équivalentes, ce qu’on fait maintenant.

Dans ce cas, Xy est un coéne au-dessus d’une quadrique lisse Q C P? et le groupe
Pic(Xp) est aussi le groupe libre engendré par les classes R et R’ des deux réglages
de X par des P". De plus R+ R’ = H. On a donc pH + R = (p+ 1)R + pR’ et
(p+1)H — R=pR+ (p+1)R'. Comme les deux réglages R et R’ sont échangés par un
automorphisme de X, on obtient le résultat cherché.

Le lemme suivant termine la discussion.
Lemme 5.6. — Si (p,x) est une solution du systéeme (23), alors x € {—1,...,n —2}.

Démonstration. — Posons :

Lp.x) =Y (ao(n—1)+x+1)*.

lal=p
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Si p > 2, on écrit a = (e, @), on distingue selon que g est nul ou pas et on calcule

Lipx) = > x+D"+ > (wh-1)+x+1)*

la’|=p lal=p, ap>1

= D x+D T+ D ((+DHn—1)+x+1)F
la|=p lal=p—1

= > (x+D +Iolp—1,x+n-1).
la/|=p

Ceci montre que, pour p(n — 1) + x = ¢ fixé, Ip(p, x) atteint son maximum 7, ,(g) + 1
en (p,x) si et seulement si y < n — 2.

Comme I(p,x) = Io(p, x) si x > —1, on obtient déja x < n — 2 si (p, x) est solution
de 28). Finalement pour montrer qu’on a y > —1, il suffit de montrer que :

(29) x <=1 = I(p,x) < lo(p,x)
On montre que I(p, x) diminue si, étant donné deux indices distincts j,k € {0,...,r} tels
que a; > ag > 1, on substitue la paire (a; +1, ap — 1) & la paire (a;, ax) dans (ao, ..., ar).

Par symétrie, il suffit de traiter le cas j =0, k = 1.

On écrit que I(p, x) est une somme de termes de la forme :

Z (wap + ara; +h)T, weN, helZ.

aptar1=p

Si ap = a1 le terme correspondant de la somme ci-dessus ne dépend que de ag + a1. On
regroupe les autres termes par paires, soit avec ¢ > jet i+ j = :

(iao + jai + h)* + (jag +iay + h)T = AT + BT, A> B.
D’autre part :
(a0 +1) +j(ar — 1)+ B)* + (jlao+ 1)+ i(as — 1)+ h)* = (A+(i— )" +(B—(i— )"
11 suffit de remarquer que, si A, B,C € Z,
A>B, C>0 = (A+C)" +(B-C)" > AT + B™,

pour obtenir le résultat en vue.

De proche en proche, on est ramené & démontrer ([29) pour ag =n—2, a; = 1. Alors :

I(p,x) = > (ao(n—2) +ar+x+1)*.

lal=p

Compte tenu de ce qui précede, il suffit de montrer, en considérant seulement les paires
(040,041) € {(p,()), (Oap)}a qU.’OIl a:

(pn=2)+x+ DT+ (p+x+ 1T <(pn—1)+x+1)"+x+1)"

si x < —1, ce qui est évident, compte tenu du fait que p(n — 1) + x = ¢ > 0. O
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6. Exemples de variétés spéciales

6.1. Introduction. — D’apres le Théoreme[[7] seules les classes X,41.,(2n — 3) sont
susceptibles de contenir des variétés spéciales, et cela seulement si r > 2 et n > 3, ce
qu’on suppose maintenant.

Commencons par rappeler la classification des variétés standards X € X,41 ,(2n —3).
Compte tenu du Théoreme (3] une telle variété est associée a un scroll rationnel normal
Sao,....a, de degré n —1 =ag + -+ a,.

Pour un scroll donné, il y a en général deux variétés standards qui lui sont as-
sociées, a équivalence pres. L'une est le scroll Sg4+n—2,....a,+n—2, dont I'intersection avec
Clr+2)(n=1=1 ost paramétrée par

(30) (t, ... 1902 sy b8y, T T2 s s, T T2 )

ou (t,8) € CxC". Cest la seule solution si ag = n—1 ou si n = 3. Sinon, autre solution
est équivalente & la variété dont Pintersection avec C"+2)(m=1=1 et paramétrée par

(ty .. #2907 s sy 10T T 88, 8k e 1T T gy ),
ou (t,s) e CxCreti,jke{l,...,r}, avec j < k et a; +ap > 1.

Dans I'attente de résultats plus généraux, on présente dans ce court chapitre quelques
exemples de variétés spéciales.

6.2. Quelques variétés spéciales dans les classes X1 3(3) et X,114(5). — On
a le résultat suivant :

Proposition 6.1. — Soit Q une quadrique de P"T1, de rang 1 > 3. L’%image de P! x Q
par le plongement de Segre de type (1,1) est une variété de la classe X,113(3). Elle est
spéciale si v > 2. Ces variétés sont classées a équivalence prés par leur dimension et le
rang p € {3,...,7 + 2} de la quadrique Q.

Dans le cas r = 2 et p = 4, la variété obtenue est équivalente & I'image de P! x P! x P!
par le plongement de Segre de type (1,1, 1). Nous devons cet exemple, le premier d’une
variété spéciale dont nous ayons eu connaissance, a F. Russo [13].

Démonstration. — Le plongement de Segre o : P* x P+l — P27+3 de type (1,1) est
défini par

o ([SO : Sl], [TO Ceeed TT+1]) — [S()TO s S()T,url : SlTO s SlTTJrl].

Soit @ C P"*! une quadrique de rang p > 3, autrement dit irréductible, et X C P?+3
I'image de P! x Q par le plongement o.

Soit (71,q1), (72, q2), (73, q3) trois points de P! x Q tels que 71,72, 73 € P! soient deux-
a-deux distincts et que q1, g2, g3 € Q engendrent un P? qui coupe Q suivant une conique
propre I'. Si ¢ : P! — T est Iisomorphisme déterminé par ¢(;) = q;, i = 1,2,3,
I'application P! — P2?"+3 définie par 7 — o(7,¢(7)) parametre une courbe rationnelle
normale de degré 3 contenue dans X. Comme X engendre l’espace P2" 3, on obtient que
X est une variété de la classe X,11.3(3).

Pour montrer que X est une variété spéciale, il est commode de travailler dans C27+3,
On peut supposer que X N C?"*3 est paramétré par :

x(s,t) = (t,s,ts,q(s), tq(s)), teC, seC,
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ol ¢ est une forme quadratique de rang p — 2 > 1. Si la variété X n’est pas une variété
monomiale au sens de la Définition [£.2] elle a toutefois la propriété que X N C27+3 est
homogene. En effet, si (t*,s*) € C x C", les composantes de z(t + t*,s + s*) — z(t*, s*)
engendrent le méme espace vectoriel de polynémes que celles de z(t, s).

Considérons alors I'intersection de X avec son espace osculateur Xo(1), dont la trace
dans C?"*3 est donnée par les relations suivantes entre les parametres t € C et s € C :

ts=0, q(s)=0.
C’est la réunion d’un P! et d’une quadrique de dimension r —1 et de rang p — 2. D’autre
part, (30) rappelle que si X € X,113(3) est une variété sandard, X,(1) N X est de
dimension r pour a € X générique. Ceci suffit pour conclure que la variété X est spéciale

sir > 1 et que deux quadriques de rangs différents définissent des variétés qui ne sont
pas équivalentes. O

Les variétés précédentes admettent des paramétrages homogenes de la forme :
X(To, T, S) = 15, Ty 10, T5.8, ToT1 S, Tog(S), Taq(S)],

ou S =1[S1:...:8,] et q(S) est une forme quadratique de rang p/ = p — 2 > 1. Les
composantes de X (Tp,T4,.S) s’annulent & 'ordre 2 pour

To=0, T'.S =0, ¢(S)=0,
c’est-a-dire au point p = [0 : 1 : 0 : --- : 0] et le long de la quadrique Q" du P"~!
d’équations Tp = 0, 71 = 0, définie par To =T1 =0 et ¢(S) = 0.
Cette remarque suggere de considérer ’espace des polynomes homogenes de degré 3
qui s’annulent & Pordre 2 le long de Q'. Pour p/ > 2, on obtient le résultat suivant.

Proposition 6.2. — On suppose r > 2 et l’on se donne un P*=! C P™*! et une qua-
drique Q' de P71, de rang ' > 2. Soit ¢ : PTH ——» P35 une application rationnelle
définie par le systéme linéaire des hypersurfaces de degré 3 de P™' qui ont des points
doubles le long de Q'. Son image X = ¢(P"*) est une variété spéciale de la classe
Xr11,4(5). Les variétés ainsi obtenues sont classées a équivalence prés par leur dimen-
sion et le rang p' € {2,...,r} de la quadrique Q'.

Démonstration. — On reprend les notations des considérations qui précedent 1’énoncé.
Si /> 2, un polynéme homogene de degré 3, qu’on écrit

F(To, Ty, 8) = P(To, T1) + > Pj(To, T1)S; + ToRo(S) + Ty R1(S) + R(S),

j=1

s’annule a 'ordre 2 (au moins) le long de Q’ si et seulement s’il est de la forme

ks
(31) F(To,Tl, S) == P(To, Tl) + ZPj(TOaTl)Sj + (CoTO + ClTl)q(S)
j=1

Le systéme linéaire introduit dans 1’énoncé est donc de dimension 3r + 5 = 7, 4(5).

D’autre part, étant donné un 4-uplet générique (p;, p2, p3,pa) de points de P"+1, ces
points engendrent un P3 qui coupe la quadrique Q' en deux points ¢, ¢z, tels que
P1, P2, P3, P4, q1, G2 Soient six points en position générale dans ce P3. Il existe une et une
seule cubique gauche qui passe par ces six points. On vérifie aisément que son image par
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une application rationnelle ¢ : P*T1 ——s P37+5  définie par le systeme linéaire considéré,
est une courbe rationnelle normale de degré 5.

Il en résulte que par les points ¢(p1),...,d(ps) de la variété X = ¢(P"1) passe une
courbe rationnelle normale de degré 5, puis que X est une variété de la classe X,11,4(5).

On peut supposer que X N C3+ est paramétré par :
(32) (t, 2,13, 5,ts,t%s, q(s), tq(s)), teC, seC".

C’est une sous-variété homogene de C3" 5 et la trace sur C*>" ™ de I'intersection X NXo(1)
est obtenue quand les parametres ¢t € C et s € C” vérifient ¢t = 0 et ¢(s) = 0. C’est une
quadrique de dimension r — 1 et de rang p’. Ceci montre que deux quadriques Q' de
rangs différents définissent des variétés qui ne sont pas équivalentes.

Enfin, pour montrer que les variétés obtenues sont spéciales, on peut remarquer que,
par construction, si a € X est générique, 'image de X par la projection de centre X, (1)
est une des variétés considérées dans I’énoncé précécent, associée a une quadrique Q de
rang 1 + 2 > 4. On obtient ainsi toutes ces variétés sauf celles qui sont associées & une
quadrique de rang 3. O

Remarque 6.3. — Si /' =1, le paramétrage ([B2]) définit encore une variété spéciale de
la classe X,41.4(5). Dans ce cas, on modifie la définition du systéme linéaire introduit
dans I’énoncé. On considere a la place le systeme des hypersurfaces de degré 3 définies
par une équation F(Tp,T1,S) = 0, on F(Ty,T1,S5) est de la forme (BI)). On reprend la
démonstration précédente en associant & un 4-uplet générique de P™+! le point d’inter-
section ¢ du P? qu’il engendre avec le P"~2 « sous-jacent > a la quadrique Q' (qui est
de rang 1) et la droite intersection de ce P? avec le P*~! d’équations Ty = 71 = 0. Une
application rationnelle définie par le systeme linéaire considéré envoie la cubique gauche
qui passe par les points p1,p2, ps et py et qui est tangente a cette droite au point ¢ sur
une courbe rationnelle normale de degré 5 et P"*1. On montre ainsi que (32) définit une
variété spéciale.

6.3. Une variété spéciale de la classe X34(9) et une de la classe X;35(7). —
L’exemple suivant est curieux :

Proposition 6.4. — La variété de Veronese de dimension 3 et d’ordre 3 est une variété
standard de la classe X52(3) et une variété spéciale de la classe Xs36(9).

En projetant cette variété V. depuis un espace osculateur V, (1), on obtient une variété
spéciale X de la classe X35(7), indépendante, o équivalence prés, du choiz de a € V.

Démonstration. — On sait déja que V est un élément standard de X5 2(3). Cette variété
V engendre un espace de dimension 7 2(3) = 19 et on a aussi m26(9) = 19.

Soit v : P3 — P19 un plongement de Veronese d’ordre 3, d’image V. Par six points en
position générale dans P3 passe une unique cubique gauche et son image par v est une
courbe rationnelle de degré 9. La variété V appartient donc a la classe X3 4(9). Elle est
spéciale dans cette classe, puisqu’elle est 3-réguliere et que les variétés standards de cette
classe ne le sont pas.

La deuxieme partie de I’énoncé résulte de la premiere et du Théoreme B.14 O
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7. Appendice : propriétés des espaces osculateurs

On rappelle dans cet appendice quelques propriétés des espaces osculateurs qu’on utilise dans
le corps de 'article, en général sans référence. Elles sont toutes élémentaires mais elles ne sont
pas nécessairement familieres au lecteur. On esquisse quelques démonstrations.

Soit X un germe en zg € CV de variété analytique lisse de dimension d > 1 et k > 0 un
entier. Soit v : ((Cd,p) — ((CN7 xo) un germe de paramétrage (régulier, c’est-a-dire de rang d) de
X, avec v(p) = xo. On vérifie facilement que I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
(33) Zl0),  1<lal<h
ne dépend pas du choix de v. L’espace osculateur (pour l'instant affine), ou plus simplement
Vosculateur Xz, (k) de X a l'ordre k en xo est l'espace affine qui passe par le point xo et de
direction cet espace vectoriel.

La dimension de X, (k) est évidemment au plus égale au cardinal de I’ensemble des multi-

indices & = (a1, ..., aq) dont la longueur est comprise entre 1 et k, ce qui donne :
(34) dim Xog(k) +1 < (d’; k)

Le second membre est aussi la dimension de I’espace des polynémes de degré < k en d variables
ou celle de I'espace des polynomes homogenes de degré k en d + 1 variables.

On dit que le germe X est k-régulier en ¢ si les deux membres de ([34)) sont égaux, autrement
dit si la famille (33)) est une famille libre.

L’osculateur Xy, (k) est engendré par les osculateurs Cy, (k) des germes de courbes lisses
C C X en xo. Pour le montrer, on peut supposer xo = 0 et que le paramétrage v est défini au
voisinage de p = 0, soit v(t) = mil t%vq. L’osculateur Xo(k) est le sous-espace engendré par
les vecteurs v avec 1 < |of < k.

Sice (Cd\{()}, I'image par v du germe de droite paramétrée par 6 — 6Oc est paramétrée
par 6 — Zr;c‘il 0ol %o, L’espace engendré par les osculateurs de ces courbes a 'ordre k en
0 contient donc les vecteurs Z‘a‘:j c*va avec j € {1,...,k} et ¢ € C". 1l contient aussi leurs
dérivées partielles par rapport & ¢, donc la famille des vecteurs v avec 1 < |a] < k, ce qui donne
le résultat.

La notion d’osculateur est une notion projective : si une homographie ¢ : CV --» CV est
définie au voisinage de o, losculateur & l'ordre k& du germe ¢(X) en ¢(zo) est 'image par ¢
de celui de X en xo. La vérification directe pour une homographie générale peut-étre un peu
compliquée. Elle est trés simple dans le cas ou ¢ est un isomorphisme affine. On se rameéne ainsi
au cas oil ¢ est tangente & I'identité en 0 € CV, i.e. est de la forme ¢(z) = (1 +u(z)) "'z, olt u
est une forme linéaire. La vérification est a nouveau facile.

Si X C PY est un germe de variété lisse en zo € PV, on note maintenant X, (k) son espace
projectif osculateur a 'ordre £ > 0 en xo.

Soit X une sous-variété algébrique irréductible de PVV. Si & € X,eq, il est clair, & partir de la
définition, qu’on a dim X,/ (k) > dim X, (k) pour x’ assez voisin de x. Soit m le maximum de
la dimension de X; (k) quand x varie dans Xyeg. L’ensemble {z € Xyeg, dim X5 (k) = m} est un
ouvert dense de X et l'application z — X (k) est analytique sur cet ouvert, & valeurs dans la
grassmannienne des m-plans de PY. La démonstration est analogue & toute démonstration d’un
résultat de ce type, quand il est facile & démontrer, ce qui est le cas ici.

On rappelle maintenant quelques propriétés qui jouent un réle important dans cet article et
qui, pour cette raison, méritent qu’on les énoncent. On a d’abord la propriété suivante.



48 L. PIRIO ET J.-M. TREPREAU

Lemme 7.1. — Soit X un germe de variété lisse et k-réqulier en xo € PN. Tout germe Y C X
de variété lisse de dimension > 1 en xo est k-régulier.

Démonstration. — Soit d > 1 la dimension de X et 1 < d’ < d celle de Y. On peut choisir
la paramétrisation v : (C%,0) — (X,z0) de X de telle facon que Y soit 'image du germe en 0

du sous-espace d’équations t; =0, j =d' + 1,...,d. La sous-famille des vecteurs (B3] obtenue
en se restreignant aux multi-indices « tels que a; = 0 pour j > s est libre, ce qui donne le
résultat. a

Les espaces osculateurs se comportent comme on s’y attend par projection réguliere :

Lemme 7.2. — Soit X un germe de variété lisse en xo € PV et w: PN ——» PM une projection
dont le centre Q est en somme directe projective avec Xz, (k). Alors m(X)r(zg) (k) = 7( Xz (K)).
En particulier, si le germe X est k-régulier en xq, son image est k-réguliére en m(xo).

Démonstration. — Une récurrence sur la dimension de Q permet de se ramener au cas ou Q est
un point. On peut aussi supposer que Xz, (k) est contenu dans 'espace cible de la projection.
On se ramene ainsi & la situation suivante. La projection 7 : CN 71 x C --» CV=% x {0} est
définie par (2/,xn) + (2'/(1 — xn),0) et au voisinage de 0 € CN ™! x C, le germe X est donné
par un paramétrage v(t) = (v'(t),vn (t)) avec vy (t) = O(|t|*+'). Son image est alors donnée par
un paramétrage w(t) = (w'(t),0) avec w'(t) = v'(t) + O(|t|*™), ce qui donne le résultat. O

Dans le cas ou X est une courbe, on étend le résultat précédent aux projections dont le centre
rencontre cette courbe :

Lemme 7.8. — Soit k € N* et C' un germe de courbe lisse (k + 1)-régulier en a € PN. Soit
7 : PN ——s H une projection de centre a et de cible un hyperplan H de PV tel que a ¢ H.
L’image par © de C\{a} se prolonge en un germe de courbe lisse k-régulier en a’ = Co(1) N H
et l'osculateur a l’ordre k de C' en a’ est I’image par w de l'osculateur a lordre k+1 de C en a.

Démonstration. — On peut supposer a = 0 € CV, que H est donné par z; = 1 et C par
zj=al + 0@y sij=2,...,k+1, z;=0@{") sij=k+2,...,N.
L’image C’ de C est alors donnée par x1 = 1 et pour ¢ € C voisin de 0 :
zi =t O sij=2,...k+1, z;=00""") sij=k+2,...,N.
a

Encore quelques remarques & propos des courbes. Soit €' C PN une courbe algébrique
irréductible et k € N* sa régularité osculatrice. On entend par 1a que C est k-réguliere en
au moins un point zo, donc au point générique, et n’est (k + 1)-réguliere en aucun point. Soit
t — z(t) une paramétrisation réguliere locale de C' avec x(0) = xzo. Par hypothese, pout t € C
voisin de 0, espace vectoriel E(t) engendré par z'(t),...,z*)(t) est de dimension k et on peut
écrire

2D (1) =3 N (02 D(1).
j=1
En dérivant et par récurrence, on obtient que, pour tout j € N*, x(j)(t) € E(t) sit est assez
petit. En particulier x(j)(O) € E(0) pour tout j > 1 et, par analyticité, C C E(0). On a donc :

La dimension de lespace engendré par une courbe irréductible C C PN est égale & sa
régularité osculatrice.

Plus généralement on a :
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Lemme 7.4. — Soitk > 1 la régularité osculatrice d’une courbe algébrique irréductible C C PN
etki,...,km € N des entiers tels que k+1 =Y 7" (ki+1). Pour tout m-uplet (z1,...,zm) € C™
générique, on a (C) = &2 1Cy, (ki).

Si C' est une courbe rationnelle normale de degré k, on a la méme conclusion dés que les
Ppoints Ti,...,Tm sont deux-a-deux distincts.

Démonstration. — On a déja établi le résultat pour m = 1. On obtient le cas général par
récurrence, en projetant C' sur un hyperplan depuis un point a € C, tel que C est k-réguliere en
a, et en appliquant les lemmes précédents et I’hypothése de récurrence. La démonstration de la
seconde partie est analogue, compte tenu du fait qu’une courbe rationnelle normale C' de degré
k est k-réguliere en chacun de ses points et que sa projection depuis 'un de ses points est une
courbe rationnelle normale de degré k — 1. O

Lemme 7.5. — Soit X un germe de variété lisse et k-régulier en x € PV et Y C X un germe
en x de variété de dimension s. L’espace (Y) N X (k) est de dimension > (stk) —1.

Démonstration. — Soit (2,),en une suite de points de Yzeg qui tend vers x. Pour v assez grand,
X est k-régulier en z,, donc Y l'est aussi. L’espace (Y) contient, pour tout v, 'espace Yy, (k),

qui est de dimension (Stk) — 1. Comme toutes les valeurs d’adhérence de la suite (Yz, (k))ven

dans la grassmannienne adéquate sont contenues dans (Y') N X, (k), on obtient le résultat. O
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