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一种基于 Doolittle LU 分解的线性方程组并行求解方法 

徐晓飞    曹祥玉    姚  旭    陈  盼 
(空军工程大学电讯工程学院  西安  710077) 

摘  要：矩阵方程的快速求解是矩量法计算电大问题的关键，LU 分解是求解线性方程组的有效方法。该文详细地

分析了 Doolittle LU 分解过程，基于分解过程的特点，在 MPI(Message-Passing interface) 并行环境下，提出了按

直角式循环对进程进行任务分配的并行求解方法。实验证明该方法可以有效地减少进程间数据通信量，从而加快计

算速度。 
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Parallel Solving Method of Linear Equations  
Based on Doolittle LU Decomposition 

Xu Xiao-fei    Cao Xiang-yu    Yao Xu    Chen Pan 
(Telecommunication Engineering Institute, Air Force Engineering University, Xi’an 710077, China) 

Abstract: The fast matrix solving is the key of the moment method when computing the electrically large issues. 

LU decomposition is a efficient algorithm for solving linear equations. In this paper, Doolittle LU Decomposition is 

described detailedly. Based on the decomposition characteristics, a parallel solving method looping over squares is 

proposed in MPI (Message-Passing interface) parallel environment. The experiments indicate that the method can 

decrease communication quantity between processes and accelerate computing speed efficiently. 
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1 引言  

矩量法[1]作为求解电磁场数值问题的主要方

法，被广泛应用于分析天线问题和各种复杂目标体

的电磁散射问题。然而随着计算目标尺寸的增大，

计算未知量随之增多，阻抗矩阵的填充与求解会消

耗大量的计算资源，这成为矩量法求解的瓶颈。所

以如何加快矩阵填充，尤其是矩阵方程的快速求解

成为了研究的重点。在求解线性方程组的众多方法

中，LU分解求解线性方程组算法是较为常用的一种

求解方法。Golub等在1996年提出了分块LU方法[2]， 

Nico等人提出利用GPU加速计算分块LU的方法[3]，

文献[4-9]介绍了线性方程组的几种并行求解方法。

本文在MPI(Message-Passing Interface)[10]并行环境

下，基于Doolittle LU分解方法[11]的原理，提出了一

种线性方程组的并行求解方法。 
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2  Doolittle LU分解方法原理 

对于线性方程组 =AX B，假设A的顺序主子

式都不为零。则A可作LU 分解，即 =A LU ，其

中L是单位下三角阵，U 是上三角阵 
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比较式(1)两侧，可以得到 
min( , )
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先算出U 的第1行，在式(2)中令 1i = ，得到 

1 1 ,  1,2, ,j ju a j n= =            (3) 

接着在式(2)中令 1j = ，从而算出的L第1列 

1 1 11/ ,  2, ,i il a a i n= =          (4) 

若已算出U 的1至 1r − 行元素，L的1至 1r −

列元素，可用式(5)先算出U 的第r 行元素 
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接着计算L的第r 列 
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上述矩阵A的LU 分解计算步骤可按 1U 行 1L
列， 2U 行 2L 列， ，依次进行，如图1所示 

 

图1 Doolittle方法LU分解过程 

对于线性方程组 =AX B，利用Doolittle方法

求出L，U 后，令 =UX Y 就得到一个与 =AX B
等价的方程组 
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先通过向前回代求解 =LY B，  
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然后再通过向后回代求解 =UX Y ，  
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3  并行求解程序设计 

首先观察式(5)，式(6)，计算 rju 所需要的元素

为 rja ， rkl ， kju ，其中( 1,2, , 1k r= − ， , 1,j r r= +  
,n )，计算 irl 所需要的元素为 ira ， ikl ， kru ， rru ，

其中( 1,2, , 1k r= − ， 1, ,i r n= + )，具体如图2
所示。 

通过观察，计算 rju 需要第 j 列上方的所有元素

和第 r 行前 1r − 个元素，计算 irl 需要第 i 行左侧所

有元素和第 r 列前 r 个元素。所以，如果按照通常

行循环[12]对进程进行任务分配，那么在计算 rju 时，

就需要通过进程间通信获得第 j 列 rju 上方的所有元

素。如果按照列循环[12]方式对进程进行任务分配， 

 

图2 Doolittle LU 分解 

那么在计算 irl 时就需要通过进程间通信获得第 i 行

irl 左侧所有元素。所以以上两种方式都不适合。本

文基于Doolittle分解过程的特点提出了如图3所示

的直角式循环方式对进程进行任务分配。 

 

图3 按直角式循环分配 

图3所示为3个进程按直角式循环分配，这种分

配方式是以对角元素为角点，对角元素左侧和上方

的元素分入一个进程，这样循环下去，直到将整个

矩阵分配完毕。这样分配是根据上述分解方法的特

点提出的，好处是在计算到第 r 步时，既计算

, ,rr rnu u ， 1, , ,r r nrl l+ 时，只需计算 rru 完毕后，将

rru 左侧与上方元素广播给各个进程，其它元素即可

进行计算，而不再需要进程间的通信。这样，在计

算完所有的元素后，总共需要广播n 次，从而大大

减少了数据通信量，从而加快了计算速度。 

采用这种分配方式，关键是对矩阵的某个元素

在进程内的局部编号，下面以一个 8 8× 的矩阵为例

(图4)，分析矩阵元素的编号方法。在每个进程内矩

阵元素存储在一维数组Zmn 中，在图4中，对于某

个元素 k
ija ， ,i j 为元素的行号和列号，k 为该元素在

所属进程内的编号，其计算公式为 

I_NUM( ) max( , )k i i j i j= + − +      (10) 

例如元素 45a ,其编号为 3 4 5 5 7k = + − + = ，

再例如元素 74a ，其编号为 8 7 4 7 18k = + − + = ， 
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图4 进程内元素编号 

这种编号首先需要生成数组 I_NUM来记录进程内

已经存储的元素个数，其生成方法为 
DO I=1, PROCESS_NUM ! PROCESS_ 
NUM为进程个数 

I_NUM(I)=0 
ENDDO 
DO I=PROCESS_NUM+1,N !N为矩阵维数 

I_NUM(I)=I_NUM(I-PROCESS_NUM)+
2*(I-PROCESS_NUM)-1 

ENDDO 
通过上述过程，就完成了对矩阵元素在进程内

的编号。下面就可以对方程组进行并行求解了，程

序具体实现过程如表1。 

表1 程序实现过程 

DO I=1, N 

DO J=I,N ! 按列循环计算 , ,ii inu u  

IF ON THIS PROCESS ! 判断是否为当前进程 

CALCULATE U(I,J) 

IF (I==J) THEN 

CALL MPI_BCAST(U(1 I,I) AND L(I,I I-1)) ! 

广播 iiu 左侧与上方元素 

ENDIF 

ENDIF 

      ENDDO 

      DO J=I+1,N ! 按行循环计算 1 , ,i i nil l+  

        IF ON THIS PROCESS ! 判断是否为当前进程 

        CALCULATE L(J,I) 

        ENDIF 

      ENDDO 

ENDDO 

 
求解出L，U 后，就可以利用式(8)，式(9)回

代即可解出X。 

4  实验结果与分析 

为了验证本文提出方法的有效性，笔者将并行

处理前后的实验数据进行了对比。实验环境为Intel 
Core2 6600 双核(单核2.40 GHz), 2 G DDR Ⅱ 667 
内存。实验数据对比如表2所示。 

表2 并行处理前后实验数据比较 

系数矩阵大小 传统LU分解耗时(s) 本文并行方法耗时(s) 

1000 1000×  6 4 

5000 5000×  35 19 

 
从表2可以看出，采用本文方法求解时间约为传

统LU分解的1/2，说明方法的有效性。 

5  结束语 

快速求解线性方程组在众多科学工程问题中都

极具意义，而并行计算是快速求解大规模问题的有

效方法。本文设计的线性方程组并行求解方法，是

基于Doolittle LU分解方法的特点而设计的，按直角

式循环对进程进行任务分配，经过实验验证，该方

法可以有效地减少数据通信量、加快计算速度，具

有良好的并行性。 
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