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 SAR 图像去噪的分数阶多尺度变分 PDE 模型及自适应算法 
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摘  要：在合成孔径雷达(SAR)图像相干斑噪声抑制中，保持图像的边缘和纹理是非常重要的。该文首先利用分数

阶导数和负指数 Sobolev 空间对图像进行建模，建立了分数阶多尺度变分偏微分方程(PDE)模型，然后给出了模型

参数自适应选择方法，并在此基础上提出了区域、尺度自适应的去噪算法。数值实验表明，新方法能在去除噪声，

抑制图像的 “阶梯效应”，保持图像的边缘、纹理细节几个方面取得较好的效果。 
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Abstract: In the processing of Synthetic Aperture Radar (SAR) image speckle noise reduction, maintaining the 

edges and textures of image are very important. This paper proposes a fractional-order multi-scale Partial 

Differential Equation (PDE) model by modeling the image with fractional-order derivative and negative Sobolev 

space, and then gives the adaptive selection method for the model parameters and the region-scale adaptive 

algorithm for SAR image denoising. Numerical experiments show that the new method can achieve better results 

in removing the noise, restraining the staircase effect and preserving edges and textures. 
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1  引言  

合成孔径雷达(SAR)由于成像机制的缘故，在

成像中不可避免地受到相干斑噪声的污染，相干斑

噪声是造成SAR图像质量下降的主要原因之一。在

SAR图像去噪中，传统方法如Lee滤波、小波去噪等

在去除噪声方面表现较好，但是会模糊图像的细节。

近年来，基于偏微分方程(PDE)的方法由于能较好

地保持图像的边缘，成为SAR图像去噪的研究热点。

2008年，Aubert等人针对服从Gamma分布的相干斑

噪声，提出了去噪的AA模型[1]，Huang还研究了AA
模型的快速算法[2]。AA模型能有效地去除相干斑噪

声，较好地保持边缘，但对于图像纹理保持不好，
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在灰度变化不大的区域容易产生“阶梯效应”。 
针对SAR图像去噪中的纹理保持及“阶梯效应”

抑制，本文利用分数阶导数和负指数Sobolev空间建

模，提出一种新的分数阶多尺度SAR图像去噪变分

PDE模型，并利用图像局部方差等统计特征以及小

波分解后的小波系数与函数正则性之间的关系给出

了模型参数自适应选择方法，在此基础上提出了自

适应去噪算法。理论分析和实验表明，这种新的方

法可以在图像的非纹理区域有效去除噪声及抑制

“阶梯效应”，在图像的边缘、纹理区域可以较好地

保持图像的边缘和纹理。 

2  分数阶多尺度模型的提出 
相干斑噪声一般作为乘性噪声来建模，2008 年，

Aubert 和 Aujol 提出了以 Gamma 分布为噪声先验

的乘性噪声去噪模型，即 AA 模型[1]。 

{ }min ( ) | | (log / )d dBVu S
F u u u f u x y

ΩΩ
λ

∈
= + +∫  (1) 
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其中 f 为观测图像，u 为待求的近似图像， ( ) :S Ω =  
{ BV( ), 0}u uΩ∈ > ，BV( )Ω 为定义在区域 Ω 上的

有界变差( Bounded Variation，BV)函数空间。AA
模型对于图像边缘保持比较好，但对于图像的纹理

保持不好，而且容易出现块状的“阶梯效应”。 
蒲亦非等人研究表明分数阶导数有利于刻画纹

理[3]。针对加性噪声去噪，Bai 等人在 P-M 方程基

础上研究了基于 Fourier 变换的分数阶导数去噪方

法[4]，在阶梯效应抑制方面取得了较好的效果，但计

算量太大，模型参数也是人工选择，不利于实际应

用。本文针对乘性噪声抑制，在 AA 模型基础上，

采用新的分数阶导数来对图像建模。 
目前分数阶导数的定义并不统一，本文采用 

Grümwald-Letnikov 的分数阶导数定义[5]。利用 Grü
mwald-Letnikov 定义的α ( 0α > )阶导数算子Dα 代

替 AA 模型中的一阶导数算子，可得到下面的分数

阶变分模型： 

{ }min ( )= | | d d (log / )d dE u D u x y u f u x yα
Ω Ω

λ+ +∫ ∫
(2) 

其中 2 2| | ( ) ( )x yD u D u D uα α α= + ， xD uα 和 yD uα 分别为

u 关于 x 和y 的α阶偏导数。特别地，当 1α = 时，

式(2)就是 AA 模型。利用变分法，可得到式(2)的
Euler-Lagrange 方程为 

( ) 0f uu H u
u

α λ −⋅ − ⋅ =          (3) 

其 中 ( ) (( ) ( 1) [ / | | /x x y xH u D D u D u D D uα α α α α α α= − +  
| | ])D uα ，Dα为分数阶导数算子Dα 的共轭算子[5]。 

已有研究表明负指数 Sobolev 空间有利于对图

像纹理的建模[6]。在式(3)中，( )/f u u− 实际包含了

图像的噪声及纹理，由于纹理是具有多尺度的，因

此本文考虑用不同的负指数 Sobolev 空间对纹理的

不同尺度部分进行建模。首先利用正交小波分解与

重构，得到 ( )/f u uλ − 在不同尺度下的子图像 [ (fλ −  
)/ ]ju u ， 0,1,2, ,j L= ，然后用负指数 Sobolev 空

间 jsH−
对各尺度子图像进行建模。根据 Sobolev 空

间的多尺度分析[7]，可将式(3)改进为下面的分数阶

多尺度变分 PDE 模型： 
2

0

( )
( ) 2 0j

L
js

jj

f u
u H u

u
α λ−

=

⎡ ⎤−⎢ ⎥⋅ − =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑       (4) 

其中 0 1js≤ ≤ , 0,1,2, ,j L= 为各尺度对应的负指

数 Sobolev 空间 jsH−
的空间参数。  

引入时间变量，设初值为 ( , ;0) ( , )u x y f x y= ，利

用梯度下降法将式(4)的求解转化为求解下面的偏微

分方程： 
2

0

( ) 2 j
L

js

jj

u f uu H u
t u

α λ−

=

⎛ ⎞∂ − ⎟⎜= − ⋅ + ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ ∑    (5) 

3  参数自适应选择 

3.1 正则化参数λ的选择 
对于图像中每一点对应的正则化参数λ，考虑

用该点邻域中的信息来确定[8,9]，并在迭代中更新[10]。

设 

,( , ) ( , ) ( , )d dx yx y x y w x y x y
Ω

λ λ= ⋅∫       (6) 

其中 , ( , ) (|  |,| |)x yw x y w x x y y= − − 是一个规范化径 
向对称的光滑窗口函数，满足 , ( , )d d 1x yw x y x y

Ω
=∫ 。 

本文用规范化 Gauss 函数作为窗口函数。λ是结合

图像、噪声先验的待定函数。 
利用式(4)，式(6)以及正交小波分解，可得 

2

0

2

,

2 ( )] d d

   ( , ) ( , ) d d d

[

d

j
L

js
j

j

x y

f uH u x y
u

f ux y w x y x y x
u

u

y

α
Ω

Ω Ω
λ

=

−

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎟⎢ ⎥⎜= ⎟⎜

⎛ ⎞⎟⎜⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∫

∫ ∫  (7) 

该等式成立的充分条件为 
2

0

( , ) ( ) 2 ( )] [ ([ , )]j
L

js
j u

j

x y f u H u u P x yu αλ
=

= ⋅⋅− ∑  (8) 

其中 2
,( , ) ( , )[( )/ ] d dxu yx y w x y f u u x yP

Ω
= −∫ 。注意到 

, ( , )x yw x y 的性质，可以得到 
2

2( , )d d d
1 1

| |
d

| |u
f u

x y x y x y k
u

P
Ω Ω

σ
Ω Ω

⎛ ⎞− ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫∫ (9) 

其中 2σ 为噪声方差，在实际中( )/f u u− 还包含有纹

理信息，因此 1k ≥ 。式(9)表明 2kσ 是 ( , )uP x y 的平均

值。在图像的非纹理区域， 2 2( , )u yP kx σσ≈ < ，而

在纹理区域，受纹理影响， 2( , )u x yP kσ>> 。对于

( , )uP x y 的估计，首先得到AA模型的去噪图像 AAu 及

残差图像 AA AA AA( )/v f u u= − ，然后计算
AA

( , )uP x y
及 2

AA AAvar( )/k v σ= ，其中 var()⋅ 为求方差。得到λ
的估计为 

2

0
2 2

( ) 2 ( )]
( , )

( )
( )

[
,

j

AA

L
js

j
uj

AA AA

uf u H u
P x y

x y
u k k

α

λ
σ σ

=
−

= ⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅∑
 (10) 

并根据式(6)(λ换成λ )得到λ。这样在非纹理区域，

由于
AA

2
AAuP k σ< ⋅ ，因此得到的λ值较小，从而去

噪能力增强；而在纹理区域，由于
AA

2
AAuP k σ>> ⋅ ，

因此λ较大，从而更好地保持细节。 
3.2 分数阶导数阶数α的选择 

Bai 等人的研究表明[5]，分数阶导数阶数 1α >
时可以较好抑制“阶梯效应”，α太大时，纹理保持

也较好，但去噪效果会降低。本文中在图像的非纹

理区域，为了较好地去噪并抑制“阶梯效应”，应取

α接近并略大于 1，而在纹理区域，为了保持纹理，

可以取 α 稍大一些。由于在纹理区域
AA

( , )uP x y ≥  
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2
AAk σ⋅ ，在非纹理区域

AA

2
AA( , )uP x y k σ< ⋅ ，因此取

α为 

AA

AA

2
AA

2
A

1

2 A

( , )

(

,

, , )

u

u

P x y k

P x y k

σ
α

σ

α

α

⎧⎪ < ⋅⎪⎪= ⎨⎪ ≥ ⋅⎪⎪⎩
      (11) 

其中 1 21 2α α≤ ≤ ≤ 。综合考虑去噪、抑制“阶梯效

应”和纹理保持，建议取 1 1.2α = ， 2 1.5α = 。 
3.3 Sobolev 空间指数 js 的选择 

事实上，负指数 Sobolev 空间指数是对函数奇

异性的度量。而函数奇异性还可以用 Lipschitz 指数

β 来度量，而且两者差异并不大。在小波多尺度分

析理论中，常常利用小波系数的幅值来度量函数的

正则性[8]，函数 ( , )f x y 的各尺度部分的 Lipschitz 指

数 jβ 的估计如下： 

( )12 22
1 1 log max | | /max | | 1 ,
2

     1,2,
2

,

j jj W W

j L

β −
⎡ ⎤= −⎢⎢ ⎥⎣
=

⎥
⎦

 (12) 

其中 2jW f 为 f 在2j 尺度下的小波系数。  
在本文中先将 ( )/f u uλ − 进行 1L + 次正交小波

分解，得到各层小波系数，然后按照式(12)计算各尺

度对应的 Lipschitz 指数 jβ ，并利用 jβ 来估计 js 。

考虑到取值范围( 0 1js≤ ≤ )，取 

或

和

和

0,1,2, ,

,

0,      0 ( ) 0

= 1,      0 ( ) 1 ,  

0 0 (  ) 1

j

j j

j j

j

s

j

jj L

β

β

β β

⎧⎪ = − <⎪⎪
=

⎪⎪ > − >⎨⎪⎪⎪− > < − <⎪⎪⎩

(13) 

4  算法描述 

对大小为N N× 的图像 , 1[ ( , )]Ni ju u i j == ，令 ,i j  
1< 或 ,i j N> 时， , 0i ju = 。则 xD uα 和 yD uα 的离散化

算子 x u
αΔ 和 y u

αΔ 分别为 
1

,
0

1

,
0

( ) ( 1) ( , )

( ) ( 1) ( , )

K
k

x i j
k

K
k

y i j
k

u u i k jk

u u i j kk

α

α

α

α

−

=

−

=

⎫⎛ ⎞ ⎪⎟ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎪Δ = − −⎟⎜ ⎪⎟⎟⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎬⎪⎛ ⎞ ⎪⎟⎜ ⎪⎟⎜Δ = − −⎟ ⎪⎜ ⎟ ⎪⎟⎜⎝ ⎠ ⎪⎭

∑

∑
     (14) 

则 
1

1
0

1

2

,

0

( 1) ( , )

              ( 1)

[ (

(

]

,

)

)

i j

K
k

k

K
k

k

p i k jk

p i j k

H u

k

α
α

α

−

=

−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜− +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

=∑

∑    (15) 

其中 ,
1 2 2 2

, ,

( )
( , )

( ) ( )
x i j

x i j y i j

u
p i j

u u

α

α α ε

Δ
=

Δ + Δ +
， 2( , )p i j =  

,

2 2 2
, ,

( )

( ) ( )
y i j

x i j y i j

u

u u

α

α α ε

Δ

Δ + Δ +
，其中 2ε 为一个很小的常 

数，主要保证分母不为零。对于1 2α≤ ≤ ，广义二

项式系数随着 k 的增大非常迅速地衰减趋于零，因

此实际计算时，K 不需要取太大，本文取 20K = 。

从而式(5)的离散迭代格式为                    
( 1) ( )

( )
2( ) ( )

( ) 2
0

         ( )+ 2
+

j

n n

nL
jsn n

n
j j

u u t

f u
u H u

u
α λ

ε

+

−

=

= +Δ

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⋅ − ⋅ ⋅⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ (16) 

在式(16)迭代过程中，将参数 α , λ 及 0,js =  
0,1, ,j L= 在迭代中自适应更新，则可得到求解分

数阶多尺度变分 PDE 模型的自适应算法步骤如下： 
步骤 1  取初值 (0)u f= ，参数 1α = ， 0 (js j=  

0)≥ 以及固定的参数λ，按式(16)进行迭代计算，经

过  M 次迭代后得到  AA 模型去噪及残差图像
( )

AA
Mu u= ， AA AA AA( )/v f u u= − 。将 AAv 零均值化

后，与规范化 Gauss 模板作卷积运算，得到
AAuP ，

并根据式(11)计算α。 
步骤 2  重新设定初值 (0)u f= ， (0) 0λ = ， (0)

js  
0, 0,1,2, ,j L= = ，给定参数 tΔ 和 ε 。假设 ( )nu , 

( )nλ , ( ) 0, 0,1,2, ,n
js j L= = 都已经得到。 

步骤 3  利用正交小波，将 ( ) ( )( )n nu H uα⋅ 进行L
次小波分解，并利用各尺度系数进行单枝重构得到

( )[ ( )] , 0,1, ,n
jH u j Lα = ，根据式(6)和式(10)计算

( 1)nλ + 和 ( 1)nλ + 。 
步骤 4  利用正交小波，对 ( 1) ( ) ( )( )/(n n nf u uλ + −  

2)ε+ 进行小波分解，根据式(12)，式(13)更新得到
( 1)n
js + ，并利用小波单枝重构得到  ( 1)[ (n fλ + −  
( ) ( ) 2)/( )] , 1,2, ,n n

ju u j Lε+ = 。 

步骤 5  计算 ( 1) ( ) ( ) ( )( )n n n nu u t u H uα+
⎡
⎢= +Δ ⋅ − ⋅⎢⎢⎣

 

( 1) ( )
2 ( 1)

( ) 2
0

2
n

j
nL

js n
n

j j

f u
u

λ
ε

+− +

=

⎤⎛ ⎞− ⎥⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎥⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠ ⎥⎦
∑ ，当 ( 1)nu + 满足给定的 

迭代终止条件时，迭代终止；否则，令 : 1n n= + ，

转步骤 3。 
在计算复杂度方面，对于一幅大小为N N× 的

图像，当模型参数固定时，计算 AA 模的梯度下降

法的每次迭代的计算量为 2( )O N 。本文方法由于考

虑到了参数自适应，计算量比固定参数的梯度下降

法要大，增加的计算量主要体现在下面几个方面： 
(1)参数λ自适应导致的计算量增加。这部分主

要由算法的步骤 1，以及算法中涉及的与规范化

Gauss 模板作的卷积运算所产生。由于在步骤 1 中

只需要利用固定参数的梯度下降法进行少数的有限

次迭代即可，因此增加计算量阶数仍为 2( )O N ；当

规范化 Gauss 模板窗口比较小时，与它作的卷积运

算增加的计算量为 2( )O N 。这两部分总体阶数仍为
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2( )O N 。 
(2)参数 js 自适应导致的计算量增加。这部分计

算量主要由算法中的两次小波分解与重构产生(当
0, 0,1,2, ,js j L= = 时，不需要进行小波分解与重

构的计算)。由于每次二维小波变换的计算量为
2( )O N ，因此这部分总体增加的计算量仍为 2( )O N 。 
(3)计算分数阶导数导致的计算量增加。在计算

分数阶差分的式 (15) 中，当 1.0α = 时， 2K ≡ ，

此时计算量为 2( )O N ；而当α取非整数时，计算分

数阶差分的计算量为 2( )K O N⋅ ，但计算量阶数仍为
2( )O N 。 
由于参数自适应的需要，虽然每次迭代中本文

的算法比固定参数的梯度下降算法的计算量要多
2( )O N ，但总的计算量和固定参数时的梯度下降法

的计算量仍是同阶的。 

5  数值实验与分析 

分别对一幅人工加噪图像和一幅真实 SAR 图

像，用自适应 Lee 滤波，AA 模型及本文方法进行去

噪进行处理和比较。待处理实验图像如图 1 所示，

其中图 1(a)是对 Lena 图像人工加入均值为 0，方差

为 2 0.04σ = 的服从 Gamma 分布的乘性噪声后的图

像；图 1(b)是真实的 SAR 图像，噪声方差未知，图

1(b)中 A，B，C  3 个区域是实验中用于比较等效

视数的区域。本文算法中参数 0.1tΔ = ， 3L = ，
1010ε −= ，正交小波都选用 Db4 正交小波，规范化

Gauss 模板窗口大小取为 9×9。在自适应 Lee 滤波

中，取窗口大小为 5×5。 

 

图 1 待处理实验图像 

实验 1  对于实验图像 1，该图像的干净图像及

噪声方差都是已知的，本文采用峰值信噪比(PSNR)
作为为衡量去噪效果的定量指标。在 3 种方法中，

都是以 ( 1) ( )PSNR( ) PSNR( )n nu u+ < 为迭代终止条件。

去噪及残差图像如图 2 所示，其中第一排为去噪图

像 ( )nu ，第 2 排为去噪的残差图像 ( ) ( )( )/n nf u u−  
100+ (这里为更清楚显示残差图像，给残差图像增

加了亮度 100)，第 3 排为去噪图像的局部放大图。

表 1 中列出了对应图 2 的去噪图像的峰值信噪比的

比较。 

表 1 实验图像 1 去噪图像 PSNR 比较 

 原图像 
自适应 

Lee 滤波 
AA 本文方法 

PSNR 19.0959 26.7535 27.7593 27.8881 

 
从去噪及残差图像比较可以看到，Lee 滤波在非

纹理区域去噪效果最好，但边缘、纹理模糊严重，

AA 模型能较好地保持边缘，但纹理信息保持不好；

本文方法在边缘和纹理保持方面都比较好。从峰值

信噪比的比较可以看到，本文方法得到的峰值信噪

比是最大的。从局部放大图的比较可以看到，Lee
滤波不存在“阶梯效应”，对于边缘模糊严重；AA
模型具有较明显的“阶梯效应”；而本文方法可以较

好地保持细节，同时能有效抑制“阶梯效应”。 
实验 2  对实验图像 2 的真实 SAR 图像，该图

像噪声未知，本文利用 Donoho 的噪声估计方法[11]

来进行估计噪声标准差，即 
HHMid /0.6745σ =  

其中 HHMid 为图像小波分解的最高频的 HH 子带小

波系数的幅度中值。本文取 HHMid 为 AA 模型去噪

残差图像小波分解的最高频 HH 子带小波系数的幅

度中值。 
由于干净的原始图像不知道，因此不能用

PSNR 来比较去噪效果，这里采用等效视数来比较

去噪效果。等效视数定义为 
2ENL ( ) /Var( )s sE I I=  

其中 sI 为图像中的选定的平坦区域， ( )sE I ，Var( )sI
分别为该平坦区域的均值和方差。 

为比较边缘保持效果，这里采用边缘保持指数

来进行比较。边缘保持指数 EPI 定义为 

2 2

2 2
0 0 0 0

EPI

( ( , ) ( 1, )) ( ( , ) ( , 1))

( ( , ) ( 1, )) ( ( , ) ( , 1))
s s s su i j u i j u i j u i j

u i j u i j u i j u i j

=
− + + − +

− + + − +
∑
∑

 

其中 su 为去噪后图像， 0u 是去原始图像的像元值，

在 EPI 定义中 ( , )su i j 和 0( , )u i j 都在是图像梯度变化

迅速的区域的像元中选择的样本点。EPI 最大值为

1，最小值为 0，EPI 的值越大，表明边缘保持能力

越强。 
图 3 中列出实验图像 2 的去噪及残差图像的比

较。表 2 中列出了对应实验图像 2 中 A，B，C 3 个

区域的等效视数、3 种方法的边缘保持指数 EPI 及

迭代数的比较。 
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图 2 实验图像 1 去噪图像、残差图像及“阶梯效应”抑制效果比较 

 
图 3 实验图像 2 去噪图像及残差图像比较 
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表 2 实验图像 2 去噪效果 ENL 及 EPI 的比较 

 噪声污染

图像 
自适应 

Lee 滤波 
AA 本文方法 

区域 A 
ENL 

10.0479 167.0048 199.0837 204.6410 

区域 B 
ENL 

4.1646 10.1255 9.8474 9.2243 

区域 C 
ENL 

4.1583 13.2139 14.4077 11.7949 

EPI 1.0 0.5033 0.5989 0.7229 

迭代 
次数 

 
7 500 500 

 
通过表 2 和图 3 中的结果比较看到，Lee 滤波在

多次迭代之后，在平坦区域去噪效果较好，但对于

边缘的模糊严重。AA 模型在迭代 500 次时，在取得

较好去噪效果的同时，可以较好地保持边缘。本文

方法在迭代 500 次时，在区域 A 的等效视最高，在

区域 B，C 略低，但从图像的边缘、细节保持效果

是最好的。从边缘保持指数 EPI 的定量比较可以看

到，本文方法的边缘保持效果是也是比较好的。 

6  结束语 

本文针对 SAR 图像去噪问题，提出了一种分数

阶多尺度去噪模型，研究了模型参数的自适应选择，

并提出了自适应算法，并与经典的自适应 Lee 滤波

和 AA 模型进行了比较，虽然由于参数自适应需要，

本文方法在计算量上相对于求解 AA 模型的固定参

数的梯度下降算法有所增加，但计算量仍是同阶的。

仿真实验表明，本文提出的分数阶多尺度自适应方

法在去噪过程中，可以较好区分图像纹理区域和非

纹理区域，在图像的非纹理区域，可以取得较好的

去噪效果并有效抑制“阶梯效应”，而在图像的纹理

区域，可以较好地保持图像的纹理信息，是一种有

效的 SAR 图像相干斑抑制的方法。 
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