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摘　要：基于最优化计算理论中罚函数方法及传统测量平差中零权和无限权的思想，提出一种有效的迭代算法，算法过

程与经典平差计算方法相同。数值实验表明，该算法简单、可行，并且具有很快的收敛速度。作者还将该模型用在大坝

变形分析中，根据地形对控制点建立不等式约束，能够探测到更真实的点位位移，较之无约束平差更合理可靠。
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１　引　言

在各种测量数据处理中，许多情况下可根据先

验知识建立对参数的某种约束，如果所建立的约束

是不等式形式，则形成了具有不等式约束的平差问

题。具有不等式约束的平差问题的研究最早可追

溯到４０多年前，文献［１］首先研究了具有不等式约

束的回归分析；文献［２］提出把具有约束的最小二

乘问题转换成线性补问题，用线性规划中的线性补

方法求解；文献［３］把文献［２］的方法引入大地测量

领域，并研究其在大地控制网的优化、最佳ＦＩＲ滤

波器的设计及方差估计中的应用；文献［４］则研究

了不等式约束在变形检验中的应用；文献［５］提出

将不等式约束转换成椭圆约束，然后在极大极小准

则下用岭估计进行计算；文献［６］将不等式约束引

入ＧＰＳ数据处理中，提出用高程（不等式）约束改

善模糊度的初始化；文献［７］在有效约束的概念下，

提出把具有约束的平差问题转换成一个最小距离

问题，然后利用已有的距离规划程序求解的方法，

并研究了这种方法在ＧＰＳ导航中的应用；文献［８］

研究过高程约束在改善ＧＰＳ模糊度分解中的应

用；文献［９］提出把不等式约束转换成先验信息，然

后用Ｂａｙｅｓ方法求解；文献［１０］通过罚函数的思想

提出了集合约束法；文献［１１］基于ＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ条

件提出一种拉格朗日乘子迭代算法；文献［１２］提出

用遗传算法和Ｍａｔｌａｂ的优化工具箱解决附不等式

约束的计算问题；文献［１３］将不等式约束最小二乘

平差转换成凸二次规划问题，利用库恩塔克条件

进一步转化为线性互补问题求解。

针对解不等式约束平差模型提出了上述各种

不同的算法，但附不等式约束的平差模型并没有

得到广泛应用，究其原因主要是计算困难。因为

所有的这些算法都不是基于传统的测量平差方

法，不能用传统的平差方法和平差知识求解，不利

于测量工作者的学习和掌握。

本文基于最优化计算理论中罚函数方法及传

统测量平差中零权和无限权的思想，提出一种简

单的迭代算法。该算法在迭代过程中自动区分有

效约束和无效约束，并赋予相应的权，能以较快的

速度收敛到最优解。

２　附不等式约束平差模型的解算

附不等式约束平差模型一般可表示为
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犔＋犞＝犃犡

犌犡≤
烍
烌

烎犠
（１）

式中，犃为狀×狋的系数阵；犔为狀×１的观测值；犞

为狀×１观测改正数；犌为犽×狋的系数阵且犌 为

行满秩矩阵；犠 为犽×１的常量。按最小二乘原

理，上述模型的解可以由下式求得

Φ（犡）＝犞
Ｔ犘犞＝（犃犡－犔）Ｔ犘（犃犡－犔）＝ｍｉｎ

犌犡≤
烍
烌

烎犠
（２）

这是一个附不等式的二次最优化问题，按优

化计算方法中的罚函数方法，上述问题可以转化

为无约束最优化问题

Φ（犡）＝犞
Ｔ犘犞＋犘（狓）＝ｍｉｎ （３）

式中，犘（狓）为惩罚函数，要求惩罚函数犘（狓）在不

等式约束的范围内取值为０，而在不等式约束的

范围之外，犘（狓）取很大的值，即对不等式约束的

范围之外的点给予惩罚，这样保证最优解能满足

不等式（落入不等式约束范围中）。在最优化计算

中，惩罚函数具体形式一般由个人凭经验确定，也

可采用先验信息的置信度决定。

对于附不等式约束的平差模型，令

犞′＝犌犡－犠 （４）

就有犞′≤０时不等式约束满足，犞′＞０不等式约束

不满足。这样对于模型（１），可构成如下惩罚函数

犘（狓）＝犞′Ｔ犘′犞′ （５）

式中，罚函数的权取值为

犘′犻＝
犽　　犞′犻＞０

０　　犞′犻≤
烅
烄

烆 ０
（６）

即当不等式约束满足时，为无效约束，犘′犻＝０，从

而犘′犻（狓）＝０，当不等式约束不满足时，为有效约

束，犘′犻＝犽取很大数值，从而犘′犻（狓）也将取到很大

数值。将式（５）代入式（３），再顾及到式（４），有

Φ（犡）＝犞
Ｔ犘犞＋犞′Ｔ犘′犞′ （７）

即式（２）所表示的附不等式约束的二次最优化问

题，通过罚函数式（５）变换成了式（７）表示的无约

束的最优化问题。从平差的角度看，附不等式约

束的平差模型（１），通过式（４）、式（５）变换成了无

约束的最小二乘平差。式（４）、式（５）的罚函数从

平差的角度可以看成一组虚拟观测

犞′＝犌犡－犔′ （８）

式中，犔′＝犠，虚拟权表达式和式（６）相同。模型

（１）中的不等式约束，通过罚函数转换成了式（８）

所表示的虚拟观测。在式（８）中，如果犞′犻≤０，则

有犌犻犡－犠≤０，不等式约束满足，这时取虚拟观

测权犘′犻＝０，也就是说，这种情况下无效约束不计

入平差计算。特别的，当犘′＝０时，犘′（狓）＝０，所

有的约束均为无效约束，退化成普通的无约束最小

二乘。如果犞′犻＞０，则犌犻犡－犠＞０，不等式约束不

满足，对应的虚拟观测权犘′犻＝犽，从而犘′犻（狓）也将取

到很大数值，在无限权的作用下，实际上是将有效

约束当做等式约束进行计算。这样附不等式的约

束模型（１），可以转换成为如下的无约束平差模型

犞＝犃犡－犔，　犘

犞′＝犌犡－犔′，犘
烍
烌

烎′
（９）

按照广义最小二乘原理，式（９）的解为

　犡＝（犃
Ｔ犘犃＋犌Ｔ犘′犌）－１（犃Ｔ犘犔＋犌Ｔ犘′犔′）（１０）

由于平差开始时并不知道哪些约束满足，哪

些约束不满足，即不知道哪个犞′＞０，哪一个犞′＜

０，平差必须迭代计算求解。一般来说，初次平差

可以取犘′＝０，即不考虑约束的最小二乘。然后

将最小二乘解代入虚拟观测方程，看哪些约束条

件满足，根据式（６）定权，再按式（１０）进行平差计

算。如此反复迭代，直到虚拟误差式（４）都满足要

求为止。按式（１０）的平差计算过程与经典平差完

全相同，计算过程简单而且容易理解。

３　试验分析

３．１　数值试验

计算实例数据选自文献［１４］，对于不等式约

束的平差模型

犞＝犃犡－犔

犌犡≤
烍
烌

烎犠

式 中，犃＝

０．２５ １

０．２５ １

０．５ １

熿

燀

燄

燅１ １

，　犔＝

０．５

０．６

０．７

１．

熿

燀

燄

燅２

，　犌＝

－１ ０［ ］
１ １

，　犠＝［］０
１
，　犘＝

１ ０［ ］
０ １

采用文献［１４］所提出的对偶互补算法，得到的结

果为狓^ＩＣＬＳ＝［０．６２１ ０．３７９］Ｔ。运用本文所提出

的算法，有

（１）设犘′（０）＝ｄｉａｇ（［０，０］），代入式（９），得

狓^（１）＝［０．８６６７，０．３１６７］
Ｔ；

（２）将狓^（１）代入不等式约束犌犡≤犠，发现第一

个约束条件满足而第二个不满足，于是令犘′（１）＝

ｄｉａｇ（［０，１０∧６］），代入式（９），得狓^（２）＝［０．６，０．４］
Ｔ；

（３）将狓^（２）代入不等式约束犌犡≤犠，发现两

０１２
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个约束条件都满足，并且第一个条件是无效约束

而第二个条件是有效约束。迭代终止，得狓^ＩＣＬＳ＝

［０．６ ０．４］Ｔ。

在计算中得出了第二个条件是有效约束的结

论，于是，将第二个条件看做等式约束，运用附加

等式约束的间接平差法计算，得到了同样的结果。

同时，再用 ｍａｔｌａｂ中二次规划的函数，计算得到

的解与上述结果一致。可见，简单迭代法在较少

的迭代次数下就能得到最优解。

３．２　不等式约束在大坝变形监测中的应用

图１所示为湖南某水电站大坝变形监测网。

其中５、７两点位于拦河大坝两端山体的基岩上，认

为它相对稳定没有位移。点２、３位于大坝下游的

一个山坡上，大坝建成后在该山坡坡脚处进行船滑

道的施工，破坏了改山坡受力结构，精密水准测量

显示点３产生了明显的下沉，点２的下沉不明显。

点４位于大坝左端的山坡上，在该点的上方仍存在

一个滑体，视准线观测结果表明，该滑体仍在活动。

图１　某大坝变形监测网

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋｏｆａｄａｍ

对大坝进行两期角度的监测，观测方案完全

相同。变形网两期观测分别为犔Ⅰ、犔Ⅱ，两期观测

的坐标方向平差方程分别为

犔Ⅰ＋犞Ⅰ＝犃犡Ⅰ＋犅δⅠ

犔Ⅱ＋犞Ⅱ＝犃犡Ⅱ＋犅δ
｝

Ⅱ

（１１）

因为两期观测方案完全相同，并且在列立两

期误差方程时采用同样的近似值，所以有相同的

系数矩阵犃、犡Ⅰ、犡Ⅱ分别表示两期８个监测点的

坐标改正数和定向角改正数。采用史籁伯法则消

去定向角改正数δ，可以得到

犔′Ⅰ＋犞′Ⅰ＝犃犡′Ⅰ

犔′Ⅱ＋犞′Ⅱ＝犃犡′
｝

Ⅱ

（１２）

则犡′Ⅰ、犡′Ⅱ只包含坐标改正数。对上述两观测方

程相减，并令犔＝（犔′Ⅱ－犔′Ⅰ），犞＝（犞′Ⅱ－犞′Ⅰ），

犱＝犡′Ⅱ－犡′Ⅰ，有

犔＋犞＝犃犱 （１３）

这里犱实际为两期观测之间各个点的移动变形，

犱＝［Δ狓１　Δ狔１　…　Δ狓８　Δ狔８］。

将１，５，６，７，８相对稳定的点作为拟稳点，根

据式（１３）平差，可得两期移动量为

犱＝［０．０７　０．１２　－２．３９　２．３９　－２．４９

　５．３７　０．４０　－１．４０　－０．１２　０．２７　０．３３　

－０．３３　０．０１　－０．０５　－０．２９　－０．０１］
Ｔ

根据对实地地形的考察，发现所有控制点都

位于酉水两边的山坡上，坡度线与河岸大致平行。

点的位移将会垂直于坡度线指向河面。根据这个

移动方向，可以列立相应的不等式约束条件。

由于控制点移动方向上的单位矢量和位移改

正量的点积大于等于零，根据坡度方向和控制点

大致移动方向可以列立下列不等式约束条件

（ｃｏｓ２６９°，ｓｉｎ２６９°）（Δ狓１，Δ狔１）≥０

（ｃｏｓ６９°，ｓｉｎ６９°）（Δ狓２，Δ狔２）≥０

（ｃｏｓ８９°，ｓｉｎ８９°）（Δ狓３，Δ狔３）≥０

（ｃｏｓ２７８°，ｓｉｎ２７８°）（Δ狓４，Δ狔４）≥０

（ｃｏｓ８８°，ｓｉｎ８８°）（Δ狓６，Δ狔６）≥０

（ｃｏｓ２２５°，ｓｉｎ２２５°）（Δ狓８，Δ狔８）≥０

写成矩阵形式为

犌犡≤犠 （１４）

加入以上的不等式约束和式（１３）联立进行平

差，结果如下

犱＝［－０．３８，０　－１．９７　２．１２　－２．３７　

５．０９　１．３７　－０．２０　０．６１　０．３１　０．５７　

－０．０２　０．２７　－０．５７　－０．６４　－０．０１］
Ｔ

从上面的计算可以看出，在不加入约束，和加

入不等式约束两种情况下，都可以探测到２、３、４

点发生了较大的变形。但是，对两期的移动加入

不等式约束后，控制点只能垂直于坡度线，沿着山

坡向下移动，这样更加贴合实际，也避免了无约束

平差时两期移动量可以朝着任意方向移动的可能

性。事实上，无约束平差的结果是不满足添加的

移动方向的约束的，也就是说，无约束下变形可能

朝着坡面向上移动，由滑坡的变形机制知道，这种

可能性是没有的。结果表明，添加不等式约束的

平差模型在探测出变形量较大的是２，３，４点的同

时，变形的大小发生了细微的变化，并且其他各点

的变形大小和方向也有了变化。增加的约束使位

移的方向符合自然条件和变形机制的实际情况，

其结果将更加可靠。

１１２



犃狆狉犻犾２０１１犞狅犾．４０犖狅．２犃犌犆犛 犺狋狋狆：∥狓犫．狊犻狀狅犿犪狆狊．犮狅犿

４　结　论

（１）基于最优化计算理论中罚函数方法及传统

测量平差中迭代权的思想提出的这种附不等式约束

平差模型的解算方法是可行的。这种方法的计算过

程与经典最小二乘完全相同，只是增加了一个对迭

代解验证是否满足不等式约束和选权的过程，对无

效约束施加零权，而对有效约束施加无限权。

（２）计算分析表明，对于有效约束，当选取合

适的权因子（算例中均取犘′犻＝１０
∧６）时，选权虚

拟观测算法均收敛，并且具有很快的收敛速度。

最终结果与ｍａｔｌａｂ优化工具箱结果一致。

（３）在大坝的变形监测中，可根据控制点所

处的位置，附加合适的不等式约束进行平差计算。

结果表明，附不等式约束的最小二乘平差能够探

测到发生明显移动的点位，由于添加了约束，结果

更接近真实情况。这对于能够获取先验不等式约

束信息的大坝变形网来说，具有实际意义，能够更

真实地得到变形结果。
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