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不规则性给解算带来了很大的困难，因此解算过程中需要将在轨道上建立的边界条件延拓到如平均球面这样的规

则曲面上来，由此便需要对引力梯度的延拓或归算等问题展开研究．本文依据Ｔａｙｌｏｒ展开讨论了引力梯度的归算
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１　引　言

ＧＯＣＥ（ＧｒａｖｉｔｙｆｉｅｌｄａｎｄｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅＯｃｅａｎ

ＣｉｒｃｕｌａｔｉｏｎＥｘｐｌｏｒｅｒ）卫星计划主要目标之一就是

利用引力梯度观测值去解算地球引力场（或重力

场）．由于ＧＯＣＥ中出现了一类新型的观测量，即：

引力梯度，所以如何处理ＧＯＣＥ数据便成了当前地
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球引力场研究的热点工作之一．对ＧＯＣＥ数据处理

的研究工作可归纳为下列几个方面：ＧＯＣＥ引力梯

度数据预处理方法和精度分析［１，２］；计算ＧＯＣＥ卫

星轨道的方法［３，４］；利用ＧＯＣＥ数据来确定引力场

的方法以及相应的精度分析等［５～８］．

在利用ＧＯＣＥ数据去解算引力场位系数的方

法中较为常见的途径是“法方程方法”，其过程可归

结为几个步骤［９～１３］：首先是利用卫星姿态建立某已

知坐标系与梯度仪坐标系（ＧＲＦ）之间的转换关系；

其次是利用ＧＲＦ中的引力梯度观测值建立关于地

球引力场位系数的观测方程组；最后是对方程组进

行求解．法方程方法中的核心技术是大型方程组的

解算，这显然是相当复杂的工作．

近来出现了利用引力梯度张量的不变量建立观

测方程的方法［１４，１５］，此时得到的观测方程是扰动位

在轨道上的二阶径向导数边界条件，该边界条件的

形式简单，适合于利用边值问题的途径来解算引力

场的位系数．但由于边值问题应用的前提是边界面

应该是球面，因此需要将卫星轨道面上建立的边界

条件延拓到相应的平均球面上来，这就产生了引力

梯度的归算问题．

为了便于叙述引力梯度归算的重要性，现列举

不变量方法的主要结论如下［１４］：记狏是地球引力

位，犞 是正常引力位（是狏足够好的近似，例如：犞

可取为ＥＧＭ２００８引力场模型等），犜＝狏－犞 是扰

动位，犛表示ＧＯＣＥ卫星的轨道面，通过引入引力

梯度不变量后，可以在轨道犛上得到


２犜

狉
２

犛
＝犳， （１）

这里犳是与犞 和狏在卫星轨道上梯度值相关的不

变量函数（简称为不变量扰动，公式（１）的具体证明

见文［１４］中公式（８）和（９））．

公式（１）是利用不变量方法导出的观测方程，也

可以理解成是轨道上关于扰动位的边界条件．对于

如何从公式（１）去求解扰动位犜，显然边值问题的

途径要比针对位系数的大型方程组的解算更为有

效．由于利用球谐调和分析时要求边界面是球面，所

以本文的工作就是研究如何将在ＧＯＣＥ卫星轨道

犛上的边界条件（１）延拓到轨道的平均球面上以及

对延拓的精度作出客观的评价，其结论对于实际处

理ＧＯＣＥ数据有着直接的作用．

２　延拓方法

由于ＧＯＣＥ卫星的轨道是近圆周的（扁心率约

为１０－３），所以犛的形状是接近于球面的．取Σ是与

犛在某种意义下最吻合的球面，例如：可以将犛上每

点至地心的距离的平均值取为Σ 的半径，这样便能

得到所需的球面Σ．记犘是犛 上任意一点，而犙是

Σ 上沿半径方向与犘的对应点，狉犙犘 ＝狉犘－狉犙（这里

狉犘 和狉犙 分别是犘和犙到地心的距离），则利用Ｔａｙｌｏｒ

展开定理，便有


２犜（犘）

狉
２ ＝


２犜（犙）

狉
２ ＋


３犜（犙）

狉
３ 狉犙犘， （２）

这里仅保留了狉犙犘 的一次项（如果需要的话，可保留

至狉犙犘 的二次或更高次项）．代入公式（１）后便得


２犜

狉
２

Σ
＝犳－


３犜（犙）

狉
３ 狉犙犘， （３）

公式（３）是球面Σ 上的边界条件，该公式是基于

Ｔａｙｌｏｒ展开而导出的延拓方法．

由于扰动位犜是待求的量，因此在实际计算过

程必须消除公式（３）中右边显含犜 的项．下面介绍

两种基于公式（３）的实用算法．

２．１　基于扰动位的迭代方法

该算法的基本形式是：取犜０＝０，以及犼＞１时

Δ犜犼 ＝０，


２犜犼
狉

２
Σ

＝犳－

３犜犼－１

狉
３ 狉

烅

烄

烆
犙犘

． （４）

由此便能逐步解出扰动位．

２．２　基于正常引力位的迭代方法

一般而言，正常引力位犞 的选取原则是尽可能

地逼近实际地球的引力位狏．若第犼次迭代时正常

引力位是犞犼，可以认为犞犼是狏足够好的近似，此时

按照正常引力位犞犼 和狏的梯度计算出不变量扰动

犳犼，便得关于扰动位的边值问题：

Δ犜
（犼）＝０，


２犜

（犼）

狉
２

Σ
＝犳犼

烅

烄

烆
．

（５）

求解问题（５），可得犜
（犼）．接着继续迭代的形式是：

令犞犼＋１ ＝犞犼＋犜
（犼），然后重复进行即可．

需要说明的是：基于正常引力位的迭代方法的

本质是将地球引力位狏从犛延拓到Σ时所需计算的

三阶导数值等同于正常引力位对应的三阶导数值．

这样处理的理由是狏为待求的量，从而其三阶导数

值是未知的，所以延拓过程中必须用某个已知的值

替代，自然逐步逼近的正常引力位对应的三阶导数

值就成为了选择．另外，对于给出的两种迭代方法，

尽管其形式不同，但原理是一致的，这是因为本质上

它们都是基于Ｔａｙｌｏｒ展开式（３）而产生的．

在完成了将轨道面犛上的引力梯度不变量扰

３８１１
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动延拓至相应的平均球面上后，可以运用典型的球

谐调和分析的方法计算出地球引力场狏的位系数，

从而完成利用ＧＯＣＥ观测数据解算地球引力场或

者重力场的工作．

３　算　例

本节将采用模拟的方法研究引力梯度延拓以及

恢复引力场位系数的精度．

３．１　犔犲犵犲狀犱狉犲函数及导数的计算

无论是开展ＧＯＣＥ数据的实际处理、还是进行

模拟计算，都会涉及到Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数及其导数的计

算问题．事实上，引力梯度的计算与Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数

的二阶导数有关，而梯度的延拓则 需 要 进 行

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数三阶导数（甚至四阶）的计算．本文中

引用的延拓是基于公式（２）的，因此需要研究

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数以及一阶、二阶和三阶导数的计算

方法．

本文中对于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数的计算采用标准的

向前迭代法，即：

　珚犘狀犿 ＝

犠狀狀ｓｉｎθ珚犘狀－１，狀－１， 犿＝狀

犠狀犿ｃｏｓθ珚犘狀－１，狀－１， 犿＝狀－１

犠狀犿 ｃｏｓθ珚犘狀－１，犿 －犠
－１
狀－１，犿
珚犘狀－２，犿（ｃｏｓθ［ ］），

犿≤狀－

烅

烄

烆 ２

（６）

这里珚犘狀犿（狋）是规则化后的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数，０≤θ≤

π是余纬，记号珚犘狀犿 ＝珚犘狀犿（ｃｏｓθ），

珚犘狀犿（狋）＝ （２－δ０，犿）（２狀＋１）
（狀－犿）！
（狀＋犿）槡 ！

×（１－狋
２）犿／２ｄ

犿犘狀（狋）

ｄ狋狀
， （７）

以及

犠狀犿 ＝

２狀＋１
２槡狀

， 狀＝犿

（２狀－１）（２狀＋１）
（狀－犿）（狀＋犿槡 ）

， 狀≠

烅

烄

烆
犿

（８）

而犘狀（狋）＝
１

２狀狀！
ｄ狀［（狋２－１）

狀］

ｄ狋狀
是狀阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多

项式．

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数导数的计算将采用下列公式：

　
ｄ犘狀犿（ｃｏｓθ）

ｄθ
＝－

１

２
犘狀，犿＋１（ｃｏｓθ）＋

１

２
（狀＋犿）

×（狀－犿＋１）犘狀，犿－１（ｃｏｓθ）． （９）

这里犘狀犿（狋）＝（１－狋
２）犿／２ｄ

犿犘狀（狋）

ｄ狋狀
是狀阶犿 次

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数．若对公式（９）中的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数

犘狀犿（狋）进行规则化，则得

　　
ｄ珚犘狀犿
ｄθ

＝

－
狀（狀＋１）

槡 ２
珚犘狀，１， 　犿＝０

狀（狀＋１）

槡 ２
珚犘狀，０－

（狀－１）（狀＋２槡 ）

２
珚犘狀，２，犿＝１

（狀＋犿）（狀－犿＋１槡 ）

２
珚犘狀，犿－１－

（狀－犿）（狀＋犿＋１槡 ）

２

　×珚犘狀，犿＋１， １＜犿＜狀

狀

槡２
珚犘狀，狀－１． 　犿＝

烅

烄

烆
狀

（１０）

　　公式（１０）便是Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数导数的计算公式，

循环使用能够计算Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数的高阶导数．利用

公式（１０）计算Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数各阶导数的优点在于

能有效地避免地球两极附近的奇异性，从而提高

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数导数的计算精度
［１６］．

３．２　算例与精度评估

本文将对边界条件（１）进行模拟延拓计算．模拟

对象取为ＥＧＭ２００８引力场模型的前３００完整阶

次，即：

狏＝
犌犕
狉 ［１＋∑

３００

狀＝２

犪（ ）狉
狀

∑
狀

犿＝０

（犃
（０８）

狀犿 ｃｏｓ犿λ

＋犅
（０８）
狀犿 ｓｉｎ犿λ）珚犘狀犿（ｃｏｓθ）］． （１１）

这里犌犕 是地球的万有引力质量常数，犪是赤道半

径，λ是经度，而犃
（０８）
狀犿 和犅

（０８）
狀犿 是ＥＧＭ２００８模型中

给出的位系数．因为ＧＯＣＥ卫星轨道的高度大约离

地面２５０ｋｍ，扁心率约为１０－３，考虑到轨道的不规

则的特点，所以将卫星轨道的径向摆动适当放大，即

假设轨道面犛是下列椭球面：

犛：
狓２１＋狓

３
２

犪２０
＋
狓２３
犫２０
＝１． （１２）

这里，犪０＝６６２０．０ｋｍ，犫０ ＝ １－ε槡
２犪０，ε＝３×１０

－３，

即：轨道犛相对于平均球面的摆动比实际ＧＯＣＥ卫

星轨道增加了３倍．由此可知，轨道面犛对应的平均

球面是Σ＝ ｛狉＝犚０｝，其中犚０＝
３

１－ε槡
２犪０．对轨

道面犛按经纬度３０′×３０′进行格网化，然后利用前

面给出的关于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数及导数的算法在格网

交叉点上计算狏的二阶导数与引力梯度不变量
［７］．

将ＥＧＭ９６模型的前６０完整阶次取为正常引

力位犞，即：
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犞 ＝
犌犕
狉 ［１＋∑

６０

狀＝２

犪（ ）狉
狀

∑
狀

犿＝０

（犃
（９６）

狀犿 ｃｏｓ犿λ＋

犅
（９６）
狀犿 ｓｉｎ犿λ）珚犘狀犿（ｃｏｓθ）］． （１３）

同样在上述格网上计算对应于犞 的梯度值，于

是在犛上便有不变量扰动犳 以及边界条件（１）．注

意此时的边界条件（１）是在卫星轨道面犛的３０′×

３０′格网上得到的，而犛不是球面，因此通常的球谐

分析方法不能使用．若要使用球谐分析从条件（１）来

解算扰动位，就必须将边界条件（１）归算到球面Σ上．

为了能够反映出归算的实际精度，令犜＝狏－犞

是扰动位，并在球面Σ对应的３０′×３０′格网上计算


２犜

狉
２

Σ

的真值，记为犉，即：犉＝

２犜

狉
２

Σ

．本文采用基

于正常引力位的迭代方法对边界条件（１）在球面Σ

对应的３０′×３０′格网上进行了归算．记第犼次归算

后的结果为
２犜

（犼）

狉
２

Σ

，令

δ犼 ＝ 犉－

２犜

（犼）

狉
２

Σ

， （１４）

则δ犼表示了进行犼次引力梯度归算后的精度，特别

犼＝１时

δ１ ＝ 犉－犳 Σ ＝ 犉＋
１

３

狉３

（犌犕）
Δ犅 ，（１５）

其表示的含义是引力梯度没有进行归算时产生的误

差．利用犛的３０′×３０′格网上不变量犳的值，在Σ的

５°×５°格网点上分别计算了δ１，δ２和δ３的值，其主要

统计指标列在表１中．

从表１中的主要统计结果可知，依据 Ｔａｙｌｏｒ

公式给出的归算方法（３）能有效地提高轨道平均球

面上的引力梯度归算值的精度，每次归算大致能提

高一个量级的精度．事实上，归算过程中收敛的程度

与轨道至平均球面的距离有关，即：若在轨卫星的位

置与轨道平均球面相距越远，则归算收敛就越慢；反

之，相距越近，则归算收敛就越快．就ＧＯＣＥ卫星计

划而言，根据其轨道设计的特点，预计至多进行２次

归算便能达到梯度观测精度３ｍＥ的要求（１ｍＥ＝

１０－１２ｓ－２）．

表１　归算后引力梯度误差的主要统计值（单位：犿·狊－２）

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犿犪犻狀狊狋犪狋犻狊狋犻犮犪犾狏犪犾狌犲狊犳狅狉δ犼（犝狀犻狋：犿·狊
－２）

计算点数 最大值 平均值 标准差

δ１ ２５９２ ４．１５×１０－１１ ３．８７×１０－１２ ５．１８×１０－１２

δ２ ２５９２ ４．９９×１０－１２ ３．２３×１０－１３ ５．５６×１０－１３

δ３ ２５９２ １．８６５×１０－１３ １．１９９×１０－１４ ２．２１２×１０－１４

　　为了深入讨论引力场位系数恢复计算的精度问

题，我们分别利用已经得到的归算前后引力梯度的

值对ＥＧＭ２００８模型前３００完整阶次的位系数进行

了恢复计算，即：分别就犼＝１，２，３的情况对边值问

题（５）进行了计算，从而还原ＥＧＭ２００８的前３００阶

位系数．逐次对犼＝１，犼＝２和犼＝３的情况，经计算

分别得到了模拟引力位狏的逐步逼近解：

狏犼 ＝
犌犕
狉 ［１＋∑

３００

狀＝２

犪（ ）狉
狀

∑
狀

犿＝０

（犃
（０８）

狀犿，犼ｃｏｓ犿λ

＋犅
（０８）
狀犿，犼ｓｉｎ犿λ）珚犘狀犿（ｃｏｓθ）］，（犼＝１，２，３）（１６）

图１描述了狏的Ｋａｕｌａ系数阶方差曲线以及狏犼

对狏的位系数逼近阶方差．阶方差描述如下：若狏的

球谐展开式由公式（１１）给出，则

ζ狀（狏）＝
１

２狀＋１∑
狀

犿＝０

犃
（０８）（ ）狀犿

２
＋ 犅

（０８）（ ）狀犿［ ］
槡

２ （１７）

是狏的狀 阶方差，其按阶数狀 给出的曲线称为

Ｋａｕｌａ系数阶方差曲线（简称 Ｋａｕｌａ曲线或阶方

差）；若狏与狏犼分别由公式（１１）和（１６）给出，则

ζ狀（狏－狏犼）＝

１

２狀＋１∑
狀

犿＝０

犃
（０８）

狀犿 －犃
（０８）

狀犿，（ ）
犼
２
＋ 犅

（０８）

狀犿 －犅
（０８）

狀犿，（ ）
犼

［ ］
槡

２

（１８）

称为狏犼对狏的狀阶逼近阶方差，其图解通常简称逼

近阶方差．根据公式（１７）和（１８）可知，Ｋａｕｌａ曲线描

述了位系数随着阶数狀的变化情况，而逼近阶方差

则刻画了两个调和函数位系数的近似程度．

从图１可知，若对轨道上引力梯度不进行归算

（犼＝１的情况），则还原位系数的阶数达到２５０阶；

图１　恢复的引力场位系数的阶方差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｄｅｇｒｅｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

ｆｏｒｒｅｃｏｖｅｒｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
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进行了一次归算后（犼＝２的情况），虽然位系数恢复

阶数仍维持在２５０阶左右，但系数的计算精度比

犼＝１时有明显提高；二次归算后（犼＝３的情况）恢复

位系数的阶数不仅达到了３００阶，而且系数的计算

精度有进一步的提高．

不断增加归算次数对提高引力场位系数的恢复

精度有一定的影响，但这并不意味着处理实际

ＧＯＣＥ数据时归算次数越多就能将地球重力场或者

引力场求解得越精确，其原因在于实测的引力梯度

数据存在着一定的误差，该误差是无法通过归算等

手段消除掉的，属于ＧＯＣＥ观测的固有误差．

４　结论与说明

本文基于Ｔａｙｌｏｒ展开公式提出了将卫星轨道

上引力梯度不变量扰动归算到相应平均球面上的方

法，并利用ＥＧＭ２００８模型对上述归算方法以及位

系数恢复进行了模拟计算，结果表明，经过一次归算

基本上能达到ＧＯＣＥ引力梯度的观测精度（３ｍＥ）．

但是考虑到计算误差等原因，建议对ＧＯＣＥ实际观

测数据时做两次循环归算．

为了计算方便，本文将卫星轨道面取成了椭球

面．尽管实际的ＧＯＣＥ轨道面比椭球面要复杂，但

本文计算中所取的延拓距离比ＧＯＣＥ实际轨道的

相应距离要大３倍左右，因此本文结论对处理

ＧＯＣＥ数据是成立的．理由是延拓的精度主要取决

于延拓的距离．

尽管本文没有处理实际的ＧＯＣＥ数据，但进行

模拟归算或计算是十分必要的．因为只有在数值模

拟的情况下才能正确评估归算或计算精度，以及对

建立的理论方法进行验证．从所得的结果看，本文提

出的归算方法是可以用于实际ＧＯＣＥ数据处理的．
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