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二层线性规划问题的优面算法 
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摘要  本文研究了二层线性规划问题的优面算法。首先给出了二层线性规划的数学描述；接

着给出了二层线性规划问题的优面算法设计，并给出二层线性规划问题优面算法的步骤，最

后通过实例验证了本文提出的二层线性规划优面算法的有效、简洁特性，并且上机操作简便，

显示出较大的优越性。 
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０ 引言 

二层线性规划是二层系统的基本类型之一。近几十年来，二层规划的研究得到了很大 

发展，
[1]Bard 和

[2]Dempe 的专著讨论了二层规划问题的算法和应用。
[3]Dempe 综述了带

有等式约束的二层规划和数学规划的文献。以及 Liu, Mathieu, Pittard, Anandalingam, 还有

Crendreau, Marcotte 和 Savard, Wen, Huang 等在二层规划问题方面都做了许多工作 

优面算
[4 ]法 是求解线性规划问题的新算法，它是从最优解所在的超平面出发，经过旋

转迭代，降低线性规划维数，最后变成一个一维线性规划，该过程最多旋转迭代 n 次。本算

法简洁清晰，不增加空间维数，特别是当约束条件较多的时候，更会显示出它的优越性。本

文将此算法应用到二层线性规划的求解上，与传统方法相比，此法更简洁，易操作，运算速

度快。 
  

1    二层线性规划问题的数学描述 

Candler 和 Aownsley 提出了一般的二层线性规划的数学模 。在这里我们考虑下面形式的二层线

性规划问题。 

[5]型

 

（P1）      ( )max , T TF x y a x b y= +

 
其中 是下面问题的解 y

（P2）    

( )max ,
. .
, 0

T TF x y c x d y
s t Ax By r
x y

= +

+ ≤
≥

 

其中 分别表示相应维数的列向量。 。 1 2, , , , , ,n n ma c x R b d y R r R∈ ∈ ∈ 1 2,m n m nA R B R× ×∈ ∈

对于二层线性规划问题，称集合 ( ){ }, : , , 0S x y Ax By r x y= + ≤ ≥ 为它的约束区域。这里我们假

定 S 非空并且有界。称 1nx R∈ ，且 为可行的，如果存在0x ≥ 2 ,ny R y 0∈ ≥ ，使得 ( ),x y S∈ ，对于 
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固定可行的 x ，下层目标函数中的 为常数，因此下层目标函数可以简单的表示为Tc x Tf d y= 。令

( ) }{ : ,Q x y By r Ax y= ≤ − ≥ 0 非空并且有界。我们假定问题
( )

max T

y Q x
f d y

∈
= 的最优解存在且唯一，记为

，则二层规划问题的合理反映集为： ( )y x

     ( ) ( ){ ( ) ( )}, : , ,f S x y x y S y y xΦ = ∈ =  

因此问题（P1）（P2）可转化为： 

（P3）                 

( )

( )

max ,
. .

T TF x y a x b y
s t Ax By r
y y x

= +

+ ≤

=

那么，如果 ( ),x y 是 

                  
( )max ,

. .

T TF x y a x b y
s t Ax By r

= +

+ ≤

的解，并且 ( )y y x= ，则 ( , )x y 是问题（P1）的解。 

下面给出二层线性规划问题的解的定义： 

定义 1.1   称 ( ),x y S∈ 为可行点，如果 ( ) ( ), fx y S∈Φ 。 

定义 1.2   称 ( ) (, f )x y ∈Φ S

)

为二层线性规划问题的最优解（简称解），如果对于每个

( ) (, fx y S∈Φ ，有 ( ) ( ), ,F x y F x y∗ ∗ ≥ 。 

本文将在二层线性规划的这个解概念下讨论二层线性规划问题求解的数值方法。 
2    二层线性规划问题的优面算法设计 

首先我们简要给出线性规划的优面算法介绍。 

考 虑 如 下 形 式 的 线 性 规 划 问 题 }{ : ,Max Z CX AX B X 0= ≤ ≥ ， 其 中

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2,, , , , , , , , ,
TT

n n ij m n
C c c c X x x x A a B b b b

×
= = = =… … n… . 

我们称为优面标准形，简记为（OPLP）。其第 k 个约束条件就对应着有向超平
[4]面 kp ，简记为 。 

_

kp

定义 2.1   称有向超平面
_

sp 和 的法方向所成的角
_

rp
2 2

[ , ]arccos s r

s r

a a
a a

θ = 为有向超平面
_

sp 和

的夹角。 
_

rp

定义 2.2   如果（OPLP）的最优解 x∗使约束
1

n

kj j k
j

a x b
=

≤∑ 取等号，且超平面 是可行域
_

kp Ω的边
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界面，称超平面 为
_

kp x∗的优面。 

优面算法适合于相容不等式约束的线性规划，我们可用如下引理判别不等式约束是否相容。 

引理 2.1   不相容的充分必要条件是线性规划AX b≤ { }: 0,T TMin y b y A y= ≥ 0 无解。 

关于优面的存在性及其判断，以及最优解与优面之间的关系，有如下定理： 

引理 2.2  设 x∗为（ＯＰＬＰ）非零最优解， 为最优值，则0z 0
1

n

j j
j

z c x
=

=∑ 为Ω的承托超平 ，
[4]面

x∗为支撑点，且 x∗必使某一约束取等号。 

引理 2.3  设（ＯＰＬＰ）的最优解为 x∗， 是可行域
_

kp Ω的边界超平 中与目标超平 的

夹角最小的超平面，则

[4]面 [4]面

x∗能使 成为紧约束，此时记超平面 为(
1

1
n

kj j k
j

a x b k m
=

≤ ≤ ≤∑ )
_

kp x∗的优面。 

根据以上定义和引理，我们在求优面过程中，取

2

[ , ]k

k

a c
a

σ = 中最大者所对应的超平面 作为优面。 
_

kp

       下面我们给出二层线性规划问题的优面算法设计。 

设二层多目标规划问题为 

（P1）        ( )max , T TF x y a x b y= +

其中 是下面问题的解 y

（P2）           

( )max ,
. .
, 0

T TF x y c x d y
s t Ax By r
x y

= +

+ ≤
≥

 

其中 分别表示相应维数的列向量， 。 1 2, , , , , ,n n ma c x R b d y R r R∈ ∈ ∈ 1 2,m n m nA R B R× ×∈ ∈

对于它的优面算法求解我们给出如下定理： 
定理 2.1  对于二层线性规划问题，如果下层问题（P2）的约束为相容不等式约束，则可使用优

面算法求得该二层线性规划问题的最优解 ,x y∗ ∗
。  

证明：对于二层线性规划问题的下层问题（P2），把其中的 看作常量，则可认为它属于只含变

量 的单层线性规划，因为约束为相容不等式约束，我们取

Tc x

y
2

[ , ]k

k

a c
a

σ = 中最大者所对应的超平面 作为

优面。设

_

kp

y∗
为下层问题的可行域组成的非空凸多面集Ω的一个顶点，由引理 2.3 知 过

_

kp y∗
，从而 y∗

使

约束 By r Ax≤ − 为紧约束。设 0f 为最优值，根据引理 2.2 可知 *
0

Tf d y= 为Ω的承托超平面， y∗
即为支

撑点，且 y∗
使某一约束取等号，则 y∗

即是我们使用优面算法求得的最优解，它是由 x表示的量，返回到
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上层问题（P1）中转化而得的不等式仍是相容的，重复优面算法步骤，即得最优解 x∗，反代入 y∗
中，最

后即得其最优解。 
以下是二层线性规划问题优面算法的步骤： 

Step1  对于二层线性规划问题的下层问题（P2），把其中的 看作常量，将其化为优面标准型。 Tc x

Step2  (1)计算该问题中的约束平面与目标平面的夹角； 

   (2)若 与目标超平面的夹角最小，且
_

kp ( )20 1,2, ,klb l n≠ = … ，从 中

解出

2 1

1 1

n n

kj j k ki i
j i

b y r a x
= =

= −∑ ∑

ly ，代入目标函数和其他约束中（作旋转变换进行降维），并把第 k 个约束变为

1 2

1 1, 0

n n

k ki i kj j
i j j l

kl

r a x b y

b
= = ≠

− −
≥

∑ ∑
，以保证 ； 0jy ≥

    (3)重复(1)－(2)，直至剩下一个变量（记为 ）的线性规划，得最优解 ，再回代到前

面的等式中得（Ｐ２）的最优解 ，其中 是用

2ny
2ny

y y x来表示的，记为 ( )y x 。 

Step3  将下层最优解 ( )y y x= 返回到上层，得一只含变量 x的线性规划，再对此问题利用如 step

２中的(1)－(3)优面算法，得最优解，记为
1nx ； 

Step4  用
1nx 回代到前面等式中，求得 ,x y∗ ∗

，即为最优解。 

３ 数值实验 
下面我们给出一个优面算法求解二层线性规划问题的例子：  

[5]例 ： 1 2 1 20
max ( , ) 8 4 4 40 4

x 3F x y x x y y y
≥

= + − + +  

   其中是 下面问题的解 y

( )
( )
( )

1 2 1 20

1 2 3

1 1 2 3

2 1 2 3

max ( , ) 2 2

. . 1 1

2 2 0.5 1 2

2 2 0.5 1 3

y 3f x y x x y y y

s t y y y

x y y y

x y y y

≥
= − − − − −

− + + ≤

− + − ≤

+ − − ≤

 

解 ： 先 解 决 下 层 问 题 ， 把 其 中 的 x 看 做 常 量 得 下 层 问 题 的 最 优 解 为

( ) 1 2 1 2
2 2 4 80, , 2
3 3 3 3

y x x x x x⎛ ⎞= − + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

返回到上层，问题即转化为 
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1 20

1 2

1 2

40 124max 8
3 3

2 10 3(1)
3 3

2 1.5(2)

x
F x x

x x

x x

≥
= − + −

+ ≤

− − ≤ −

 

再利用优面算法求得最优解 代入到1 20, 0.9,x x= = ( ) 1 2 1 2
2 2 4 80, , 2
3 3 3 3

y x x x x x⎛ ⎞= − + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

得原二层问

题的最优解为  ( ) (1 2 1 2 3, , , , 0,0.9,0,0.6,0.4T Tx x y y y = )

−目标值为  max 29.2, max 3.2F f= =

到此已求出最优解和目标函数值，由此可以看出该算法是可行有效的。 
４ 结束语 

优面算法解二层线性规划，是先把 x看作常量，对下层问题运用优面算法逐步降低线性规划维数，得

到下层问题的最优解，然后返回到上层，继续使用优面算法即求得原二层规划问题的最优解。示例结

果表明，该方法是可行并且有效的，简洁清晰，并且在求变量较多的大型二层线性规划问题中也是可

行有效的，在机上也简单易操作，显示出很大的优越性。 
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effectiveness of the proposed method. 
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